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CPGE MP - 521 Théoréme de I’énergie cinétique (TEC) Cours

1 Rappels sur les notions d’Energie, de Travail et de Puissance

L’énergie et la puissance sont 2 notions qui, bien
que liées sont différentes. Afin de comprendre cette dif-
férence, observons la grue ci-contre. Pour lever la charge
de poids P, il faut fournir une certaine quantité d’énergie
(c’est le travail généré par la force : W).

Remarquons que quelque soit la vitesse de levage de la
charge, la quantité totale d’énergie a fournir est toujours
la méme. Plus la vitesse de levée de la charge est grande,
plus la puissance fournie instantanément est grande. FIGURE 1 — Energie, travail, puissance

1.1 Energie ou travail

D’une fagon générale, ’énergie ou le travail (en Joule) représente ce qu'il faut fournir a un systéme
pour I’'amener d’un état initial & un état final. La maniére dont le chemin est parcouru entre les 2 états
n’a pas d’importance.

1.2 Puissance

Elle caractérise le débit d’énergie fourni a chaque instant (instantanément) entre I’état initial et
I’état final. Elle ne dépend ni de I’état initial, ni de ’état final du systéme, mais permet de décrire les
flux d’énergie entre ces deux états.

2 Travail d’une force au cours d’un déplacement élémentaire

2.1 Travail élémentaire

% %
Soit une force ? dont le point d’application M subit un déplacement infiniment petit d¢ = MyM.

On appelle travail élémentaire _()ie la force ? au cours de ?
son déplacement élémentaire d¢ le produit scalaire :

My

I

%

aw =F -dl M

avec : \\ M,
o dW : travail élémentaire exprimé en Joule (J) e
e F' : force exprimée en Newton (N)
e d¢ : déplacement élémentaire, en métre (m)

(67

FIGURE 2 — Travail élémentaire de ?

W Remarque

On peut constater que dW = H?H Hﬁ” cos
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2.2 Travail au cours du déplacement : énergie cinétique d’un point matériel M
(dm)

Aprés intégration du travail élémentaire entre deux temps 1 et t3 on obtient la relation :

1 2
W = gdm VMES/R

On note alors le travail E.yr/r) ou T(a/r) (énergie cinétique du point M dans son mouvement par
rapport a R).

Démonstration :
oto to .
W= / aw = | F.d
J it tq
0 — t2 —_—
Comme : (W = Vires/r alors: W = / ? Vires/r dt
dt Jt,

En appliquant le PFD & M, de masse dm, on trouve : ? =dmTyes/r

_— d - - d ——
Comme : llfGS/R = 7‘/3[65/1—{ on a : F =dm 7‘/3[65’/1?
dt R dt R

ﬁ ﬁ (1 7 7

AIOFS : F - ‘/JIES/R =dm |:‘/A\[€S/R:| . ‘//A\IGS/R
dt R

d - - d 1l——2 . .
Or: | —Vimes/r| -Vumes/r = 77 | 5Vmes/r (Avec (22(t))" = 2(t) - '(t))

dt R dt \ 2

oy LI R4 p—
Comme : W = ? Vymes/rdt = / dm % (2‘//1\1@5'/}1’ > dt
Jt; J at

oo ; . 1 "t ’
. 2 ] ———2 1 2 N _
Soit : W =dm / d (2V\I€S/R > = 5(1171, / d <V\,€S/R ) (Conservation de la masse)
Ji Jtq

1, —2
Et enfin : |W = §(Jm Vies/r

W Remarque A propos des unités...

L'unité du systéme international pour mesurer I’énergie est le joule (J), autrement dit 1 Joule cor-
respond a ’énergie nécessaire pour déplacer 1N sur 1 m (avec a = 0°)

Il existe par ailleurs d’autres unités :

I'électronvolt (1eV = 1,602 - 10719 )

le kilowattheure (1kWh = 3,6 MJ)

la calorie (4,18 J)

la Calorie (alimentaire : 4180 J ; notez-1a C capitale).
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3 Energie cinétique d’un solide

3.1 Expression générale

L’énergie cinétique d’un solide dans son mouvement est donnée par le relation suivante :

Q V. ’
m
2E.(s/Rr) = {VS/R}®{CS/R} = { S/R }® { G’eS/R}
A A

Vaes/r TAeS/R

Soit par définition du comoment : |2 E.g/p) = VAGS/é -mVges/r + QS/R O AcS/R

A\ Attention

Pour le calcul du comoment, les torseurs doivent étre exprimés au méme point !

Démonstration :

Considérant qu’un solide est un ensemble de points matériels, on peut écrire :

«(S/R) = /V\Jes/h dm

Soit A un point du solide S :

2E.s/Rr) = /s Vies/r - (VAeg/H + MAA QS/H> dm (Champs des vecteurs vitesses)

2E,s/Rr) = /gVMES/R Vaes/r dm + AV\[QS/R : (]\JA A QS/R) dm (Distributivité)

2 E(J(S/R) = VL\ES/R : /S,V‘WGS/R dm + /5 VF\,[GS/R : (J[A A QS/R) dm (A fixe sur S)
Or :

/ Vares/r - <MA /\SZS/R> dm = / Qgp - (Vwesm AMA) dm  (Produit mixte)

Js Js

/gVMeS/R' (]\[A/\Qs/P> dm = QS/R / (A]\f/\V\fes/R> dm

On obtient alors :

2E.(s/r) = Vaes/r - M Vaes/r +Qg/g - Oaes/k (ident. de R{cs/r} et Ma{Cs/rn} )

Wi Remarque

L’expression de I’énergie cinétique ne dépend pas du point d’écriture.
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Démonstration :

Ona: 2FEqs/r) = Vacs/r mVaes/r +Qg/p - Oncs/r

. . N -
Soit un point B. On a, avec la formule des champs de moments pour Vacg/r €t o4eg/r :

- - - N —_—
QEC(S/R) = (VBES/R + B A QS/R) -m VGGS/R + QS/R . (UBGS/R + ﬁ Am VGGS/R)

En développant :

2Es/r) = VBes/r - M Vaes/r +Qg/p " Opes/k

, : -
+ (ﬁ A QS/R> “mVges/r + Qg/p - <B Am VGGS/R)

0

2Ecs/r) = VBes/r - ™M Vaes/r +Qg/p - OBes/r

On retrouve bien : |2 Eyg/p) = {Vs/r} 5 ® {Cs/r} 4

3.2 Cas particuliers

3.2.1 A est fixe dans R

— = —
2Eqs/r) = QR - (I(A,S)-QS/R>

Démonstration :
Ona: QEC(S/R):Qs/H'UAES/R (car VAES/R: 0)
_ SN SN
Avec : Opcg/p = (IM,S)'QS/J{) + ’Iszﬁ A Vaes/r
T
0

3.2.2 A confondu avec G (centre de gravité)

N7 \ — —>
2E.s/r)y =mVges/r + QR - (I (G7S)-QS/R)

Démonstration :

Ona: 2E,g/Rr) = {VS/R}(; ® {CS/R,}G (Définition)

« —
Soit : 2 Eeg/r) = Vaes/r - M Vaes/r ¥g/p -+ 0Ges/k
——

7 2 I a.
m-Vaes/r (G.9)**s/R
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3.2.3 Solide en translation

2

—
2E.s/r) = mVges/r

3.2.4 Solide en rotation autour d’un axe fixe

En considérant un solide S en rotation autour de l'axe 7, et en posant J le moment d’inertie de
—
S autour de 'axe 7 et QS/R —w7:

2EC(S/R) = Jw2

3.3 Cas d’un ensemble de solides

Pour avoir I’énergie cinétique d’un ensemble de solides > =51+ So 4+ --- + 5, :

Eos/ry = Besi/r) = Besi/r) + Ee(sa/r) + -+ + Ee(s,/R)
=1

4 Notion d’inertie équivalente en rotation par rapport a un axe

4.1 Définition

Dans le cas d’un systéme comportant plusieurs piéces en rotation & des vitesses de rotation diffé-
rentes (et éventuellement certaines en translation), on appelle inertie équivalente ramenée a un axe A
I'inertie I.ga que devrait avoir cet axe en rotation pour que I’énergie cinétique totale du systéme de
piéces en rotation soit égale 4 :

2EC(Z/R) = qu~w2A

4.2 Intérét

L’inertie équivalente ramenée & ’axe moteur permet d’estimer rapidement le dimensionnement d’un
actionneur.

5 Puissance

5.1 Présentation

La puissance est la quantité d’énergie par unité de temps fournie par un systéme a un autre. Cela
correspond donc & un débit d’énergie : deux systémes de puissances différentes pourront fournir le
méme travail (la méme énergie), mais le systéme le plus puissant sera le plus rapide.

La puissance est toujours égale au produit d’une grandeur d’effort (force, couple, pression, ten-
siom,...) par une grandeur de flux (vitesse, vitesse angulaire, débit, intensité du courant,...)
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L’unité de puissance dans le S.I. est le watt, noté W, qui correspond & un joule fourni par seconde
(J.s_1 = kg.mQ.s_2).

On utilise encore le cheval vapeur dans le cas des moteurs thermiques : 1cv &= 736 W.

5.2 Puissance développée par une action extérieure & un solide S

5.2.1 Expression générale

RiTsos) o
PE—>S/R:{7—ZI—>S}®{VS/R} = { # }@ { - S/R }
A A{ E%S} A AES/R

Soit :

Ps_.5/r = R{Tz—s} - VAeS/B/t + Ma{Tems} - Qg/p

Démonstration :

- - 2 P 27 2 - % P - N
Déterminons la puissance développée par une force élémentaire dF'y;_,g extérieure & un ensemble
matériel (5). Par définition, la puissance développée, a la date ¢, par dF'y;,5 dans le mouvement

de (S) par rapport & R est : dPy_,g/p = dF's s - Vires/r-

On a alors la puissance développée par X, action mécanique extérieure & un solide (S) :

Py .5/ = /SdFZ%S Vies/r

Soit A un point de S : Py, g/ = / dFy s Vaes/r + / dFy_g - (\[A A QS/B>
Js Js

e
Comme A est fixe sur S et Qg /g e dépend pas du point d’écriture, on peut écrire, en utilisant les
propriétés du produit mixte :

PE—}S/R — VAGS/R . / (]FX*)S +/ gZS/R B ((]FX*)S A ]\[A)
s S

Ps_,5/r = Vaes/r - / dFss +Qg/p - / (dFXﬁS A UA)
S 5

Py .s/r = Vaes/r - /ngZ%S + Qg5 - /S (AM A szas)

Comme : / dFZHS = R{Tz ,s} et: / (A]\[ A szﬁs) = ]\JA{TZ ,s}
JS JS

Ps_ys/r = RB{Tsos} - Vaes/r + Ma{Teos} - Qg)p

[\ Attention

Ne pas confondre avec I’énergie cinétique!!!
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gf Remarque

La puissance exprimée n’a de sens que par rapport & un repére. Ainsi la puissance développée par
Paction mécanique extérieure ¥ sur S est nulle dans tout repére lié a (.9).

5.2.2 Cas particuliers

e Lorsque le torseur d’actions mécaniques est un glisseur, la puissance est :

PE%S/R = R{Ts_s} - VAES/R = P = ? . T}

e Lorsque le torseur d’actions mécaniques est un torseur couple, la puissance est :

P on=MatToos) - Qgn = | P=C-3

5.3 Puissance développée par les actions mutuelles entre deux ensembles matériels
(puissance des inter-efforts)

La puissance développée par les actions mutuelles entre deux systémes matériels (F1) et (E2) (ou
puissance des inter-efforts entre (E1) et (E2)) est :

Pg, s, = Pp, gy /R + Pe,E /R

On montre aisément que :

PE1<—>E2 = {TE1—>E2} ® {VEQ/EI}

/w Propriété

La puissance développée par les actions mutuelles entre (Ep) et (E2) est indépendante du repére R.

Démonstration :

On a: Pg, g /R = / dF gy E, ""’;\1651/1{ et : Pb’gﬁEl/h’] = /

(]F]_’,‘Q*’?E] : "’l\]%]:‘:]/]f]
JS JS

Ty . — Ve e
D'ou : PL’;ﬁEl/H - PLQ%L‘}/’HI - / AdF By p, - ("’ MeEL/R — ‘H\IGL&/Hl)
Js

. - 17 7 . 7 ) 1/ R Vs ) [
Comme : Viep, /r = Vmer, /Ry + Vier, /R ona: Vyer /r = Viver, /r — Vier, /r, dou:

Pg, sg./r — PEy B /Ry = / dFg,—E - Vier, /R
.

P, i /R — Peysiry = {TEs—E } @ {VRi R}

Par analogie :

Pg, g,k — Pe,myry = {TE1 58} © { VR, /R }
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Pg, 5, /R — Pyspy /Ry + PisBy/k — Poisbyry = {TEr -8} + {TBa 5} © {Viy R}
Or: {Te,om}={Te—E} (principe des actions réciproques)
Pg, /R — Prysbr /Ry + PrisBa/r — Pei—By/ry = {0} © {VR,/r}

PEQ—)Fl/R - PF/‘Q‘)El/Rl =0

PEQ‘)E]/B - PEQ*}El/B[

%, Remarque

e Si la puissance est négative, c’est une puissance perdue par frottement.
e Si la liaison entre Sp et Sy est parfaite alors Pg, (5, =0

e La puissance s’exprime en Watt (W), correspondant a des J.s~! = kg.m?.s~2

6 Théoréme de I’Energie Cinétique

6.1 Pour un solide

Le Théoréme de I’Energie Cinétique, appelé parfois Théoréme Energie/Puissance ou Théoréme de
la Puissance Cinétique s’énonce comme suit :

dEc S/R
B

La dérivée par rapport au temps de l'énergie cinétique d’un solide est égale a la puissance des

actions mécaniques extérieures au solide.

Démonstration :
Dapres le PFD : {Ts, s} = {Ds/r} = {T5.5}®{Vs/r} ={Ds/r} ®{Vs/r}
Et: Ps,qp= {DS/R} ® {V‘g/,{} (Définition de la puissance)

Posons B tel que :

R
/ , Cares/r dm (T/;
B={Dg/p} ®{Vs/r} = SR ® { _S/E,
/ AZ\-’? AT yes/r dm 4\ Vaesyr
A JS

B = ‘/AES/R B / F;\/ES/R (ZTII, + SZS/R . / AJ[ AN Fs"\'TES/R (]’NI,
JS y

B = / Vaes/r - Tmres/rdm + Qg p - / AM A Cares/r dm (A fixe sur S)
S S

En utilisant le champ des vecteurs vitesses :  Vacs/r =Vires/r + AM A Qg Jp Ona:

B = / (VMGS/R + AM A QS/H) Tyres/rdm + QS/H . / AM A Uares/r dm
JS JS

@ fartouh.cpge@gmail.com
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B = / VWES/R 'I‘MES/R (jﬂl + / (A[\j A QS/R) 'FA\IES/R (ZTI'I, + QS/R . / AJj A rﬂ[eg/f{ (]771,
JS JS JS

P
En utilisant les propri¢tés du produit mixte, et en sachant que Qg /R D€ dépend pas du point
d’écriture :

B = / Vites/r - Tnres/r dm + QS/R . / Cares/p N AM dm + QS/R . / AM AT pres/r dm
JS JS JS

0

Dou: B= / Vies/r - Tavres/r dm
Js

"1d 7—>2 d —_
B = / 5 7 (V;\Jes/ﬁ, > dm (car Vies/r - Tves/r = Vies/r * =7 <V\168/1{>)
Js 4 dt dt
1 (] S ([ S . - . . ' /—>2
B=c— (2E.s/r) = 7 (Eesyry)  (Déf. de VE, : 2B, g/py = | Vies/r dm)
2dt dt Js
PO L R . . dEu(S/H)
On en déduit alors le Théoréme de I’'Energie Cinétique : 5 - Ps_,s/r

6.2 Pour un ensemble de solides

Soit un ensemble (E) de n solides S, Sa,. . .,S,. Pour un solide S; de (E), le Théoréme de I’Energie
Cinétique s’écrit :

dEc S/R

Alors pour n solides on obtient :

d n n
a (Z Ec(&-/R)) =Y Pss./m
=1

i=1

e Le premier membre correspond a I'Energie Cinétique de I’ensemble (E).

e Le second membre correspond a la somme des puissances des actions mécaniques extérieures a
CHAQUE solide, c’est a dire & la somme des puissances des actions mécaniques extérieures &
I'ensemble (E) PLUS la somme des puissances des actions mutuelles entre chaque solide de (E).

On peut alors écrire :

d

It (EC(E/R)) = PE—>E/R + Z Ps;ss;
ij=1

On peut aussi 'exprimer en faisant intervenir les travaux entre t1 et to :

Eug/m)(t2) — Eep/r)(t) = W2 (E = E/R) + > W/2(S;  S;)
ij=1
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7 Notion de rendement

Pour tout mécanisme, il y a possibilité de « pertes » d’énergie. Cette énergie est dite perdue, ou
dégradée, car elle est sous une forme non exploitable par le systéme, comme la chaleur dissipée par des
frottements. En conséquence, quand on fournit une quantité d’énergie & un mécanisme de conversion
ou d’adaptation d’énergie, seule une partie sera utilisable en sortie.

7.1 Cas général

De maniére générale, le rendement d’un systéme est le rapport de 1’énergie utile (restituée) sur
I’énergie fournie au systéme :

Ey

Efournie

<1

Ul

W Remarque

Le rendement est un nombre compris entre 0 et 1, et peut s’exprimer sous la forme d’un pourcentage.

Si on connait Eperdque 1'énergie perdue par le systéme, on peut alors écrire :

. Efournie — Eperdue —1 Eperdue

Efournie Efournie

Ui

7.2 En régime établi

En régime établi, on peut se permettre de raisonner en terme de puissance. Les expressions précé-
dentes deviennent alors :

By

Pfournie

Ui

Si on connait Pperdue la puissance perdue par le systéme, on peut alors écrire :

. Prournie — Pperdue -1 Pperdue

P, fournie Py fournie
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