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CINEMATIQUE DU SOLIDE
ET AUTRES INFORMATIONS UTILES

AAttention : pour déterminer un vecteur accélération

1. Torseur cinématique :
Le torseur cinématique du solide S par rapport au repere R, réduit au

point A est .
{ }_ Qsir)
V(S/R) I [

(AeS/R)

A
Zim/m : Vecteur vitesse de rotation de S/R ;
Vcks”n : Vecteur vitesse linéaire du point A dans le mouvement de S/R,
= doM
donné par : V(ses/ip) =|—— O est un point du repere R.

R
2. Relation de changement du point de réduction du torseur cinématique :
En un point B, ce torseur devient

Qs/r)

{V(S/R)}: = avec : V(Bes/R)ZV(AeS/R)+BA/\.Q(S/R)
(BES/R) B

3. Relations de composition de mouvement :
On considére un solide S en mouvement par rapport a un repére R, ,
lui-méme en mouvement par rapport a un repére Rp.

Qs/r0y = Qs/r1) + Q(r1/R0)

—

V aesiroy =V (aes/r1) + V (acr1/R0)

{V(S/RO)}: {V(S/Rl) }+ {V(RI/RO)}

ASAttention : pour déterminer le vecteur vitesse V ues/r), on ne peut
pas dériver si M n’est pas un point fixe de S.

4 . Vecteur accélération :

dza B d‘_;(AeS/R)
dt? dt

R R

I'sesir) =

= Pour deux points liés au méme solide
. . — | dQsie _ N
I'gesiry =1 aesiry + BAA T + Qs/ry A|BAAQsir)
4
R

= Composition des vecteurs accélération

Iaesiro)y = Tacsrrry + Tiacrirroy + 2Qr17r0) AV (sesiry)

I
(MES/R), on ne

peut pas dériver si M n’est pas un point fixe de S.



5. Vecteur vitesse de glissement :

Le vecteur vitesse de glissement de S; par rapport a Sy en leur point

de contact I est : L’uesusm

" (Ce vecteur est contenu dans le plan tangent commun au deux solides
contenant le point I.
" En l’absence de glissement en I entre ces deux solides, ce vecteur

—

est nul : V tesiisoy =0

6 . Mouvement plan sur plan :

S est en mouvement plan par rapport a R si tous ses points se
déplacent dans des plans paralléles a un plan de R.

" Centre instantané de rotation de S/R (Ig)

C’est le point Igg tel que : V(ISReS/R) =0

" Nota: a l’instant considéré, S tourne par rapport a R autour de Ig.
= Détermination graphique de Ig :

Connaissant les supports des vitesses de deux points A et B de S/R,

alors : Iggx = (L en A au support de ‘/QEMR))fW(l en B au support de V (ges/r))

7.Détermination graphique des vecteurs vitesses dans
le cas de mécanisme plan :

= Premiére méthode : Equiprojectivité (Fig.l)

C’est l’exploitation graphique de la relation : AB.V (aes/r)y = ABV (gesir)
Conditions d’utilisation : On doit connaltre completement le
vecteur vitesse df‘un point d’un solide et le support de la
vitesse de 1l’autre point (les deux point sont 1liés au méme
solide) .

* Deuxiéme méthode : CIR (Triangle ou champs des vitesses) (Fig.2)

C’est 1l’exploitation graphique de 1’existence du CIR, sachant que

V(gﬁﬂ/R)Z(? et que le mouvement de S/R a 1l’instant considéré est une
rotation autour de Ig.
Conditions d’utilisation : On doit connaitre la position du CIR
et le vecteur vitesse d’un point de S/R.
= Troisiéme méthode : composition (Fig.3)
C’est 1l’exploitation graphique de la relation de composition des
vecteurs vitesse (Méme point mais des solides différents).
Conditions d’utilisation : On doit connaitre, au moins, un
vecteur vitesse et les supports des deux autres.

Fig.1l V (aes/r0)

— -

V (4esir)

V (aeriiroy -7~ ]

V (Besir)

—

V (aesiry

Fig.2 Fig.3

V (Bes/w)




8.

Rappels et compléments utiles

* Engrenages :

Rapport de réduction d’'un train d’engrenages a axes fixes

avec

k — wsom’e

entrée

=1’

HZmenantes
11z

menées

: n est le nombre d’engrenages cylindriques paralléles extérieurs.

Rapport de réduction d’un train épicycloidal

- a)poﬂe satellite

k _ a)Planétaire de sortie

()

planétaire entrée

=1’

porte satellite

1§V4

menantes

11z

menées

. . . . 2 <y
Signe du rapport de réduction k d’'un engrenage conique :(k =—=1-=)
w, <
Soit C; et C, les centres des deux roues 1 et 2 respectivement, et I leur point de
contact.
® Si ICl et IC2 sont de mémes signes, alors : k est négatif ;
® Si ICl et IC2 sont de signes différents, alors : k est positif ;
" Systéme Vis—-écrou
Soit V la vitesse de translation et w celle de rotation. P est le pas de
1’hélice. On a la relation yv=t—w
2z
Le tableau suivant permet de décider du signe de la relation ci-dessus
La vis tourne La vis tourne
La vis translate 1’écrou translate
Hélice a droite + -
Hélice a gauche - +
= Les liaisons :
L . Torseur
Torseur cilneématique .
statique
o, |V, X | L .
Réciprocité Les liaisons pour lesquelles
Dans 1’espace o, |V, > Y M le centre est fixe par rapport
. L{J Z| N aux deux solides liés sont

Dans le plan

(x,y)

On ne garde que :
La rotation suivant

la normale ;
— Les deux translations|
dans le plan.

VJ Réciprocité
v,

»

v

Encastrement - Sphérique -
Pivot - sphérique a doigts.
(Autrement dit, ce sont les

liaisons qui n’autorisent

aucune translation)

La forme des deux torseurs est gardée en

®= Tout point de 1l’espace

Encastrement

= Tout point d’un plan

Glissiere

Appui— plan

Linéaire rectiligne

.Tout point de 1’axe

Pivot

.Au centre

Pivot.glissant
Sphére— plan

hélicoidale

Sphere — cylindre
Sphérique
Sphérique..a.doigts




STATIQUE DES SOLIDES

1. Modélisation des actions mécaniques de contact surfacique

1.1. Modélisation locale
Soient deux solide 1 et 2 en contact suivant une surface (9).
mécanique de 1 sur 2 est représentée en chagque point M de (S)

vecteur densité surfacique de contact fﬁwaﬁm.

Considérons le plan tangent commun Z a 1 et 2
contenant le point M. On peut écrire

fM<1—>z)= an(1—>2) + sz(1—>2)

.fﬁma—ﬂ) : Densité surfacique normale ou pression
de contact (L a )

7
‘fﬁha_ﬂ) : Densité tangentielle (Contenu dans 7).

1.2. Lois de coulomb

1°F cas : frottement V (Me2/1)%0 2% cas : Adhérence

f sz~ Vne2i=o H F i

I sy -V me2im=0 <o

Hf Mt(1-2)

K : coefficient de frottement

=k Hf Mn(1>2)

A la limite de glissement (ou équilibre strict) on applique les lois de

coulomb relatives au frottement.

1.3. Modélisation globale

< k Hf Mn(1—=2)

L’action
par : le

V (me2/1y=0

L’action mécanique de 1 sur 2 peut étre représentée globalement par le

{ }_ Rs1-2)
torseur : TGHZ) -1

M (4,152) 4

Ma>2)

tel que : E(1—>2)= J.J.s ? ds et M(A,1—>2)= J.J-m/\?M(l—ﬂ)'ds
s

Remargge

Les relations précédentes restent toutes valables dans le cas d’un contact

linéique entre 1 et 2, a condition de substituer

La surface de contact (S) par la ligne de contact (L) ;
L’élément de surface ds par 1l’élément de longueur dL ;
La densité surfacique par la densité linéique.

2. Action mécanique de contact ponctuel :
2.1. Modélisation

Soient deux solides 1 et 2 en contact ponctuel en un point A.
mécanique de 1 sur 2 peut étre modélisée par un torseur

L’action




{ }_ Ra-2) — - = — — —
7(1_>2) - \y— avec : Rusy= N+T et Muisny= Mn + M,

(A,1-2) A

N : L s 7 . Effort normal . T : contenu dans 7 : Effort tangentiel ;

Mn 1i 7: moment de pivotement. M : contenu dans 7 :moment de roulement.

2.2. Lois analogues aux lois de Coulomb

Glissement
1% cas : V@%yn# 0 1% cas : Zin@”)# 6 1% cas : 55“2“)¢ 6
V(AEZ/I) AT= 0 ﬁn 2/1) M, -0 ?2;‘(2/1)A M. -0
ﬁ;‘%z’:“']_ﬁ[ O Q. Mn <0 ﬁr(z/l). M < 6
' ﬁ HM | - pa - o
2°™ cas : Viae2my=0 : Parametre de résistance 7] : Paramétre de résistance
H?H(k N.H au prOteme—nt; _ au roulemeri;
2 cas : Qnm= 0 2°" cas : gzt(zn): 0
b, < uin < 1|V

3. Principe fondamental de la statique :

3.1. Enoncé

Un systéme matériel ¥ est en équilibre par rapport a un repére Galiléen si
et seulement si le torseur des actions mécaniques extérieures est nul.

iT(Z—i) } - {O}

3.2. Théorémes généraux de la statique

—

Théoréme de la résultante statique : }?éieg)::O

R —

Théoréme du moment statique : ‘AIA(E—QD =0 (A : point quelcongque) .

3.3. Cas particuliers : Equilibre sous 1l’action de forces

Nota

On appelle force toute action mécaniques représentable par un torseur glisseur

Le point de la surface (ou ligne) de contact ou le moment est nul est

appelé : Centre de poussée.

Equilibre sous 1l’action de deux forces

Si le systeme matériel est en équilibre sous l’action de deux forces alors
elles sont directement opposées

Méme support ; Méme module ; sens opposés.

Equilibre sous l’action de 3 forces
Si le systeme matériel est en équilibre sous l’action de 3 forces alors
"= FElles sont coplanaires ;
Leurs supports sont paralléles ou concourants en un point;

" La somme vectorielle des trois vecteurs forces est nulle (Triangle
fermé) .




THEORIE DES MECANISMES
MOBILITE ET HYPERSATISME

Liaisons

en //

Cycle ou

Liaisons en n =o0

Etude statique h = Ns - rs (ce sont les inconnues
— statiques indéterminées)

{TLeq } z"{’Z“-Li } (1)

Formule de mobilité :mc - h = Nc - 6y

C’est le nombre de ddl de Leq N, —Np+1

Intuitivement
Etude statique (I)

Etude cinématique : {vLeq}: {ULi}

Intuitivement

Pour Leq Etude statique 5{TLeq}:{TLi}

série mc = Nc

Etude cinématique :{wa}==2{vu}

Chaine Etude statique : on applique le PFS a chaque solide sauf
complexe le bdti : h = Ns - rs
Formule de mobilité : mc - h = Nc - 6y
Fermetures cinématiques
mcu + mci
C’est le nombre de mouvement
qui subsistent quand on fixe
C’est le nombre de mouvement d’entrée les mouvements d’entrée
Nota dans le cas d’un mécanisme plan, la formule de mobilité devient
mc — h = Nc - 3y

Pour déterminer mc et Nc, on ne comptabilise que les translations dans le

plan et les rotations normales au plan.
Légende
Ns : nombre total des inconnues statiques ;
Nc nombre total des inconnues cinématiques ;
Ny, nombre de liaisons ;
N, nombre de solides ;
\ nombre cyclomatique ;
h degrés d’hperstaticité ;
mc mobilité cinématique ;
mcu mobilité cinématique utile ;
mci mobilité cinématigque interne ;
ddl degrés de liberté.




DYNAMIQUE DES SOLIDES

1. CINETIQUE :

1.4. Centre de gravité d’un systéme matériel I=:

= Dpéfinition : C’est le point G / jGH{dWIZ()
PeX
" Propriétés : - G € a l'élément de symétrie de 3 ;

n
- Soit X = LJSi (S; solide de masse m; et de centre de gravité G;) et
1

> m,AG,
A point quelconque : AG = !

- n
o
1

n -
EZHQVQGNR) §:anY&7m
1
— V(G/R):l— et F(G/R)z

n
2m 2m,
1

= Théorémes de GULDIN :

- Premier Théoréme : La surface engendrée par la rotation d’une courbe
plane et homogene, autour d’un axe de son plan, ne la traversant pas, est
le produit de la longueur de la courbe par le périmetre du cercle décrit
par son centre de gravité : S = 2I1 R L.

— Deuxiéme théoréme : Le volume engendré par la rotation d’une surface
plane et homogene, autour d’un axe de son plan, ne la traversant pas, est
le produit de l’aire de la surface par le périmetre du cercle décrit par
son centre de gravité : V = 200 Rg S.

1.5. Matrice d’inertie d'un solide S en un point Q
= Définitions

B A —-F -E
losy=|-F B -D Telle que
-FE -D C )---

(x,y,2)

A= j(y2+z2)dm ; B= j(x2+z2)dm i C= j(x2+y2)dm ; D= jyzdm ;

PeS PeS PeS PeS

E= Ixzdm et F= jxydm . Sachant que : §=X}+ y;+z2

PeS PeS
A, B et C sont des moments d’inertie ; D, E et F sont des produits
d’inertie. ( En Kg.m%
n = n =
" Pour un systéme matériel X : Soit §:==LJS[ alors : I(Qz)==§: 1 o.si
1 1

= Effet de la symétrie matérielle sur la forme de la matrice d’inertie

- S posséde un plan de symétrie matérielle : L’axe 1 & ce plan est
API (Axe Principal d’Inertie) ;

- S est une plaque plane : L'axe 1 au a son plan est API, et le
moment d’inertie autour de cet axe est la somme des deux autres
moments d’inertie ;

- S posséde un axe de révolution : La matrice d’inertie est
diagonale et les moments d’inertie autour des deux autres axes
sont identiques.




= Théoréme d’HYGHENS

Soit un solide S de masse m et de centre d’inertie G. Q point quelconque

b*+c* —ab —ac
= = = = , ,
lLosy=1cs + Looimch , tel que : lfmehy = m —ab a +b —bc
—ac —-bc  a’+b’ |-
(x,y,2)
avec : QG =ax+by+cz
= Moment d’inertie d’un solide S par rapport a un axe (Q, 51
Jis/(0,8) = 0.ds).0
1.6. Torseur cinétique d’un systéme matériel & / repére R
= Définition
Rc¢ - = - SOAD
ConJ=1— avec : Rc¢ = .[V(P/R).dm et O@z/r) = J-QP Vieir).dm
O (0.2/R) 0 Pexy PeX

* Expressions pratiques

Rc =myVGziry et, pour un solide, O(os/r) =105 L sir) +mOGMV gesir)

n — n_o_,
Nota : Pour un systéme matériel X = USI. : O@QI/R) :ZG(Q,SHR)
1 1

1.7. Torseur dynamique d’un systéme matériel & / repére R
= Définition

{D():/R) }:

. - P
avec : Ra= IF(P/R).dm et Owxir) = IQPAF(P/R).dm

5(Q.2/R) 0 PeX PeX

" Expressions pratiques

doosir)
dt
R

1.8. Energie cinétique d’un systéme matériel & / repére R
= Définition

Ri=m;IGzry et, Owzir = +my.VoiryV Gzrr)

1 ¢=2
Tsipy== |V @wir).dm
PeX
*= Expression pratique
. 1
- Pour un solide S : T(Z/R)ZE{V(S/R)}®{C(S/R)}

n n n 1
- Pour un systéme matériel Z:USi :Tisipy :zT(Si/R):z E{V(Si/R)}®{C(Si/R)}
1 1

1

2. P.F.D :

2.1 Enoncé:
{D(Z/Rg}:if(f_)z)} Rg : repére galiléen
2.2 Thérémes généraux de la Dynamique (T.G.D):
= Théoréme de la résultante Dynamique T.R.D : m):l:(cz/Rg) ZE(E_»:)
* Théoréme du Moment Dynamique T.M.D : V(Q point: B(Q,):/R) ZM(Q,E_»:)

2.3 Equation de mouvement
C’est toute équation issue des T.G.D, ne contenant aucune composante
inconnue d’action mécanique (Si 1l’équation de mouvement est de premier
ordre alors, elle sera appelée : Equation intégrale premiére de mouvement) .

10



3. ENERGETIQUE :

3.1 Puissance d’action mécanique extérieure

La puissance développé par l’action mécanique du systéme matériel 3; sur le
systéme matériel %,, dans le mouvement de 3, par rapport au repere R, est

P(21—>22/R) = .[V<P/R)'fM(21—>zz)'dm
MeX2
Avec : fJMZFiD est la densité massique de l’action mécanique de %; sur %,.

= Expression pratique : si I, est un solide S alors

P():1—>S/R) = {V(S/R) }® {T()Zl—>S) }

3.2 Puissance d’inter efforts entre Il et X2

P =P + P

(Z1X2) (Z1-X2/R) (X2X1/R)

* Propriété : cette puissance est indépendante du repére R.
"  Pour deux solides S1 et S2

P(S1<—>32) = L1525 = P(s1—>s2/s1)
= Définition d'une liaison parfaite : la liaison Lg_g, est parfaite si
et seulement si : P = 0.

(Slets2) —

3.3 Energie potentielle

= Associée a une action mécanique extérieure

, , _ dV():1—>>:2/R)
C’est le scalaire V yi_sa/r) tel que EZkENR)__"___E;___
Exemple : V =-m, 2.0G, avec O est un point de R.
_L (pesanteur =X /R) X z

= Associée a des inter efforts
) d‘?ﬂeﬂl
C’est le scalaire Vi) tel que : Py 5y =—— "+
dt
1 2 .
Exemples : \Qm Resson de mmction ZD=:-§kLAll avec K est la raideur du
—
ressort.
1 2 .
Ressort de forsion = —c.A@° avec c est la raideur du ressort.
(=1 x2) 2
—

3.4 Théoréme de 1l’'Energie Cinétique (T.E.C)
dT

. SIR
* Pour un solide S Gk _p_
dt (§—S/Rg)
- " dT'():/Rg)
* Pour un ensemble de solides X = USi —=F- +Pim
dt (E>X/Rg)
1

Avec : fﬁt est la puissance de tous les inter-efforts entre les

solides de 3.

Rendement d’un mécanisme : C’est le rapport de la puissance a la sortie du
mécanisme par la puissance a son entrée.
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Systemes Combinatoires

1. Généralités :
1.1. Variable logique
C’est une grandeur qui ne peut prendre que 2 états possibles (Vraie ou
Faux) .
On associe a ces deux états le nombre 0 ou 1.
1.2. Fonction logique
Elle est représentée par des groupes de variables logiques reliées entre

elles par des opérateurs logiques, et qui ne peut prendre gque deux valeurs
0 ou 1.

2. Algebre de BOOLE :
2.1. Opérateurs logiques

Convention :
. Opérateur EGALITE ou Interrupteur non actionné : 0
OUI : F )= a Interrupteur actionné : 1

Table de vérité

Schéma électrique a contacts

a Fa) | a
0 0
1 1 |
Chronogramme : Symboles logiques
a
A L
Lt
Fa) [—
4 L—
;t

e Opérateur COMPLEMENT ou NON : F(a)= 9

Table de vérité : Schéma électrique a contacts
a
a F(a) | /r
0 1 |
1 0
Chronogramme : Symboles logiques
a
1 _}
» T
:t
e Opérateur ADDITION ou OU F(a,b) = a + b

13



Table de vérité

a b Fa, b
0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1

e Opérateur PRODUIT ou ET

Table de vérité

Schéma électrique & contacts : Symboles logiques
, @ 21 |
b

a b F(a,b)
0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 1
Chronogramme
a
A
Lt
b
:t
Fa,p
» L

e Opérateur OU EXCLUSIF

Table de vérité

a b Fla,p)
0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 0

Symboles logiques

F(a,b)

e Opérateur NAND : F(a,b)= ab

Symboles logiques

& pP—

1

F(a,b) = a . b

Schéma électrique a contacts

, a b CEQ__

Symboles logiques

& —

1 >—

= aC)b

Remarques
a®b=l si a#b ;
a@b=wb+ab ;

. a1®a2®..,®an: e (bit de parité)
e est 1 si le nombre de 1 dans la
combinaison ajaj;..a, est impair

« Opérateur NOR : F(a,b)= a+b

Symboles logiques

21 O—

) o

14




2.2. Théoréme de DEMORGAN

ab=a+b
a+b =ab
2.3. Relations fondamentales de 1’algébre de BOOLE
Somme Produit

Commutativité a+b = b+a a.b = b.a
Associativité at+b+c = a+(b+c) a.b.c = a.(b.c)
Distributivité at+b.c = (a+b).(a+c) a.(b+c)= a.b + a.c
Elément neutre a+0 = a a.l = a
Complémentation ;+ a =1 5.a =0
Idempotence ata = a a.a = a
Absorption d’un terme ata.b = a a.(a+b) = a
Multiple de complément a+;.b = a+b a. | 5+b) = a.b
Elément absorbant a+l =1 a.0 =0
Double complémentation ;==a

3. Simplification des équations :
3.1.1. Méthode algébrique

e Principe
Cette méthode consiste a appliquer les relations de 1l’algébre de BOOLE.

3.1.2. Méthode graphique (tableau de KARNAUGH)

— Pour une fonction a n variables, le tableau de KARNAUGH contient 2"
cases. D’une case a la suivante une seule variable change a

la fois.
— Porter la valeur de la fonction a l’intérieur de chaque case.
- Faire les regroupements des 1 (Ou des 0).

e Conseils

¢ On ne peut regrouper qu’un nombre de cases
correspondant a une puissance de 2 ;

0 Rechercher les regroupements maxi ;

¢ Rechercher les regroupements en commencant par les
cases qui ne peuvent étre regroupées que d’une seule
maniere ;

¢ Minimiser le nombre des regroupements.

4. Systeémes combinatoires :

4.1. Définition
On appelle systéme combinatoire, tout systéme pour lequel les variables
logiques de sortie ne dépendent que des variables logiques d’entrée.

4.2. Méthode de résolution d’'un systéme combinatoire
Trois étapes sont nécessaires
. Identifier les variables d’entrée et de sortie ;
e Dresser la table de vérité ;
e Simplifier les équations.

15



Systemes Séquentiels

1. Définition

Un systéme est dit séquentiel si 1’état des sorties dépend non seulement de
1’état des entrées, mais aussi de leur ordre chronologique dans le temps.
Un systeme séquentiel possede donc une mémoire gqui enregistre ses étapes

d’évolution.

2. Mémoires : (Bascules)

(Nota : Q.. est 1’état précédent de la variable Q)

Bascule RS Bascule RST Bascule D Bascule JK

R IS Qt T R S Qt T D Qt j k Qt
0 o} o} Q- 0 0

0 0 Qe Q-

t 1 0 0 o} 0 o} Q¢

0 1 1 0 1 0
1 (o |1 1 1 o o

1 0 0 1 |1 Jo 0 L 0 L

1 1 0/1 1 1 1 Interdit 1 1 1 1 1 a
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Asservissements linéaires
continus invariants

A - DEFINITION :

Un systéme est dit asservi lorsqu’une grandeur de sortie (Action) suit

aussi précisément que possible les variations de la grandeur d’entrée

(Consigne ou Ordre), quelque soient les effets perturbateurs extérieurs.

B - Outils d'analyse :

|B—1. Diagramme fonctionnel - Schéma bloc

Elément Schématisation
Entrée ——4
Sortie |——>

Perturbation |

Systeme ou processus

Nom du

physique

Sommateur ou comparateur

I+

B-2. Transformée de Laplace

Définition
A toute fonction du temps jb)nulle pour t < 0, on fait correspondre une

fonction F;) qu’on appelle : Transformée de Laplace de fb), telle que

oo
F<P>:L[f<r>} - j Sy dt
0

Propriétés de la transformée de Laplace

% Superposition linéaire

Aet 1 cons tantes réelles, f, et g, fonctions :L[/if(,)+,u g(,):|=/1 F,+uG,,

< Dérivation

LSO

L[f Y(;)]:pF(p) —f(0+) Avec des conditions initiales nulles :L p
t

(p)

17



% Intégration

n

n F
Avec des conditions initiales nulles : L[j fb%ﬁ"}:_iﬁl

B3

X Théoréme de la valeur initiale et finale

f<0*> =lim PF,) et fior =1im PFi)

p—oo p—0

% Théoréme du retard :

. _ _ T
soit g, =f,.r alors G, =e"F,

Transformées de Laplace des signaux usuels

1 1 1 » 1
L[é‘m}:l §L[“<t>:|: » §L[t ”<z>:| :? S L[t2“<t>J:F § L[e u(m}:m

. [0 P
L[sm (a)t)u(,)}=m § L[COS (a)t)”(r)]:p2+w2

|B—3. Fonction de transfert
Définition

La fonction de transfert F.T (ou Transmittance) d’un systeme linéaire

continu est le rapport de sa sortie sur son entrée en transformée de

Laplace avec des conditions initiales nulles.

Forme canonique et Caractéristiques d’une fonction de transfert

By l+ap+a,p’ +..
p” 1+bp+b,p’+...

Forme canonique : H , =k

» Ordre : c’est le degré de son dénominateur ;

» Classe (X : c’est le nombre de pdles nuls a l’origine ;

. T a
> Gain : k —})li%p H .,

B-4. Relations fondamentales des systémes bouclés

Schéma bloc minimal (forme canonique)

+ € (p)
E(p) G(p)

Sy

Rp)

S
> rTcp : G, ; FICR : Ry, ; FTBO :Hy,, =——(p)=(FTCD).(FTCR)
&

FTrCD

S
e By = 0 P = o

18



Pour un systéme & retour unitaire : R =1

(p)

Théorémes de transformation usuels :

Théoreme

Schéma initial

Schéma transformé

Association
d’ éléments
en série

> S

H,.H, s

Association
d’ éléments en
paralleéle

I+

A 4

I+

H,y

H, _’S

Déplacement
de point de
dérivation en
amont d’un
élément

l

<«— H

Déplacement
de point de
dérivation en
aval d’'un
élément

SE

Déplacement
d’un élément
en aval d’un
comparateur

€2

I+

Déplacement
d’un
élément en
amont d’un
comparateur

-——

e, ¥ * H S

I+

€2

€1

Permutation
de deux
comparateurs
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B-5. Réponses indicielles des systémes élémentaires

Amplificateur H, =k
S(t)
A
k.e,
> t
e, : amplitude de 1l’échelon a 1l’entrée.
) : 1
Intégrateur de premier ordre }{W)::__
p
S (1)
S
> t
1
] k
Premier ordre fondamental (p)::T____
+17p
S(t)
k.e, 4
0.95ke|----Fr--------_—-—==
S |
1
\ |
| |
1 |
: I €
T 3r
N k
Deuxieme ordre fondamental }{un = > )
Z
1+ p+ P 5
wn wn
S(t) Sty Dy 77
A A D, =keyeV ™
k.eo k.e, A N A ! 0
VA Sz
= ——
won~1-z°
z > 1 z <1
> (t)
S N ‘///1.05keo
k.eq P
A
k.e,
> t
y C
— z= 1 systéme, absolument, le plus
z =1 systéme rapide et sans J2
dépassements rapide
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B-6. Diagrammes de Bode des

systémes élémentaires

Amplificateur G Intégrateur Gas
‘fB A
20LogK
=J -20
> Log » Log
%)
4]
A A
» Logw »Loge
-90°
Gas Premier ordre Gap
A fondamental A Pour = (-
20LogK 3dB 20LogK | /TN\& | 2
—_—
Log Log
l/'[ \ Wg [ \
-20 -40
Pour z zi ﬂ
2
4]
4 1/t
— p» Logw
-45 ttt?§>
~9qp R
Deuxiéme ordre
fondamental

C - Performances d’un systéme asservi :

c-1. Rapidité

Elle est caractérisée par Ts.,

ou par la largeur de bande passante.

Un systeme est d’autant plus rapide que son Tss est faible ou que sa bande

passante est large.

+ Remarques

» Un systéme de premier ordre fondamental est rapide quand sa

constante de temps T est faible ;

» Un systéme de deuxiéme ordre fondamental est rapide quand sa

pulsation propre ®, est grande.

4+ Méthodes de détermination graphique de Ts,

» Par la définition

Tsy est tel que vir2Ty, :095s., <5, <1.05s,
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A A
k.en
1.05 ke N _a
0.95 keot oo k.eq A /A\\/\v
| 0.95 ke, AV S
1
1
! !
' '
! » T : » t
T5% - TS% »
» Par 1’abagque Ts3.@, = £(z) : (Pour un deuxiéme ordre fondamental)
» Ts, = 37 : (pour un premier ordre fondamental)
c-2. Précision :
La précision est caractérisée par le signal d’erreur 80).
Un systeme est d’autant plus précis que son signal d’erreur est faible.
On se limitera a l1’étude de la précision statique, définie par : g = lim £,
t — oo
On appelle :
» Erreur de position (ou indicielle) : erreur statique pour une entrée échelon ;
» Erreur de trainage (de poursuite ou de vitesse) : erreur statique pour
une entrée rampe.
+ Erreur statique pour 1l’entrée principale :
re d’intégrations en BO
, aBo—O aBo—l (XBO—Z
Entrée
eD
Echelon : eg. uy, 0 0
1+ kg,
e(}
Rampe : eqg.t.uyy, 00 0
kBO
(14 2 2e,
Accélération : eq.t%.uy, oo )
kBO

+ Erreur pour une entrée perturbation constante :

Cette erreur statique serait nulle (donc l’asservissement serait insensible
a la perturbation), s’il existe au moins une intégration en amont du point

d’injection de la perturbation.

c-3. Stabilité :

Définitions :

Définition 1: un systéme est stable si a une entrée bornée correspond une

sortie bornée.
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Définition 2 : un systeme est stable si sa réponse impulsionnelle tend vers

zéro en régime permanent.

Condition de stabilité :

Un systéme est stable ssi tous les poles de sa FTBF sont a parties réelles
strictement négatives.
+ Remarques

Remarque 1 : tout systeme de premier ordre ou de deuxieme ordre

fondamental est stable.

Remarque 2 : si un systéeme asservi est stable pour la consigne alors

il 1’est pour la perturbation.

Critéres de stabilité :

+ Critére de ROUTH

Nota : on appellera équation caractéristique d’un systéme asservi, le

dénominateur de sa F.T.B.F égalé a zéro.

> Enoncé du critére de ROUTH

Premiére condition (nécessaire mais pas suffisante)

Tous les coefficients de l’équation caractéristique doivent étre du méme

signe.

Deuxiéme condition

Le systeme est stable si tous les termes de la colonne des pivots sont
strictement positifs.

» Construction du tableau de ROUTH

_ m m—1 m-=2
D(p) =B,p" +B, p" +B,.,p +..+B,p+B,
pm Bm Bm—2 Bm—4
pm—l Bm—l Bm—3 Bm—5
pm—z Cm—2 Cm—4 Cm—6
pm—3 Dm—3 Dm—S Dm—7
Pl
$—| Colonne des pivots
1
1 Bm Bm—2 1 Bm Bm—4
avec: Cpp, = ——— ; Cpg = ——
Bm—l Bm—l m=3 m—1 Bm—l m-=5
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4+ Critére du revers

» Critére du revers dans le plan de Nyquist

Un S.A est stable en boucle

HBO(/a)):'
fermée, si en parcourant son /N
» R

e
lieu de transfert en Dboucle #2060
ouverte, dans le sens des ©

Stable
croissants, on laisse le point Instable
critique A(-1,0) sur la gauche.

» Critére du revers dans le plan de Black-Nichols

dB -BO (w)
Un S.A est stable en Dboucle Instable i
fermée, si en parcourant son lieu
de transfert en boucle ouverte, / P

-1809 > Tsow
dans le sens des ® croissants, on
laisse le point critique
A(-180°,0 dB), sur la droite.
Stable

» Critére du revers dans le plan de Bode

Gas - B0 (@)

Stable |! Instable
Un S.A est stable en I —\
boucle ouverte, si a la \\ : AN » Log (®)
pulsation ®_1g0 pour N I \
|
laquelle la phase en ¢jf(m) I
boucle ouverte est de @10 | @180
—_— | Log (m)
-180°, le gain en I
o |
décibels en BO est < 0 _1800 \“"r ____________
|

Marges de stabilité :

+ Détermination analytique des marges de stabilité

La marge de phase MP est définie a la pulsation @, pour laquelle

20L0g | Heo ey |= 0 dB, par : MP = 180° + Arg Hgo(juo).

La marge de gain MG est définie a la pulsation ®_ g5, pour laquelle

Arg HBO(jm—lSO) = -180° , par : MG = - 20Log HBO(jo)—lSO)
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4+ Détermination graphique des marges de stabilité

Sur Black-Nichols Gas - 0 (@) Sur Bode Sur Nyquist
G550 () ®, $.1
pLog (®)
-180%P MG
=1
MG q)B()(w)
\
qiio(m) LdP

_
180y, 10g (@

‘;;\ MG = 20 log a

PREI AN

[HBOUwJ]

D- Correcteurs :

Correcteur proportionnel : ¢, =b)1

Toute augmentation du gain en BO provogque une
» Amélioration de la rapidité et de la précision de
l’asservissement ;

» Détérioration de sa stabilité et de son amortissement.

Correcteur intégrateur : Copy = 1/p

L’augmenation de la classe en BO provoque une nette amélioration de la
rapidité et de la précisionn de l’asservissement, mais son effet pour la

stabilité est néfaste.

. 1 1+7p
Correcteur proportionnel-intégrateur (P.I): Copy = 1+ —=—

p p

Ce correcteur permet d’améliorer la précision et la rapidité de

l’asservisemnt sans géner sa stabilité.
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FAST - SADT - GRAFGET

1. Méthode FAST|
Principe

Un diagramme FAST se présente sous la forme d’un « Arbre » de fonctions
partant de la fonction globale ou d’une fonction de service gqu’on décompose
en plusieurs autres fonctions, pour déboucher finalement sur les solutions

techniques permettant de les satisfaire.

Forme générale

Fonction de Solution
service Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 technologique
FP1 > FT1 Bl FTI1 [-i----- ete
B FTI2 [-f----- etc
p| FT13 » FT131 [ FT1311 p( S 1311
Uy Fr1312 S1312
etc
> FT2 [
etc
> FT3 [

Lecture d’un diagramme FAST

Sa lecture est basée sur une technique interrogative : « Pourquoi cette
fonction doit- elle étre assurée ? Comment ? Quand ? »
Quand *?
Pourquoi ? . Comment 2
Fonction

\ 4

technique 12

Participer a Solution
la réalisation constructive
de
la fonction
technique 1 v
Quand °?
Simultanément

aux fonctions
techniques 11

et 13
Quand « OU » Quand « ET »
_J__ FT 1 FT 1
FS FS
FT 2 FT 2
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2. Méthode SADT

Principe
C’est une méthode d’analyse descendante modulaire et hiérarchisée,
construite sur des fonctions. Partant de la fonction globale d’un produit,
elle en construit une décomposition par niveaux successifs.

Représentation graphique
Les diagrammes SADT sont représentés par un ensemble de boites

rectangulaires interconnectées par des fleches, gqui traduisent les liaisons
entre elles (Boites).

A 4

Al

A2

A 4
v

A3

La représentation met en cuvre le code « MECS »
M : Moyens E : Entrée C : données de Contrdles S : Sortie

Données de Contrdle
® FEnergie
L Commande
® Décision de 1l’opérateur

J Information sur 1’état du
systeme

l

Entrée - Activité

® Energie |:> Faire sur les :>S°rtle

) données d’entrée
. Information

* Service TI Comment ?

Moyens : ll

Sur quoi ? Pourquoi ?
® Matériels |:'|> Que faire ? :‘|>
® Logiciels

. Personnels

Avec quoi ?
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Le grafcet est utilisé
pour décrire et commander
1’évolution du systéme ;

Il permet de représenter : - .. "
P P : (TOY etordre de marche-.. (o oo iaae ol
*D’une part les variables Giai e 1 Rabattre transitions
. . iaisons —
de sortie placées dans capsule

les rectangles liés aux
étapes ;

Principales régles de syntaxe d’un SADT

¢ La décomposition est faite par emboitement ;

0 La premiére boite distingue la fonction globale,
A-0 ;

¢ I1 est recommandé de décomposer cette boites en 3 a 6 boites ;

¢ La numérotation des boites permet de connaitre le niveau
d’embolitement (L’activité A231, par exemple, est la premiére de la
décomposition de l’activité A23 elle-méme troisieme activité de la décomposition A2
qui est la deuxiéme activité de AO issue de l’activité principale A-0) ;

0 La décomposition peut étre poursuivie jusqu’a un niveau de détail
jugé nécessaire.

elle est codée

3. |GRAFCET :

Structure graphique du grafcet

Présence bouchon Réceptivités

orientées r
— Capsule rabattue”

Actions ou ordres

( ce sont les

- 2 Contréler associés aux
« Actions » ou fermeture|- étapes
« ordres » qui sont les 2
éléments & réaliser par - Bon - Mauvais
le systéme valeur - -

. y/ N . 3 Ejecter 4 Ejecter
ajoutée a obtenir, en 1 en2
évenements souhaités ..), .| Bouchon | Bouchon

éjecté éjecté

eD’autre part les
variables d’entrée
placées a droite du

trait représentant les transitions
ou les évolutions réalisées par le systeme ;

(elles caractérisent 1l’état du systeme
elles sont appelées

« Réceptivités » du grafcet).

Régle de conception du grafcet :

1’alternance Etape-Transition devra toujours étre respectée.

Vocabulaire :

® Une étape est soit

® Variable d'étape
pour définir une
d’étape associée

la variable X4 vaut « 1 » si 1’étape 4 est active,

"active", soit "inactive" ;

on associera la lettre « X » au numéro d’une étape
variable d’étape » ; exemple : X4 est la variable
1’étape 4 ;

et « 0 » si

l1’étape 4 est inactive.
® Une transition peut étre « validée » ou non ; « franchissable » ou

non.
® L'ensemble

(ou la liste)

du grafcet a un instant donné ;

Les régles d’évolution

Régle 1

Situation initiale

des étapes actives, définit la "situation"
La situation initiale d'un grafcet .
action A

caractérise le comportement initial du
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systeéme lors de la mise en énergie ;
comportement de repos.

double sur le grafcet

cette transition sont actives.
- Lorsque la transition est validée,

transition est VRAIE.

étapes immédiatement précédentes.
Regle 4: Evolutions simultanées

simultanément franchies.

Regle 2 : Franchissement d'une transition
Une transition est dite validée lorsque toutes
les étapes immédiatement précédentes reliées a

Le franchissement d'une transition se produit:
— ET QUE la réceptivité associée a cette
Regle 3 : Evolution des étapes actives

Le franchissement d'une transition entraine

simultanément 1l'activation de toutes les
étapes immédiatement suivantes et la désactivation de toutes les

elle traduit généralement un

Elle correspond aux étapes actives au début du fonctionnement ; les
symboles de celles—-ci sont tracés en trait

Plusieurs transitions simultanément franchissables sont

Regle 5 : Activation et désactivation simultanées d'une étape
Si, au cours du fonctionnement, une étape active est simultanément
activée et désactivée,alors elle reste active.

LES STRUCTURES SIMPLES DU GRAFCET

Les structures divergentes

Et convergentes
2
T2

T1

T3

T4 TS
T6
7

§ Les sélections de
T séguences (divergences ou

convergences en « OU »):

Les macro-étapes

Définition
Une macro-étape (par ex. : M30 sur la
figure 2-2-a) placée dans un grafcet (dit
grafcet « principal ») est 1l’unique
représentation d’un ensemble unique
d’étapes et de transitions nommé
« expansion de la macro-étape »

Intérét
Améliorer la lisibilité des grafcets ;
améliorer la description des spécifications
fonctionnelles auxquelles doit répondre la
partie commande d’un systeme automatisé.

a) GRAFCET
PRINCIPAL
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