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1 Objectifs

La dynamique permet la résolution de 2 types de problémes :
e Les efforts sont connus... et on détermine les mouvements.
e On connait les mouvements désirés... et on détermine les actions mécaniques engendrées.

On peut ainsi dimensionner les actionneurs (moteurs, vérins,...) ainsi que les piéces ou sys-
témes de piéces soumises & des accélérations ou décélérations (bielles, suspensions, structures,...).

2 Géométrie des masses

o Contre de masse - O? _ 1/ m.dm e Coordonnées cartésiennes : dS = dxdy
mJjv

e Coordonnées polaires : dS = rdrdf

1 — e Théorémes de Guldin :
m 2 mi0G o 19th. de Guldin : S = 27.L.r,
¢ 2°th. de Guldin : V = 27.S.r,

7

e Barycentre : O? =

3 L’opérateur d’inertie

3.1 Définition

Nous avons vu au chapitre précédent que l'opérateur d’inertie était défini par :

WHI(AS).?:/SWA (7/\@) dm

I(4,5) est linéaire et est donc représentable dans une base b par une matrice. On peut démontrer
que cette matrice est symétrique ; on pose alors par définition :

) A -F -E
Iasy=|-F B -D
-E -D C/,

L’opérateur d’inertie permet de synthétiser les caractéristiques d'un solide S. On peut voir cet
opérateur comme une description de la répartition des masses dans le solide.

On peut calculer les différents termes de la matrice par les expressions suivantes, en posant :

m =27 +y.?+z.7

Moments d’inertie (kg.m?) Produits d’inertie (kg.m?)
A—/(y2+22)dm D—/yzdm
S S
B—/(x2+22)dm E—/xzdm
S S
C:/(x2+y2)dm F—/a:ydm
S S
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Démonstration :
Ona: ]7(/4_,9).? = / 4\/ A <? A 4\/) dm
) /s
A —-F -F 1 A y? + 22
las@=|-F B -D||o|=| —F | e AMA (?» A 4\?) . —
-F —-D C 0 —-F —xz

Par identification, on trouve alors :

A= / (y° + 2%) dm F = / xy dm E = / xzdm
JS JS JS

3.2 Moment d’inertie par rapport a4 un axe

Le moment d’inertie Ia d’un solide S par rapport & un axe A est (avec A passant par O de direction

) :
In = - (Lo )

A\ Attention

Le produit matriciel I(O,S).ﬂ> n’a de sens que si 15(075) et @ sont exprimés dans la méme base!

3.3 Base propre d’inertie

Pour tout solide, il existe une base principale d’inertie (?, 7, 7), c’est-a-dire une base dans laquelle
Popérateur d’inertie en un point @ (point quelconque du solide S) est diagonal.

Si (?, 7, 7) est une base principale d’inertie pour un solide S, les axes (Q, ?), (Q, 7) et (@, 7)
sont des axes principaux (ou axes propres) d’inertie.
La matrice d’inertie au point @ est sous la forme :

B Ap 0 0
@Q,5) = 0 Bp 0
0 0 Cp bp

3.4 Propriétés
Le moment d’inertie par rapport & un axe est une quantité positive ou au pire considérée négli-
geable (pour des solides infiniment fins selon une direction).

Un moment d’inertie par rapport & un axe est minimum si cet axe passe par le centre d’inertie
du solide. On ne peut par contre rien dire concernant les produits d’inertie par rapports a des plans.

Lorsque le solide posséde un élément de symétrie, 'opérateur d’inertie peut se simplifier.
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3.4.1 Un plan de symétrie

Si (O, z2, y_;) est un plan de symétrie pour le solide,
alors en associant deux & deux des points symétriques
M et M’ de coordonnées (z,y, z) et (z,y, —z) pour cal-
culer les produits d’inertie en O, on montre que :

/:vzdm:/yzdmzo car /2zdz:0
S S —

On a alors comme opérateur :

(SIS

B A —-F 0
os=|—-F B 0
0 0o C "

3.4.2 Symétrie par rapport 4 deux plans sécants perpendiculaires

Les produits d’inertie sont tous nuls : D =0, £ = 0
et F' = 0, car a chaque élément de volume centré en un
point P (x,y, z) correspond un élément de volume centré
symétriquement :

e soit en un point P’ (x,y, —2)

e s0it en un point P’ (—x,y, 2)

La matrice d’inertie en un point O appartenant aux 2
plans de symétrie est donc diagonale, sous la forme :

~

0,9 —

|
o o

0 0
B 0
0 C

bs

3.4.3 Axe de révolution

Pour un solide de révolution d’axe (O, zZ) , la matrice d’iner-
tie est diagonale mais avec la relation supplémentaire :

A:B:C+/22dm car /Q:Qdm:/gfdm
2 Js s s

La matrice d’inertie en un point O appartenant a l'axe de
révolution s’écrit donc sous la forme :

[T G )

A 0
©0s =10 0
0 C

bs
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3.5 Théoréme de Huygens

a
% b
Q
Ce théoreme permet de trouver ’expression de 'opé-
c

rateur d’inertie en un point quelconque d’un solide (ici :
O) a partir de 'opérateur d’inertie au centre de gravité G.

En posant O? = a7l + b.@ + C.Z_5>, le théoréme de = 0 —

Huygens donne :

B B b + 2 —ab —ac
[_(075) = _(G,S) +m —ab a2+ 2 —be
—ac —be  a®+b?

M\ Attention

Cette relation n’est valable qu’entre le centre de gravité G de S et un autre point. Si on veut
passer d’un point A & un point B, il faudra passer d’abord de A & G et ensuite de G 4 B.

4 Torseur cinétique

4.1 Deéfinition

Le torseur cinétique d’un solide en mouvement par rapport a un repére R4 en un point A quelconque
[
s’écrit :

—
R{cs/r,} = /SV]MES/Rg dm = mVges/r,

{CS/RQ} = —_— § s
MA{CS/RQ} = 0AcS/R, = /;AM /\V]VIES/Rg dm

A

Par convention, on adoptera la notation suivante :

mV,
(Corn} = { Voes) v, }
A

OAeS/Ry

{CS/ Rg} est bien un torseur donc la relation de changement de point du moment est aussi valable
pour ce type torseur :

—
‘ OAeS/R, = OBeS/R, T AB A mVaes/r,

La résultante du torseur cinétique m Vgeg/ g, est appelée quantité de mouvement.

4.2 Calcul du moment cinétique
4.2.1 Meéthode pratique de détermination du moment cinétique

Jusqu’a présent, les expressions du moment cinétique semblent amener des calculs fastidieux. L’ob-
jectif de ce chapitre est de trouver une méthode pratique pour le calcul du moment cinétique :
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Démonstration :

Ona: oacs/r, = / AM A Vires/r, dm
Js

Or: Vies/n, = Vacs/n, + MAN Qg p,

o .
Dot Gacs/n = / AM A Vs m, dm + / AM A <QS/R,, A/U[) dm
JS JS :

N = ’ -
Et enfin :  oacg/r, = mAG A Vyes/r, + / AM A (QS/R] A Aﬂf) dm
< - i AS' - g

Par définition, on appelle opérateur d’inertie (ou tenseur d’inertie ) du solide S au point A
Vopérateur I(4 gy de R3 dans R3 défini par :

= : —
U [(;1,5')-7 = / 4\] A (7 A Aﬂf) dm
JS

L’expression du moment cinétique se simplifie de la maniére suivante :

N — —
Oacs/ry, = L(a,9)Qg/r, + m AG A Vaes/r,

4.2.2 Cas particuliers classiques

— P—
o A= G, alors : UGES/RQ = (G,S)'QS/RQ

o A€ S et fixe dans Ry, alors : | 0acs/r, = :(A,S)'QS/Rg

5 Torseur dynamique

5.1 Définition

. ; . . .
Le torseur dynamique d’un solide en mouvement par rapport a un repére R, en un point A quel-
conque s’écrit :

> N N
R{Dg/r,} = / Lryres/r,dm = mTges)r,
{Ds/r,} = S

Ma{Ds/r,} = 5A€S/Rg = /SAM A IWMES/Rg, dm

% i
Les deux autres termes mI'geg/r, et /AM A T'pres/r,dm forment aussi un torseur, le torseur

dynamique du solide S par rapport & R, au point A li¢ a S.

Par convention, on adoptera la notation suivante :

mTI
{DS/RQ} = { 50—65/]3" }
A A€S/Rq
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% . P 2 » .
La résultante du torseur dynamique mI'gegs/r, est appelée quantité d’accélération.

Comme pour tout torseur, la loi de changement de point des moments est vérifiée, et ce quels que
soient les points A et B de 'espace :

—
d4es/r, = OBes/R, t AB A mIges/r,

5.2 Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique
5.2.1 Résultantes

On a la relation suivante :

P

R{DS/RQ} —

dt

—
d(mVaes/r,)
dt "
g

—
dR{cS/Rg}] B
Ry

5.2.2 Moments

On peut écrire la relation suivante (A est un point géométrique quelconque) :

+ Vasr, N mVges/r,
Rg

——— | doaes)r,
Oaes/Ry = |~ g

5.3 Cas particuliers

5.3.1 Le point A est fixe dans le repére R,

— s [dFacs/m,
On aalors : Vg, = 0, dott s Sacg/m, = | —
R

9

5.3.2 Les points A et G sont confondus

= — doacs)r,
On a alors : Vo g, A Vges/r, = 0, dott: | dges/r, = —
Rq

6 Le Principe Fondamental de la Dynamique

6.1 Hypothéses

Pour la suite du cours, nous prendrons comme hypothéses (sauf exceptions) :
o référentiels galiléens ;
e principe de conservation de la masse;
e solide indéformable (V(A, B) € (5)? alors AB = cste) ;
e liaisons parfaites (pas d’adhérence, ni de frottement).
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6.2 Enoncé du Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)

Le PFD appliqué au solide S dans son mouvement par rapport & R, au point A s’écrit alors :

{Textss}a = {Ds/r, } 4

On peut décomposer cette égalité torsorielle en 2 égalités vectorielles :

e Théoreme de la résultante dynamique (TRD) : | Foxt—s = mgesy/r,

e Théoréme du moment dynamique (TMD)en A : | M4 ext—s = dAes/R,

M\ Attention

Il faut déterminer les deux torseurs séparément :
o {Text—s} 4 issu du bilan des actions mécaniques extérieures sur S
° {DS/Rg }A issu de I’é¢tude du mouvement de S par rapport a R,

...et ensuite faire ’égalité dans le méme repére d’écriture et au méme point pour obtenir au maxi-
mum 6 équations scalaires.

6.3 Cas d’un ensemble de solides

Soit un ensemble de solides Y = S; + S + S3 + ... + Sy,

On peut faire la somme des torseurs, a condition d’étre au méme point par exemple A, on a alors
comme expression du PFD :

{Textos2} 4 = ADsi/ry } 4 T {PSoyry } 4 + APss/Ro } 4+ + {DPs/r, | 4

gf Remarque

e Une égalité de torseur correspond & :
¢ un systéme de deux équations vectorielles ;
¢ un systéme de 6 équations scalaires ;
e On peut remarquer qu’en statique le torseur dynamique est nul donc on retrouve bien le PFS.

6.4 Cas particuliers « classiques »

6.4.1 Solide en translation
En calculant le moment dynamique au centre de gravité G de S on obtient : dges/g, = 0

Donc le PFD pour un solide en translation écrit au centre de gravité G uniquement :

£

mT
{Text—>S}G = { GjS/Rg
G
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— I
En un point quelconque A li¢ a S (changement de point entre G et A) : 64cs/r, = mﬁAFGes/RQ
Le PFD pour un solide en translation écrit en un point quelconque A lié & S donne alors :
e
mTLces/r,
mAG A FG’ES/RQ

{%Xt%S}A = {
A

W Remarque

e La résultante de ce torseur est invariante.
e Lorsque A # G, le moment dynamique n’est pas égal au vecteur nul! sauf si zﬁ est colinéaire

a I'ges/r, soit tout point appartenant a l'axe de translation passant par G.

6.4.2 Solide en rotation autour d’un axe fixe (O, 7)

On peut écrire le PFD en un point de 'axe de rotation, par exemple O :

SN

mT
Tox _ (.;_ES/RQ
{ e t—>S}O O{ J07

Avec : -
e 0 : angle définissant la rotation du
solide S autour de l’axe (O, )

e J:moment d’inertie du solide 5 FIGURE 1 — S en rotation autour de (O, 7)
par rapport a Vaxe (O, 7))

Si le centre de gravité G est porté par I’axe de rotation alors :

0
{7-ex —>S} = { - }
t=eto o\ 767

6.5 Cas général

Lorsqu’on ne se trouve pas dans un de ces 2 cas particuliers, le calcul se complique un peu. On est
alors amené & passer par la cinétique, discipline construite a partir de la cinématique, dans laquelle
on introduit la notion de masse (notamment pour le calcul du torseur dynamique, et dans le cadre de
Putilisation des méthodes énergétiques, pour calculer I’énergie cinétique d’un solide).

7 Meéthodologie de résolution

Comme on 'a indiqué en début de cours, en dynamique on rencontre deux types de problématique :

e les efforts sont connus; on détermine les mouvements.
e on connait les mouvements désirés; on détermine les actions mécaniques engendrées.

Dans tous les cas, il nous faut des équations pour pouvoir relier les actions mécaniques aux para-
meétres de mouvement. La démarche globale est exposée ci-aprés.
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7.1 Graphe de structure

On repére sur le graphe de liaison les différentes liaisons entre les sous-ensembles considérés.

On place aussi sur ce graphe les actions mécaniques extérieures, afin de connaitre les interactions
avec Ienvironnement du systéme (graphe de structure).

7.2 Isolement

On isole un solide S ou un ensemble de solides ), autrement c’est a ce stade que 1’on va définir ce qui
est Uextérieur et l'intérieur du systéme. La suite de I’étude ne concerne que les actions extérieures.

C’est une des phases importantes, permettant de faire ressortir ou au contraire de masquer l'in-
fluence de certaines actions mécaniques.

7.3 Inventaire des actions mécaniques extérieures
On réalise alors l'inventaire des actions mécaniques extérieures (IAME) par rapport a la partie

isolée précédemment. On retrouve ce que 'on a déja établi en statique (actions a distance - actions de
contact).

7.4 FEcriture du PFD
On écrit le PFD :

{ﬁxt%S}A = {DS/RQ}A ou {%XtﬁE}A = {DE/RQ}A

Dans le second cas, {DE/RQ}A = {Dgl/Rg}A + {DSQ/RQ}A + ...

7.5 Deétermination du torseur dynamique

C’est souvent la partie qui améne le plus de calcul, particuliérement pour les moments.

e Résultante Dynamique : | R{Ds,r,} = mT'ges/R,

e Moment Dynamique : | Ma{Ds/r,} = dacs/R,

Ce moment dynamique dépend du mouvement et du point d’écriture.

7.5.1 Cas n°l: S est en translation par rapport a R,

e Au point G : dges/r, = 6>
e Au point A : 5AeS/Rg = zﬁ A mFGeS/Rg

7.5.2 Cas n°2: S n’est pas en translation par rapport a R,

e On connait la matrice d’inertie au point A : (4 g)
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\ — —
¢ On calcule : 0acg/Rr, = I(A,S)-QS/Rg + mz@ A Vaes/r,

+m (VA/Rg N VGGS/Rg)
Ry

. ——— |doaessr,
o Puis : d4¢cs/r, = —

e On connait la matrice d’inertie au point G : f(Gﬁ)

o Méthode 1 : on déplace la matrice de G vers A en utilisant le théoréme de Huygens. On
est alors ramené au cas précédent.

¢ Méthode 2 : ~
o on calcule le moment cinétique en G : ogegs/r, = I(G,S)'QS/RQ

—
o on déplace ensuite en A : 0ucs/r, = Oges/r, + zﬁ ANmVges)r,

o puis on dérive :  dseg/r, = 7 + Vasr, N Vgesr,

[ do
A€eS/Ry
Ry

7.6 Ecriture des équations - Résolution

On écrit alors les 6 équations scalaires issues du PFD (ou du moins celles qui permettent de répondre
au probléme posé). Il faut pour cela écrire les torseurs au méme point et dans la méme base.

Si la résolution n’aboutit pas, on peut étre amené soit a faire des hypothéses simplificatrices, soit
4 isoler d’autres solides ou ensembles de solides.

8 Conseils pour le calcul

1l est inutile d’exprimer les différents vecteurs dans les bases globales.

Pour calculer la composante suivant un axe d’un vecteur, on utilisera souvent la relation suivante :

1), - [8w 7 i

" a7, @,

Cette relation est trés utilisée pour le calcul du moment dynamique, si seule la composante suivant
7 est utile au calcul. Exemple :

d____ d (o v |d
|:dtO'AES/Rg:| n 7= at (UAES/Rg : 7) — O0AeS/Ry ° [dt7] n

Cette méthode permet de manipuler des calculs plus simples et plus rapides.

Pour calculer la dérivée d’un vecteur o exprimé dans R, on ne projettera pas mais on utilisera la

formule de dérivation vectorielle (dite « formule de Bour ») :

du du —
—| =|— Q AT
[ dt ]Rl { dt }RQ R T

%
Le moment d’inertie d’un solide S par rapport a I'axe A, noté Ig/a se calcule avec la relation (&
étant un vecteur unitaire porté par A) :

Is/n = s ( (O,S)~?>
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