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Avant-propos

La réforme des programmes des classes préparatoires aux grandes écoles
d’ingénieurs a fait la part belle a 'enseignement des probabilités discrétes. Cet
ouvrage est issu du cours dispensé depuis trois ans aux éléves de ma classe de
MP*. Il propose un cours complet, ainsi que des exercices et des problemes
corrigés portant sur quatre chapitres couvrant la nouveauté du programme
2014 : Dénombrabilité, Familles sommables, Espaces probabilisés et Variables
aléatoires discretes. Ce livre est tout naturellement destiné aux étudiants des
classes préparatoires scientifiques M P et M P* et du premier cycle universi-
taire.

3 Le cours est détaillé et illustré par de nombreux exemples et applications.
A la fin de chaque chapitre, le lecteur trouvera une série d’exercices, qui
constitue une illustration du cours, assortis de leurs corrigés détaillés.

93— Les exercices proposés se répartissent en trois catégories :

— des applications directes qui aideront l'étudiant a bien assimiler le
cours.

— des exercices classiques ou originaux qui incitent le lecteur a la ré-
flexion.

— des exercices 1ssus des épreuves orales des concours X-ens, Mines-
Ponts, Centrale-Supélec...

3 Pour se mettre en situation d’épreuve, des extraits de sujets de concours
vous sont proposés, avec une correction détaillée.

3 Les corrigés rédigés et détaillés de tous les exercices et problémes.

Les lecteurs qui le souhaitent peuvent me contacter a ’adresse suivante :
jamel.jaber@free.fr

ou s’adresser aux Editions Ellipses qui transmettront.

Je tiens a remercier mes collégues qui ont permis la réalisation de cet
ouvrage. Je dois remercier mon ami Mohamed Amine Ben Amor pour son
aide tres précieuse en BTEX.

Un trés grand merci également & Faten, Yahia et Yosr pour tout leur amour
et leur soutien tout au long de la rédaction de cet ouvrage.

Je salue enfin les Editions Ellipses pour la qualité de leur travail.
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Chapitre 1

Ensembles dénombrables

L’un des concepts fondamentaux en mathématiques, est la notion de car-
dinal d'un ensemble E. noté card(E), introduite par George Cantor. Pour les
ensembles finis, la définition de cardinal ne présente pas de difficulté. Intuiti-
vement. c’est le nombre d’éléments d'un ensemble. Deux ensembles finis ont le
méme cardinal s’ils contiennent le méme nombre d’éléments. La notion devient
moins intuitive lorsqu’on considére des ensembles infinis.

Soient E et F' deux ensembles. On dit que E et F sont équipotents s’il
existe une bijection f : E — F. On vérifie sans peine que :

— FE et E sont équipotents (I'application identité de E est une bijection).

— Si E et F sont équipotents alors F' et E sont équipotents (la réciproque

d’une bijection est une bijection).

— Si E et F sont équipotents et F' et GG sont équipotents alors E et G sont

équipotents (par composition de bijections).

Nous adoptons donc cette définition : deux ensembles (finis ou infinis) ont
méme cardinal (taille) s’ils sont équipotents. Un ensemble E est fini s'1l est
vide ou s’il existe un entier n, qui est unique, tel que E et 'ensemble {1,2,..,n}
sont équipotents. Autrement dit, E est fini si E a la méme taille qu'une partie
finie de N.

Dans ce chapitre. on s’'intéresse aux ensembles qui sont, a une bijection
preés, des parties infinies de N.

1.1 Dénombrabilité

Définition 1 Un ensemble E est dénombrable s'il est en bijection avec N.

Soit E un ensemble dénombrable. Choisir une bijection de N dans E revient
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a énumérer les éléments de E. c’est-a-dire écrire
E={z,:n €N}
sous la forme d’ensemble des valeurs d’une suite injective (2 )nen.

Définition 2 Un ensemble E est au plus dénombrable s’il est fini ou dénom-
brable.

Exemple : L'ensemble Z est dénombrable. On peut expliciter des bijections
de N dans Z. par exemple

f:N — Z
n 5 ;
5 sin pair
n o — Sy
n+1 .
— sinon

Il est simple aussi de démontrer que N* = N\ {0} est dénombrable, puisque
I'application n — n + 1 réalise une bijection de N dans N*. Plus généralement.
on démontre que les parties de N sont finies ou dénombrables.

Proposition 3 Toute partie infinie de N est dénombrable.

Preuve. Soit A une partie infinie de N. L’existence du minimum d’une partie
non vide de N permet de construire 'application f : N —.A définie par

f(0) =minA et f(n) = min A\{f(0), f(1),.., f(n — 1)} pour tout n € N*,

Pour tout n € N*, f(n) existe, puisque 'ensemble A\{f(0), f(1),... f(n — 1)}
est une partie non vide de N.

Par construction, la suite ( f(n)),cn est strictement croissante, ce qui montre
que f est injective. Soit & € A. La stricte croissance de la suite (f(n)),en en-
traine aussi que ligl f(n) = +o00. 1l existe un entier k tel que f(k) > =.

n—-+00
Posons
ko = min{k € N: f(k) > z}.
Alors, x = f(ko). En effet, par définition de kg, f(kg) > z. D’autre part,
comme

xz e A\{f(0), f(1),... f(ko — 1)} et f(ko) = min A\{f(0), f(1),.., f(ko — 1)},

on en déduit que f(kg) < x. D’ou f(kg) = x. Ce qui montre la surjectivité de
I'application f. [
Comme conséquence du résultat précédent on a :
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Corollaire 4 Un ensemble non vide est au plus dénombrable si, et seulement
si, il est en bijection avec une partie de N.

Exemple 5 L ’ensemble N> = N x N est dénombrable, puisqu’il est infini et
l'application

f:N2 - N*

(n,m) — 2"(2m+1)

est bijective car tout entier strictement positif s 'écrit d 'une facon unique comme
produit de puissance de 2 et d’un entier impair.

Le théoréme suivant donne une méthode pratique pour montrer la dénom-
brabilité d'un ensemble donné.

Théoréme 6 Soit E un ensemble non vide. Alors on a équivalence :

1. L’ensemble E est au plus dénombrable.
2. 1l existe une surjection de N dans E.

3. Il existe une injection de E dans N.

Preuve. (1) =(2). Supposons que E est au plus dénombrable. Il existe, alors,
une bijection f : N — E ou une bijection f : {1,2,..n} — E avec n un entier
naturel. Dans le premier cas f est une surjection de N — E. Dans le second
cas, fixons a € E et définissons 'application g : N — E par g(k) = f(k) si
ke {1.2,.n} et g(k) = a sinon. Il est clair que g est une surjection de N dans
E.

(2) =(3). Soit f : N — E une surjection. Pour tout € E, I'’ensemble

f7({z}) ={n eN: f(n) = 2}
est non vide, soit n, = min f~*({z}). L’application g définie par

g:F — N

z = TNy

est clairement injective.

(3) =(1). Soit f : E — N une application injective, alors f est en bijection
avec f(FE) qui est une partie de N, par conséquent E est un ensemble au plus dé-
nombrable. o

On peut remplacer dans le théoréme 6, 'ensemble N par n'importe quel
ensemble dénombrable X.

Comme conséquence on a les résultats suivants.
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Corollaire 7 Une partie d'un ensemble au plus dénombrable est au plus dé-
nombrable.

Preuve. Si A est une partie non vide d’'un ensemble au plus dénombrable E.
Il existe une application injective f : E — N, la restriction de f a A est encore
injective. [

Proposition 8 Le produit de deux ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable.

Preuve. Soit E et F deux ensembles au plus dénombrables. Si E ou F est
vide alors E X F est vide. Sinon, soit f : N — E et g : N — E deux applications
surjectives. L'application

g: N2 — Ex F
(n,m) — (f(n),g(m))

est surjective. Comme N? est dénombrable (voir exemple 5), on en déduit que
E x F est au plus dénombrable. [

Par récurrence, on montre que le produit cartésien d'un nombre fini d’en-
sembles au plus dénombrables est au plus dénombrable. En particulier, N? est
dénombrable pour tout p € N*

Exemple 9 L ensemble Q est dénombrable. En effet, le produit Z x N* est
dénombrable et l'application

f:ZxN* — Q
(n,m) s
m

est surjective.

Exemple 10 Soit p € N*. L’ensemble QF est dénombrable, comme produit
fini des ensembles dénombrables. L’ensemble Q,[X] des polynomes de degré
au plus p est en bijection avec QP! par suite Q,[X] est dénombrable.

Proposition 11 Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dé-
nombrables est un ensemble au plus dénombrable.

Preuve. Soit I un ensemble au plus dénombrable et (E;);c; une famille d’en-
sembles au plus dénombrables. On peut supposer que les E; sont non vides
(sinon, on peut supprimer les ensembles E; qui sont vides, ce qui ne change pas
la réunion). Pour tout ¢ € I, il existe une application surjective f; : N — E;.
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Soit @ un élément de | J E;. Il existe ¢ € I tel que a € E;, par suite il existe un
el
entier j € N tel que a = f;(j). Par conséquent, I'application

f:IxN — |JE
el

(t3) = fi()

est surjective. Comme I x N est au plus dénombrable d’apreés la proposition 8,

il en est de méme de |J E;, (cf. théoréeme 6). [
el

Exemple 12 L’ensemble Q[X| (respectivement, Z[X|) des polynémes a co-
efficients dans QQ (respectivement, dans Z) est dénombrable. En effet, on a :

Q[X] = U Qn[X] (respectivement, Z[X]| = | Z.[X]).
neN neN

Exemple 13 Un nombre réel o est dit algébrique s'il existe un polynome non
nul P € Z[X] tel que P(a) = 0. Soit A l'ensemble des nombres réels algé-
briques. Alors l'ensemble A est dénombrable.

En effet, pour tout polynéme non nul P € Z[X] l'ensemble

ZiP) ={x € R: Ple)=10}

est fini. Comme A = |J Z(P), qui est réunion dénombrable d’ensembles
PeZ[X]

finis, A est au plus dénombrable. L’ensemble A est infini (il contient Z) donc

A est dénombrable.

1.2 Suite exhaustive de parties finies

Soit E un ensemble non vide.

Définition 14 Soit (J, )nen une suite de parties de E. La suite (J,)nen est
appelée suite exhaustive de parties finies si chaque J, est finie, J, C J,11
et |J Jp=EFE.

neN

— La suite (J, )nen. telle que J,, = {0,1,2,..,n} pour tout n € N, est une
suite exhaustive de parties finies de N.

— La suite (J, )nen, telle que J, = {k € N: —n < k <n} pour toutn € N,
est une suite exhaustive de parties finies de Z.
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— La suite (J,)nen. telle que J,, = {0,1,2,...,n} x {0,1,2,..,n} pour tout
n € N, est une suite exhaustive de parties finies de N2. Une autre suite
exhaustive de N2 est la suite (J,)ncn définie par :

Jo ={(p,q9) : p+q <n}.

Le théoréme suivant caractérise la dénombrabilité en termes de suites ex-
haustives.

Théoréme 15 Un ensemble E est au plus dénombrable si, et seulement si, E
posséde une suite erhaustive de parties finies.

Preuve. Si E est fini alors on pose J, = E pour tout n € N. Si E est dénom-
brable, il existe une bijection f : N — FE. On définit I'ensemble J,. pour tout
entier n, par J, = f({0,1,2,..,n}). Alors (J, )ne n est une suite exhaustive de
parties finies de E. Inversement, soit (J, ),cn une suite exhaustive des parties

finies. Comme E = |J J, et chaque J, est au plus dénombrable, d’aprés la
neN
proposition 11, E est au plus dénombrable. [ |

Comme application, on redémontre que l'ensemble () est dénombrable.
Pour tout n € N, on pose

Qn:{SWMSnJﬂ§n+Lq¢0}

Chaque partie QQ, est clairement finie, Q, C Q,+; pour tout n € N et
U @, = Q. Comme de plus @ est infini, il est dénombrable.

neN

1.3 Exemples de parties non dénombrables

Théoréme 16 L ’‘ensemble R est infini non dénombrable.

Comme un sous-ensemble d'un ensemble dénombrable est au plus dénom-
brable (cf corollaire 7), il suffit, pour montrer le théoréme, de démontrer que
10, 1] est non dénombrable. On donne deux démonstrations de ce résultat, une
troisiéme preuve est donnée en exercice (voir exercice 1).

Preuve. 1. Supposons que ]0, 1] est dénombrable. On peut donc trouver une
bijection n — x, de N dans |0, 1], en particulier

10,1[ = {z, : n € N}.
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Tout réel z, € ]0,1] admet un unique développement décimal propre de la
forme,
zn, =0, A1 n@2n--0nnlnntl--

ou la suite (@ )ren+ est a valeurs dans {0, 1,2,..9} et n’est pas stationnaire
en 9. On va construire un réel z € |0,1[ qui ne peut pas étre I'un des x,.

Considérons le réel
E=0la .. 8 cun

avec by = 1sl @y =2 et by, =2 sl app # 2. Alors & € |0, 1] et & # z,, pour
tout n € N. Contradiction. [
Preuve. 2. On démontre, par 1'absurde, que le segment Jy = [0, 1] est non
dénombrable. Sinon, Jy peut s’écrire sous la forme :

[0,1] = {z, : » € N}.

{)

1 2 " : ;
JU [§ 1]. Au moins 'un des trois segments

On écrit : Jy = [0, g]

Ul

Wl o

1
3’
1. .1 2 2

& &

ne contient pas xo. Notons J; ce segment. De méme. en coupant J; en trois
segments de méme longeur on construit un segment Js inclus dans Jy qui ne

: 1 = B =
contient pas xg et x1 et de longeur 9 En utilisant ce procédé, on construit ainsi

; . 1
une suite de segments décroissante (J, ),cn telle que la longeur de J, = ol
et pour tout n € N, J, ne contient pas g, 21, ..Z,. Donc, par hypothese, [ J,
neN

est vide. Or, une suite décroissante de segments dont la diametre tend vers 0 est
d’intersection non vide. Contradiction. [
Comme conséquences, on a :

Corollaire 17 L’ensemble des irrationnels R\Q est non dénombrable.
Preuve. Sinon, R = Q UR\Q serait dénombrable. [ ]
Corollaire 18 Tout intervalle non réduit a un point est non dénombrable.

Preuve. On a montré que |0,1] est non dénombrable. Or, tout intervalle
la,b[,a et b € R, est équipotent a |0, 1. En effet 'application t — tb + (1 —t)a
est une bijection de |0, 1[ dans ]a, b[. Donc, ]a, b[ est non dénombrable. Soit I un
intervalle non réduit a un point, alors I contient un intervalle ouvert de type
la,b[, a < b € R donc I est non dénombrable. [ ]
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Corollaire 19 Il existe des nombres réels transcendants (non algébriques).

Preuve. Sinon, on aurait R = A, I'ensemble des réels algébriques, donc R
serait dénombrable d’aprés 'exemple 13. [ |

Notons, que 'ensemble des réels transcendants est infini non dénombrable.
Donc la “plupart” des réels sont transcendants mais on en connait peu. On
sait, par exemple que e, 7,1n(2) sont transcendants.

Corollaire 20 R est un Q-espace vectoriel de dimension infinie.

Preuve. Sinon R serait isomorphe a Q", avec n = dimg R. En particulier, R
est en bijection avec Q™ qui est dénombrable. Contradiction. [

Théoréme 21 L ’ensemble P(N) des parties de N est non dénombrable.
La preuve de ce théoréme est une conséquence directe du lemme suivant.

Lemme 22 (Cantor) Soit E un ensemble. Alors E et P(E), l'ensemble des
parties de E, ne sont pas en bijection.

Preuve. Soit f : E — P(E) une application et A I'ensemble défini par
A={zeE:x ¢ f(x)} € P(E)
Supposons qu'il existe y € E tel que f(y) = A. Par définition de A on a :
y cAoygflyy=y ¢4

Ce qui est absurde. Ce qui montre que f n’est pas surjective donc il n’existe
pas de bijection de E dans P(E). o

Le lemme de Cantor affirme que. pour tout ensemble E. il n’existe pas
de surjection (et a fortiori de bijection) de E sur P(E). Noter qu’il existe
une injection de E dans P(E), a savoir l'application z — {z}, donc E est en
bijection avec une partie stricte de P(E). On dit que le cardinal de P(E) est
plus grand que celui de E.

Corollaire 23 L’ensemble {0,1}" des suites a valeurs dans {0,1}, est non
dénombrable.

Preuve. L’application
f:PN) — {0,1}¥

il u, =1sin €A
A — u définie par " :
u, = 0 sinon

est une bijection. [ |
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Pour finir.

1. Pour montrer qu'un ensemble X est au plus dénombrable, il suffit de

— Trouver une application injective de X dans N ou un ensemble dé-
nombrable.

— Trouver une application surjective de N ou un ensemble dénombrable
dans X.

— Montrer que X est la réunion au plus dénombrable d’ensembles au
plus dénombrables.

2. Pour montrer qu'un ensemble X est non dénombrable, on peut raisonner
par 'absurde et supposer que X s’écrit sous la forme :

{z, :n € N}

puis exhiber un élément de X qui ne figure pas dans cette suite.

1.4 Exercices

Exercice 1 : Le but de cet exercice est de démontrer que R est non dénom-

brable. Supposons qu’il existe une bijection f : R — N. On pose pour
tout réel z, m(z) =sup{ 3 2=f®) : A fini et A C ]—o00, [}.
yEA

Montrer que 0 < m(z) < 2 pour tout =z € R.

Soit E = {z € R : m(x) > x}. Justifier I'existence de ¢ = sup E.
Justifier I'existence d’un réel y € E tel que y +2-f(©) > ¢,
Montrer que m(y +2-(9) > m(y) + 2-f(9) et déduire que

- 8 e P

y+2 @ cE.

5. Conclure.

Exercice 2 : Montrer que I'ensemble Pf(N) des parties finies de N est dé-
nombrable. Que dire de I'ensemble des parties infinies de N 7

Exercice 3 : Quelles sont les fonctions continues f : R — R telles que
FR\Q) CQ?
Exercice 4 : Soit (A;);c; une famille d’intervalles ouverts non vides de R.

Montrer que si les A; sont deux a deux disjoints, alors I est au plus
dénombrable.

Exercice 5 : Soit A un ensemble non dénombrable et B une partie dénom-
brable de A. Montrer que A et B\ A sont équipotents.
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Exercice 6 : Soit f : R — R une fonction croissante.

1. Montrer que f admet une limite & droite et une limite & gauche en
tout point. On note pour tout xg € R

flzo)™= lim f(a)et f(zg) = lim f(z).

r—x0 .2 >20 x—xo. <

2. Montrer que f(z9)” < f(xo) < f(z0)™ pour tout zg € R.

3. Montrer que si 29 < x1 alors f(zg)™ < f(x1)~.

4. Déduire que I'ensemble des points de discontinuité de f est au plus
dénombrable.

5. Inversement, soit D un ensemble au plus dénombrable. Construire
une fonction f : R — R croissante telle que I'’ensemble D soit exac-
tement l'ensemble des points de discontinuité de f.

Exercice 7 : Soit f : R — R une fonction quelconque, on désigne par A l'en-
semble

A= {a € R: lim f(z) existe et lim f(z) # f(a)}.
r—a xT—a
Le but de cet exercice est de démontrer que A est au plus dénombrable.
1. Soit J l'ensemble des intervalles de type |p, ¢[ avec p,g € Q. Mon-
trer que J est un ensemble dénombrable.
2. Pour tout r € @, on pose
A = {a € A: lim f(z) <7 < f(a) ou f(a) <7 < lim f(:r)}
r—a r—a
(a) Soit a € A,. Justifier I'existence d’'un intervalle J, € [J tel que
J, N4, = {e}-
(b) Déduire que A, est au plus dénombrable.
3. Conclure.

Exercice 8 : Soit X un ensemble non dénombrable de réels positifs. Montrer
qu’il existe une suite (Z,)pen d’éléments de X telle que la série >
diverge.

Exercice 9 : On considére une tamille de nombres réels strictement positifs
(z;)icr- On suppose qu’il existe un réel positif M tel que pour toute
partie finie J de I, on ait Y x; < M. Montrer que I est au plus dénom-

ieJ
bable. On pourra montrer, d’abord, que pour tout k € N*, l'ensemble

{z’ el:z; > %} est fini.
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1.5 Solutions des exercices

Exercice 1 :

1. Soit z € R. 1l est clair que m(z) > 0. Comme
N={f(y):ye R},

+00
on en déduit que > 2=f®) < 37 27" =2, pour tout A C ]—o0. z[,
ycA n=0
donc m(z) < 2.
2. L’ensemble E est non vide puisqu’il contient les réels strictement
négatifs, de plus E est majoré par 2 ce qui justifie 'existence de c.

3. Comme ¢ — 2-f(©) n’est pas un majorant de E, il existe y € E et

y >c—2-f@),

4. Soit A une partie finie de |—00,y[. Alors AU{c} est une partie finie
de }—‘oc.y — Q"f(c)[ ,car c € ]—oc-.y 1 9~¥le) [ On écrit :

S 9-f6) 4o fO = 3 9-fE) <m(y 427,

z€A z€AU{c}

Par passage au sup, sur tous les parties finies A de |—oc,y[, on
obtient :
m(y +277@) >m(y) +277¢.

Comme y € E, il vient : m(y +21() >y + 27 donc
y+2-f© cE.

5 Onay+270 ¢ Eety+29 > ¢ ce qui est absurde par
définition de ¢. Donc, R est non dénombrable.

Exercice 2 :

— Pour tout n € N, notons P,(N) I'ensemble des parties de {0,1,..n}.

Chaque P (N) est fini et Pf(N) = |J Pn(N). La proposition 11 montre
n€EN
que P¢(N) est au plus dénombrable. De plus, I'ensemble P;(N) est in-

fini ({n} € P¢(N) pour tout n € N) donc Ps(N) est dénombrable.

— L’ensemble P(N) est non dénombrable et P(N) = P(N) U P;#(N),
avec P;¢(N) désigne I'ensemble des parties infinies de N. On en déduit
que P;¢(N) est infini non dénombrable.
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Exercice 3 : Soit f une telle fonction. Si f est non constante alors par conti-
nuité de f on a : f(R) est un intervalle non réduit a un point donc non
dénombrable. Mais, par hypothése, f(R) C Q U f(Q) qui est dénom-
brable, donc f(R) est dénombrable, absurde. Par suite, les seules fonc-
tions vérifiant les conditions de l'exercice sont les fonctions constantes
rationnelles.

Exercice 4 : Par densité de () dans R, I'ensemble @ N A; est non vide pour
tout ¢ € I. Pour tout ¢ € I, on choisit un réel z; € A; N Q. On définit
I'application f : I — Q par f(i) = x; pour tout ¢ € I. L’application f
est clairement injective, par suite I est au plus dénombrable.

Exercice 5 : On écrit B = {b, : n € N}. L’ensemble A\B est non dénom-
brable, puisque A = A\B U B. Considérons un ensemble dénombrable

C = {¢, : n € N} de A\B. La fonction f : A\B — A définie par :

x siz ¢ C
flx)= < i 8l & =B pour tout x € A\B,
b, 8l @ =&,

est clairement bijective.

Exercice 6 :

1. Soit zp € R. La fonction f est croissante et majorée sur |—oc, 2|,

d’ou l'existence de f(z9)” = lim  f(z). De méme on démontre
T—xo .2 <20

I'existence de f(xg)™.

2. Soit t < xp. Par croissance de f, on a f(t) < f(zp) pour tout t
tel que t < zg. Par passage a la limite lorsque ¢t tend vers zp et
t < xg, on obtient : f(xzg)” < f(xp). De méme on démontre que
fxo) < f(2o)™.

3. On fixe un réel t €]zg, z1[. Pour tout réel ¢’ tel que zo <t <t < x1
on a:

f(@o) < f(t) < f(F) < f(z0).
Lorsque t' tend vers x1, on obtient f(¢t) < f(z1)”. Ceci est vrai
pour tout réel t €]z, z1[, en passant a la limite lorsque ¢ tend vers
xg. il vient : f(zo)™ < f(21)”.

4. D’aprés 2, un point xp est un point de discontinuité de f si et
seulement si, f(xg)~ < f(2p)™. On désigne par Disc (f) I'ensemble
des points de discontinuité de f. D’aprés la question précédente, la
famille (] f ()7, (@)™ [)ecDisc(s) est une famille d'intervalles ouverts
disjoints deux a deux. Par suite l'ensemble Disc(f) est au plus
dénombrable (ct. exercice 4).
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5. Soit D = {z, : n € N} un ensemble dénombrable. Posons, la fonc-

tion f définie par :

+00 i
Hay=Y_ o Hen.+o0[ (2):
—0

ou I4 est la fonction indicatrice de A. pour toute partie A de R.
L’inégalité

1 1
|9—nﬂ]xn,+oo[(3:)| £ 5 Pour tout z & R, (1.1)

montre que la série définissant f converge normalement, par suite
simplement, sur R. Donc f est bien définie. Pour tout n € N, on
note f, la fonction définie par :

: i

fulz) = Q_nl[]:cn.+oo[(x) pour tout z € R.
Chaque f,, étant croissante donc f est croissante. Montrons que f
est continue en tout point de R\D.
Pour tout entier n € N, f, est continue sur R\D et la série > f;,
converge normalement donc uniformément sur R. D’apres le théo-
réme de continuité sous le signe somme, f est continue sur R\D.
Reste & montrer que f n’est pas continue en tout point de D. Soit
k € N fixé. On écrit, pour tout € R, f(z) = fr(x) + h(x) avec

120 4
h(z)=>_ o D +00] (Z)-
n=0 "
n#k
La fonction f; est discontinue en z; et la fonction h est continue

en Iy, car chaque f,(n # k) est continue en x}, et la série converge
uniformément sur R. Ce qui montre que f est discontinue en xy,.

Exercice 7 :

| 8

L application
Q¥ - J
(p.q) — Ip.dl
est clairement surjective et Q2 est dénombrable, donc I'ensemble 7
est dénombrable.
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(a) Fixons a € A,. Sans perte de généralité, on peut supposer

que f(a) <r < lim f(x). Il existe d > 0 tel que pour tout y
T—a
vérifiant [y —a| < dety #aona f(y) > r, (il suffit d’appliquer
la définition de la limite avec £ = lim f(z) —r > 0). Soient
T—a

p.geEQtelsquea—0<p<a<qg<a+id. Alors J. = |p.q|
un intervalle de l'ensemble 7 et J. C Ja — d,a + d[. Pour tout
y e J.ety#aona f(y) >r, il vient donc que J. N A, = {a}.

(b) On définit ainsi une application ¢ : A, — J par ¢(a) = J,
pour tout a € J,. Le fait que J. N A, = {a} montre que ¢ est
injective. Donc A, est au plus dénombrable.

3. Il est clair que A = |J A,. Donc A est au plus dénombrable comme
reqQ
réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables.

B .
Exercice 8 : Pour tout n € N*, on pose X, = {x eX:xz> —}. Le fait que
n

+00

X = U X, U{0} entraine qu’il existe ng tel que X,,, est infini, sinon,
n=1

X serait au plus dénombrable (cf. proposition 11). Il est simple de voir

que toute suite (2, ),cn d'éléments de X, convient.

Exercice 9 : Fixons k € N*. Soit {i1,12,..,1, } un sous-ensemble de cardinal

n de I'ensemble A; = {2 el:x; > %} On a:

S le +.’1?22 "+— .. +.’13in S j\[.

>3

On en déduit que tous les sous-ensembles finis de Az ont au maximum
kM éléments, ce qui montre que A est fini et que card(Ay) < kM.
Comme l'ensemble I est la réunion des A;. pour k € N*, il est au plus
dénombrable.



Chapitre 2

Familles sommables

Tout au long de ce chapitre I désigne un ensemble au plus dénombrable.
Etant donnée une famille de nombres réels ou complexes (@;);c; on cherche

a donner un sens, lorsque c’est possible, a la somme ) @;. Cette somme a
(1=}

bien un sens trivial dans le cas ou I est fini. On suppose que I est dénom-

brable (dans la pratique I sera N, Z, N?). Une premiére idée pour définir cette

somme est d’énumérer I'ensemble I = {z,, : n € N} et de définir > a; comme

el
400
étant > a, . lorsque cette série converge. Cependant, cette notion n’est pas
n=0

satisfaisante puisqu’elle dépend de I'énumération de I. Ce chapitre propose un
cadre pour s’affranchir de ces contraintes. Dans un premier temps nous étu-
dions la sommabilité dans le cas des familles positives, ensuite nous donnons
la définition et les propriétés de la sommabilité pour les familles quelconques.
On rappelle que toute partie non vide D de R majorée admet une borne
supérieure notée sup D, qui est égale au plus petit majorant de D.

2.1 Familles positives

2.1.1 Deéfinitions et propriétés

Soit (@; );cr une tfamille de réels positifs. Pour toute partie finie J de I, on

désigne par ) @; la somme des réels a;, pour i décrivant J.
ieJ

Définition 24 La famille (a;)cy est dite sommable s’il existe un réel M tel

que > a; < M pour toute partie finie J de I. C’est-a-dire, la famille (a;)cy est
eJ
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sommable si ['ensemble {Z a; : J finie et J C I} est majoré. Dans ce cas, on
icd
définit la somme de la famille (a;)cy que l'on note > a; comme étant la borne
iel
supérieur de cet ensemble.

Zai = sup { > a; : J partie finie de I} I

icl ied

Remarque 25 L hypothése de la dénombrabilité de 'ensemble I, dans la dé-
finition de la sommabilité, n’'est pas indispensable. Cependant l'exercice 9 du
chapitre précédent montre qu une si une famille des réels strictements positifs
(a;);cr est sommable alors I est au plus dénombrable.

Exemple 26 La famille (e~"l), oz est sommable. En effet, soit J une partie
finie de Z. Il existe un entier n € N tel que J C {-n,—n +1,..0,1,...,n}.
Done,

n n 7
Ze—IﬂS ie—li|zze—i+ze-i:1+226_i
1=0 =1 =1

1eJ i=—n
00
14el
<142 e’

Exemple 27 Considérons la famille (z).cqnp,1)- Pour tout n € N*, notons

il
Jy la partie finie de Q N[0, 1] définie par J, = {E :1 <k <n}. Comme

n
1
B= — — 400 lorsque n 00,
> a= Y g lrsquen — +
= k=1

on en déduit que la famille (z),cqnio,1) n'est pas sommable.

Proposition 28

1. Soient (a;);cy et (b;)ecr deux familles de réels positifs. On suppose que
0 <a; <b; pour touti € I.

Si la famille (b;);c; est sommable, alors la famille (a;);c; est sommable

et on a:
Zad Szbi-

el 1€l
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2. Soit I' une partie de I. Si la famille (a;);c; de réels positifs est sommable
alors la famille (a;);cpr est sommable.

Preuve. Pour toute partie finie J de I, on a :

Zai ut Zbi < sz'-

1eJ eJ el
Par suite la famille (a;);c; est sommable et > a; < > b;. Le deuxiéme point
el i€l
découle du fait que toute partie finie de I’ est une partie finie de I. [

L’utilisation de la définition pour étudier la sommabilité d'une famille n’est
pas pratique en général, sauf peut étre pour des cas simples. Le résultat suivant
montre que l'étude de sommabilité se ramene a celle de la convergence des
suites. On rappelle que I'ensemble I admet une suite exhaustive des parties
finies (cf. théoréme 15).

Proposition 29 Soit (J,).cn une suite exhaustive de parties finies de I.
Une famille (a;);c; de réels positifs est sommable si, et seulement si, la suite

(Y @ )nen est majorée. Dans ce cas on a :
i€Jn

Zai: lim Z a;.

. >4 { ) o
el BP0 de T,

Preuve. Remarquons, d’abord. que la suite ( > a;),cn est croissante. Sup-
icl,
posons que la famille (a;);c; est sommable. Par définition de la sommabilité,

pour toutn € N,ona Y @ < Y a;. Ce qui montre que la suite ( > @;)nen
1€dn el 1€Jn
est majorée, par suite elle est convergente, et

lim Y ai<) a (2.1)
e, el

Supposons, réciproquement, que la suite ( Y @;),en est majorée. Soit J une
ie']ﬂ.

partie finie de I. Il existe ng € N tel que J C J,,. Par conséquent,
@ < . & i .
Sas Y ws i Y
icJ i€Jng il
Comme ceci est vral pour tout partie finie J C I, il en résulte que la famille

> ai < lim } o (2.2)

el 1€Jn

(a;)cs est sommable et

Les inégalités (2.1) et (2.2) montrent que > a; = lim > a;. ]
i€l n—Cied,
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Corollaire 30 Soient (a;);cr et (b;)er deux familles de réels positifs som-
mables et A\ € R, alors la famille (a; + \b; );c; est sommable et on a :

Z(ai + Ab;) = ZCLZ' —’r'/\sz'

i€l i€l i€l

Preuve. Cela découle de l'égalité : > (a; + \b;) = > a; + A > b;, pour
t€EJn 1€EJn =5
toute suite exhaustive de parties finis (J, )pen de 1. [

On s’intéresse aux cas particuliers suivants :

Cas ou [ = N : Ce cas est important, et on fait le lien avec la notion de série.
L'utilisation de la suite exhaustive de N définie par : (J, = {0,1,...,n})nen
permet de caractériser la sommabilité des suites a termes positifs.

Corollaire 31 Soit (an)nen une suite de réels positifs. La famille (an )nen est
sommable si, et seulement si, la série de terme général a, converge. Dans le
cas de convergence on a :

+00
e
n=0

neN

Cas ot [ =Z : En utilisant la suite exhaustive de Z définie par
(Jo={k€Z : —n <k <n})pen,
on obtient :

Corollaire 32 Une famille de réels positifs (a, ),cz est sommable si, et seule-

ment si, les deux séries g a, et g a_n convergent et dans ce cas on a :
n>0 n>1

+00 +00 N
E A, = g an+§ a_, = lim E .
N—oo .
n=0 n=1

n€Z n=—N

Preuve. On écrit :

n n n
Z a; = Z @ = ZCLZ' —’r'ZCL_i
=0 =1

=y i=—n
n
La suite (> a;),en converge si, et seulement si, les deux suites ( E a; )nen et
icJ =0
1=
n
( g G_; )neN convergent. [

=1
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Cas out ] = N2 : Dans ce cas, l'utilisation des suites exhaustives définies par
Jp ={0,1,..n}* et K,, = {(i.§) : i+ j <n}
permet de caractériser la sommabilité des suites doubles.
Corollaire 33 Soit (ay.q)(p.q)cn? une suite double de réels positifs. Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (ap.q)(pq)en €st sommable.

n n

2. La suite de terme général Z(Zai~j) converge.
=0 ;=0
n n—t

3. La suite de terme général ZZCLM converge.
1=05=0

Le résultat suivant montre que la somme d’une famille sommable ne dépend
pas de l'ordre de sommation.

Proposition 34 Soit (a;);c; une famille sommable de réels positifs et o une
permutation de I (o : I — I une bijection). Alors la famille (a,(;))ics est

sommable et on a :
> o) = D _ai.
el €1

Preuve. Pour toute partie finie J de I, on a ) a,() < Zai. Ce qui montre
i€J icl

que la famille (ao(i))ig est sommable et par passage au sup sur toutes les

parties finies de I, il s’ensuit que

> ae6) <D a (2.3)
el el

Ceci est vral pour toute permutation o de I et pour toute famille sommable

(a;);cr. En appliquant l'inégalité (2.3) avec o~ ! et la famille (ag())ict, on
obtient

Zai - Zaa“l(a(i)) = Zaa(i)‘

el el =74
Ce qui montre le résultat. [

Soit (Uy )nen une suite de nombres réels positifs. La convergence de la série
> u, est équivalente & la sommabilité de la famille (uy, ). Le résultat suivant
est une conséquence de la proposition précédente.
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Corollaire 35 Soit (uy),cn une suite de réels positifs. La série Y u, converge
si, et seulement si, la série > u, est commutativement convergente, c’est-a-
dire, pour tout permutation o de N la série Zua(n) converge. Dans ce cas on

a:
=400 +—00
Zun = Zua(n).
n=0 n=0

Application : Soit ¢ : N* — N* une permutation. Alors pour tout a > 1,

la série converge, car la série — est convergente. On en
> o(n)e N 2 ne =
il
déduit. par exemple. que la série converge, car
p ple, q b o) g
1 1 1 1 .
0< B P 3 =) pour tout n € N*,
no(n) — 2'n2  o(n)?
% & , 1 1
et la série de terme général (— + 2) converge. Remarquons au
n?  o(n)
passage que
+00 1 —+00 1
max : 0 est une permutation de N* » = — =£(2).
2 o ’ 2=

En effet : en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient pour
tout N € N* et toute permutation o :

a 1 X | o 1 1
< —)2 2
n=1 n=1 n=1
—+00 1 i 00 1 i
< (XY =)
n=1 n=1
+00
Par suit < ((2). L'égalité est atteint si 0 = idy-.
a1 Sulenglna(n) < ((2). L’égalité est atteint si 0 = idy

2.1.2 Sommation par paquets

Le théoreme de sommation par paquets est un outil puissant pour étudier
la sommabilité d'une famille et calculer sa somme.
Une famille (I))yc4 de parties non vides de I est dite une partition de

I si les ensembles I, sont deux a deux disjoints et leur réunion est /. Etant
donnée une famille (a;);c; de réels positifs, le théoréme suivant montre que
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la sommabilité de la famille (a;);c; est équivalente a la sommabilité de la
famille (a;);cr, pour tout A € A et la sommabilité de la famille (s))rca, avec

SA:Zai-

eIy

Théoréme 36 (Sommation par paquets). Soit (I )\c4 une partition de I
et (a;);c; une famille de réels positifs. La famille (a;);c; est sommable si, et
seulement si, les deux conditions suivantes sont réalisées :

1. Pourtout A € A, la famille (a; );cr, est sommable de somme Sy = Zai.
1=9 5N
2. La famille (Sy)xca est sommable.

Dans ce cas, on a :

Su=y 5= (.

icl A€A AEA i€l

Remarquons, d’abord. que puisque I est au plus dénombrable alors si
(In)rca est une partition de I, I'ensemble A est au plus dénombrable. En
effet, il suffit de choisir, pour tout A € A, un élément i) € I, et 'application
A — iy est clairement injective de A dans I.

Dans le cas ou la partition est indexée par A = N, le théoréme 36 s’énonce :

Théoréeme 37 Soit (a;)cr une famille de réels positifs et (I, )nen une partition
de I. Alors, la famille (a;)c est sommable si, et seulement si, pour toutn € N
la famille (a;);cz, est sommable et la série de terme général Zai converge.

iek;
Dans ce cas, on a :

Zai:_:-io Zai.

Preuve. (théoréme 36). Supposons d’abord que la famille (@;);c; est som-
mable. Comme pour tout A € A, Iy C I on en déduit que la famille (a;);cr,

est sommable, soit Sy, = > @;. Montrons que la famille (S))yc4 est som-
IX=3 5\
mable. Soit J = {\1, A2, ..\ } une partie finie de A. Comme Iy, N.. NI, =2

et I, U..UI,,_ C I, il s’ensuit que :

dYosiv=Da+ > at.+ Y a<) a

xeJ i€ly, i€ly, i€ly, icl
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Ce qui montre que la famille (S))\c4 est sommable et que

Y SH<D a (2.4)

AeJ el

Inversement, Supposons que les familles (a;);cr, et (S\)rca sont som-

mables. Soit J une partie finie de I. Le fait que J C [J I, assure l'existence
AEA
d’un nombre fini d’éléments de A, A1, A2, ..\, tels que J C Iy, U..UI,,. Par

suite,

Zaiﬁ Zai+ Zai—i—.. Zai:S/\1+..+S,\p§ZS)\.

icJ i€ly, i€ly, i€l AEA

par conséquent, la famille (a;);c; est sommable et

Les inégalités (2.4) et (2.5) montrent que > a; = > Sh. =i
i€l A€A
Le théoréeme de sommation par paquets permet de prouver qu'une famille

est sommable en partitionnant I d'une facon judicieuse. Une fois prouvé que
la famille est sommable, il fournit un moyen de calculer sa somme. Lorsqu’on
utilise deux ou plusieurs partitions de I on obtient des égalités et des sommes
de séries.
Remarque : Soit (I))ycq4 une partition de I et (@;);c; une famille de réels
positifs.
— Si chaque I, est fini pour tout A € A, alors la famille (a;);cr, est
automatiquement sommable. Donc pour justifier la sommabilité de
(a;);er 1l suffit de vérifier la sommabilité de (S))rca-
— Sil’ensemble A est fini. Pour montrer la sommabilité de (a;);¢<z il suffit
de vérifier la sommabilité de chaque famille (a;);cs,. puisque dans ce
cas la sommabilité de la famille (Sy)rca est vérifiée.

Exemple 38 FEtudions la sommabilité de la famille

1
(g eaeay

Considérons la partition (Jn )nen+ définie par

Jo ={(p.q) € (N*)?:p+qg=n}.
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Comme chaque J, est fini, alors d’aprés le théoreme 37. la famille

(——2

)(p ge(=)2 est sommable si, et seulement si, la série de terme

(p+q)°
général u, = >, ———— converge. Or,
" paed. @+ 9
1 1 | n—1 i |
we Y e ¥ Lo Laagy-nt L
(p.9)EIn (p+9) (p.q)EIn n = " @
1
On en déduit que la famille (————) y=)2 est sommable si, et seule-
(p +q)° (r.g)€(N)
ment si, a > 2, et dans ce cas on a :
+00 +00 +00
1 n—1 1 1 . )
Z —a:Z « = a—1 T:Q(a-l)—g(a).
eaenep PTYY o 7 T T
+00
ou ¢ est la fonction zéta de Riemann définie sur |1, +o0[ par {(z) = > =
n=1M

2.1.3 Séries doubles

Soit (ap.q)(p.q)en? une suite double de réels positifs. Si on applique le théo-
réme 37 a la famille (a, 4)(, )2 en considérant les partitions de N2 suivantes :

- J, ={(p.q) : ¢ € N} pour tout p € N (Sommation par colonnes).

- K, ={(p,q) : p € N} pour tout p € N (Sommation par lignes).

- R, ={(p,q) : p+ g=n} pour tout n € N (Sommation par diagonales).

On obtient le résultat suivant :

Théoréme 39 (Fubini) : La suite double de réels positifs (apq)(p.q)cn2 st
sommable si, et seulement si, l'une des propriétés équivalentes suivantes est
vérifiée.

+00

1. Pour tout p la série Z ap.q est convergente et la série ) Zo ap.q CONVETgE.
P g=

2. Pour tout q la série Z ap. 4 est convergente et la série ) Z ap.q cONVErge.
g p=0
3. La série de terme general Sn = D, a,4 converge.
p+g=n
Dans ce cas on a :
+00 +00 +00 +00

Z apq—zzapq—zzapq—z Z Qp.q-

(p.q)EN2 p=0 g=0 g=0 p=0 n=0p+g=n
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Exemple 40 Soient (a,),en €t (bn)nen deux suites a valeurs dans R™. Une
application directe du théoréme de Fubini montre que la convergence des séries
> an ety by assure la sommabilité la famille (anbm )y myen2 €t que

+00
> b = (X tn Z o)
(n,m)eN2 n=0 n=

+00
Exemple 41 On cherche a calculer la somme >  (((n) — 1) avec

n=2
+00 1
((z) = Z — pour tout > 1.
n>1
1
Légalité > (C(n) —1) = . > — nous invite a étudier la sommabilité de
n>2 n>2k>2 K"

. il
la suite double (ﬁ)(n,k)e(l\\f*\{l})z'

1
— Pour tout k fizé la série géométrique > = converge et
n>2
*Z‘” 11 1
kn k2 —k k2
n=2
- La série > Z — est donc convergente.

k>2 n._2

1
D’apres le théoréeme de Fubini, la famille (k_n)(nek)E(N*\{l})Q est sommable

et on a:
1 +00 +00 +00 +00
YOI BB D) Dp-
(n.k)e(N*\{1})2 n=2 k=2 k=2n=2
donc,
+00 +00 1 “+00 1 1
DM - =Y m =D =L
n=2 k=2 k=2

Exemple 42 Soit z € [0,1[. Une application du théoréme de Fubini montre
la sommabilité de la famille (™), pyen-. En effet,
— Pour tout n fizé la famille (xnk)(n,k)eN* est sommable puisque la série

o0 :Bn
S (z™)* converge et S, = 3 (27)* = ,
K k=1 1 —an
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' :L,Tl
— La série ) [ —n COnverge car e B
Par suite la famulle (a:’”k)(n,k)ef\\;* est sommable et sa somme est égale a :
00 pe G
nk — 2
3, #=F = (2:6)
(n.k)€(N*)2 n=1

D autre part, lorsqu’on applique le théoréme de sommation par paquets a
la famille (x”k)(n?k)@;* avec la partition (K,),cn- définie par

K, = {(n,k) € (N*)? :nk = P}

1l s’ensuit que

00 100 L0
xnk . Ink — 2P
(77..16:)26(:1\1"‘)2 pzzzl (n.gé:Kp Pz::l (n.%;Kp

+00 +00
- Z:cp( Z L= Za:pd(p). (2.7)
p=1

p=1 (n.k)EK,

oud(p) désigne le nombre de diviseurs de p. Les égalités (2.6) et (2.7) montrent

que :
-+00 :L'n +=00
Z : = Z d(p)x? pour tout x € [0,1].

1 —an
n=1 p=1

2.2 Familles sommables a valeurs complexes

2.2.1 Définition et propriétés

Définition 43 Une famille de nombre complexes (a;);c; est sommable si la
famille des réels positifs (|a;|);cr est sommable.

L’étude de la sommabilité d'une famille de nombres complexes se ramene,
donc, a travailler avec des familles de réels positifs.

Exemple 44 Soit = € C tel que |z| < 1, alors la famille ((;)n+l)(p.n)€(N*)2 est

sommable. En effet : Pour p fixé la série ) ( | | **L converge, comme série
n>1 p

. - w2 |2

u [zl 12 12 . donc la série

P p

)"

géométrique de raison

+00
Z( ~
— TpPR—: T P2

> > (=)™ converge.

p>1n=1 P

(A
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Dans le cas o I = N ou une partie de N, on a :

Proposition 45 Soit (a,),en une suite de nombre réels ou complexes. La
famille (a, )nen est sommable si, et seulement si, la série > a, est absolument
convergente.

Attention : Une série convergente mais non absolument convergente est non
sommable.

Le théoréme suivant donne un sens a la somme ) @; d'une famille som-
el
mable (az-)z-e,-.

Théoréeme 46

1. Soient (a;);cr une famille de nombres réels et (a7 )cr, (a;

. )er les deux
familles de nombres réels positifs définies par :

a;7 = max(a;,0) et a = max(—a;.0) pour tout i € I.
La famille (a;);c; est sommable si, et seulement si, les deux familles
(a] )er et (a7 )er sont sommables, et dans ce cas on définit la somme de

la famille (a;);cr par :

Y a=3a" -3 a

el el i€l

2. Une famille (a;);c; de nombres complexes est sommable si, et seulement
si, les familles (Re(a;));er et (Im(a;));cr sont sommables et dans ce cas.
sa somme est définie par :

Z a; = Z Re(aj) +1 Z Im(aj)

JelI JeI jJEI

Preuve. Commencons par le cas ou (;);c; est une famille de nombres réels.
On écrit, pour tout 7 € I :

@ =a —a; et || =a +a.

La sommabilité de la famille (a;);c; est équivalente & la sommabilité de la
famille (|a;|) qui est équivalente & la sommabilité de (a;" )z et (a; )er. Dans
le cas général, si la famille de nombres complexes (@;);c; est sommable alors
les familles

(Re(a;))jer et (Im(a;));ser
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sont sommables, puisque |Re(a;)| < |a;| et [Im(a;)| < |a;| pour tout j € I.
L’inégalité
|aj| < |Re(a;)| + [Im(a;)],

montre la réciproque. [

Proposition 47 (Sommabilité par suites exhaustives). Soit (a;);c; une
famille de nombre complezes et (J, )necn une suite ezhaustive de parties finies

de I. Si la famille (a;);cr est sommable alors la suite ( > a;)nen converge et
i€J,
on a:

Y= lim > q

icl n—-00sc 3

Preuve. Traitons, d’abord, le cas ou (a;);cs est une famille de nombre réels.

Dans ce cas les familles (a;” )7 et (a;” )cr sont sommables. Il découle de 'égalité

S a;= Y a — Y a; quelasuite ( Y @;)ncn converge et que

i€Jy 1€Jp i€, i€,
lim > a;= lim Y o — lim Y a7 =) af = af =) a;.
n—4-00 : n—-+00 : n—+00 : ; , ,
i€Jn 1€Jn i€Jn el A i€l

Dans le cas général, on applique ce qui précéde aux familles (Re(a;));cr et

(Im(as))ier. a
La réciproque du résultat précédente n’est pas vraie, par exemple, la famille
1

Jnen+ ne sont pas sommables bien que les suites
n

(N)nez ou la famille (

(3 Doenet (0 EU

i=—n =1
On applique la proposition précédente dans les cas ot I =Z ou I = N2,
Si I = Z, en utilisant la suite exhaustive J, = {-n,—n +1,..0,1,..,n},
pour tout n € N, on obtient :

Jnen+ convergent.

Corollaire 48 Une famille (an)ncz est sommable si, et seulement si, les sé-

ries Y |a,| et > |a_,| convergent et dans ce cas on a :
n=0 n>1

+00 +00
Yoan= > an+ >, a_n,.
0 n=1

neZ n=

Preuve. L'équivalence est une conséquence du corollaire 32 et de la proposi-
tion 47. =
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Exemple 49 Soit r € [0,1] et a € R. Etudions la sommabilité de la famille
(7,|n|eina)nez.

Comme les séries Y |ritleine| = 5= et 3 |rl=mle=ine| = 37 7 convergent,
n>0 n>0 n>1 n>1

il s’ensuit que la famille (r*lei"®),, oz est sommable, et on a :

+00 +00
n| tna __ n ino n_,—ino
rile = re + re
n=0 n=1

nezZ
B g re—te
1 —reie = 1 —re—te
[

(1 —7cos(a))? +r2sin®(a)’
Si I = N2, on utilise les suites exhaustives définies par

o = {1, 1, ..,n}2 et K, = {(p.q) : p+¢g=n} pour tout n € N.

On obtient le corollaire suivant :

Corollaire 50 Une famille (apq)(p.qcn2 €st sommable si, et seulement s,
['une des conditions suivantes est réalisée :
n n

— La suite de terme général > (> |a,4|) converge.
p=0 ¢=0 v
n n—t

- La suite de terme général Y (D |a;j|) converge.
=0 5=0

Et dans ce cas on a :

n n

S pg=lim 3 (X ap) = lim (X ai).

(p.q)EN? "T%p=0 ¢=0 nT%i=0 j=0

Preuve. L’équivalence est une conséquence du corollaire 33 et de la proposi-
tion 47. [

Proposition 51

1. L’ensemble des familles sommables indexées par I, noté (*(I), est un
espace vectoriel. On définit une norme sur (*(I) en posant

l(@i)ierl =D lai| pour tout famlle (a)ier € €*(I).
el
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2. L’application
) —» C
(@)ier — 2

el
est linéaire et continue. En particulier, on a :

|Zaz| < Z la;|, pour toute famille sommable (a;);c;.
1=74 el

Preuve. Fixons une suite exhaustive de parties finies, (J, )nen, de I.
Soient (a;);cr et (b;);cr deux familles sommables. Comme

la; + Ab;| < |a;| + |A||b;| pour tout i € I et tout A € C,

on en déduit que la famille (a; +Ab; );c1 est sommable. D’autre part, on a pour

toutn € N
D (@i +Ab) =D ai+A ) b

ZeJn. IEJn 1€Jn

ce qui donne par passage a la limite,

S((as)er+A(bi)er) = Y (@+Ab) =D a;+A> b = S((a;)er) +AS((bi)er).
el el el

Ce qui prouve la linéarité de S. Soit (a;);er € (*(I) telle que ||(a;)er|| = 0.

Pour tout 7 € I, 'inégalité

la;| < ||(ai)er| =0

montre que a; = 0, par suite la famille (a;);c; est nulle. De plus, on vérifie
facilement que

M@ )erll = [M[I(as)es]

et que
I(a:)er + (bi)ier|l < [(ai)erl + [1(b:)ex]|-

Reste a montrer la continuité de 1'application S. Soit (a;);er € (*(I). On

a, | > a;| £ > |a;| pour tout n € N. Par passage a la limite lorsque n tend
i€Jn i€Jn
vers +00 on obtient :

1S((a:)ien)| = 1> _ ail = lim | > a

el 1€Jn
< lim > el =) lail = [l(a)erl-
n—-+00
1€Jn el

D’ou la continuité de S. [}
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2.2.2 Sommation par paquets

Le théoréeme de sommation par paquets pour les familles a valeurs com-
plexes ne permet pas de vérifier la sommabilité, mais elle permet de calculer
la somme d’une famille sommable en utilisant une partition de I.

Théoréeme 52 Soit (I))\cq une partition de I et (a;);cy est une famille som-
mable. Alors on a :

1. La famille (a;);c1, est sommable de somme Sy = > a;.
i€y,

2. La famille (Sy)rca est sommable.

3. L’égalité
DDV

i€l A€A A€Aicly,

Preuve. Soit (a;);cs une famille sommable de nombres complexes. La famille
(|a;|)icr est alors sommable. Le théoréme 36, montre que la famille (|a;|);cr,
est sommable pour tout A € A. Soit Sy = > a;. Comme, pour tout A\ € A,

1€y
1S3 <) el £ lail
€1y 1=y}

par suite, la famille (Sy)xca est sommable.
Pour établir le dernier point du théoréme on distingue deux cas :
— Si la famille (a;);c1 est a valeurs réelles. On écrit :

doa=) (a+lail) =) lail.

el el i€l

Comme les deux familles (a; +|a;|) et (|a;|);er sont positives, on applique
le théoreme 36 et on obtient ainsi

Yoa=Y Y @+la) -3 > fal

el A€Azely A€A €]y
=> QO (@+lah =D lah)=3 > a
AEA €]y, 1=3 BN AEA €]y

— Si la famille (a;);cr est a valeurs complexes. On écrit :

(a;)icr = (Re(a;))ier +i.(Im(a;))ier-
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En utilisant le cas réel on obtient :

Zai = ZRe(ai) + 1. Zlm(aq

el el i€l
=3 Y Re(a) i Y Infa) =3 e
AEAET AEAET A€A €],
Ce qui montre le théoréeme. [

En combinant les théorémes 52 et 36 on obtient le résultat suivant :

Théoréeme 53 Soit (a;);c; une famille de nombres complexes et (Iy)rca une
partition de I. La famille (a;);c; est sommable si, et seulement si, les deux
conditions suivantes sont réalisées.

1. Pour tout X\ € A, la famille (|a;|);cr, est sommable de somme

A

S)\: Z|a,~|.

1=3 5N

2. La famille (Sy)xca est sommable.

Dans ce cas on a :

da=) SHi=) )

i€l A€EA A€Aiely

2.2.3 Application aux séries

Dans le cas ou I = N, le théoréme 52 s’applique aux séries absolument
convergentes.

+00 1 2 +00 1
Exemple 54 Sachant que ngl =g on cherche a calculer n§0 Gn 1)

e (-1
t ;
‘ ngl n?

Les séries >

le théoreme 52. on obtient :

(=1)F
n2

1
et > 3 sont absolument convergentes, en appliquant

+0o0

Zi:

1

2)2+Z 2n+1 —_Zn Z‘)n+1

n=0

||M§
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Donc ‘
9 2 4 &
- (2n +1) 4con 8
et
+00 (—1)r B +0 +Zoc 1 - 152 +00 1
2 - 2 2 F T Lug® ‘ ok
= n — (2n) — (2n +1) 4 e == (2n+1)
Par suite,
o0 (—1) B 2
=
o n |

La proposition suivante montre qu'une série absolument convergente est
commutativement convergente.

Proposition 55 Sila série > a, est absolument convergente alors pour toute

n
permutation 0 : N — N la série > Ag(n) converge absolument et on a :
n

400 400
D o) = D on.
n:O n:O

Preuve. Le résultat se démontre en appliquant le théoréme 52 a la famille som-
mable (a,),cn et la partition (J, )nen de N définie par J, = {o(n)}nen pour
toutn € N. [

Attention : pour les séries semi-convergentes (convergentes mais non abso-
lument), le résultat est faux. Dans le cas d'une série réelle, on démontre
que, si on a une série semi-convergente »  u, et &« € R on peut trouver
une permutation o de N telle que la série } u,(,) converge vers a € R.

2.2.4 Suites doubles
Théoréme de Fubini

Afin d’étudier la sommabilité des familles indexées par N? (les suites doubles),
on utilise souvent les partitions suivantes de N? :

— Pour tout p e N, I, = {(p,q) : ¢ € N}.

— Pour tout ¢ € N, I,, = {(p.q) : p € N}.

— Pour toutn €N, I, = {(p,q) e N : p+ g =n}.

On en déduit donc par application du théoréme 53 le résultat suivant :
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Théoréme 56 (Fubini) : Soit (ap.q)(pq)en2 une suite double. Alors la famille
(ap.q)(p.g)en2 €st sommable si, et seulement si, l'une de ces conditions est réa-
lisée.
+00
1. Pourtoutp € N la série Y |a, 4| converge et la série Zo lay 4| converge.
q P g=

+00
2. Pourtoutq € N la série ) |a, 4| converge et la série Y > |a, 4| converge.

p g p=0
3. Pour toutn € N la série de terme général Y |a,q4| converge.
p+g=n
Et dans ce cas on a :
+00 400 +0o0 +00 +00
Z Ap.q = Z(Z Qp.q) = Z(Z Gpq) = Z( Z Qp.q)-
(p,q)EN? p=0 ¢=0 g=0 p=0 n=0 p+g=n

Exemple 57 Montrons l’égalité :

Jme  m 1+00 2n-1
Z—l_:,\.gn :Zﬁ pour tout z € C et |2| < 1.
n=1 - n=1 e

Remarquons, d’abord, que ces deux séries convergent, puisque

T 2n—1 e
e ~T i s Al —

1 400
En utilisant 1’égalité T = kz_:o(:Q")"‘ on obtient

400 +00 +00
> i D3

11—z i '
n=1 n=1 k=0

Montrons que la suite double (z2*+1m) ¢ 1 n. o est sommable. Pour k fizé,
la série Z|:|(2k+1)n est convergente, comme une série géométrique de rai-
n

|:|2k-:—1

+00
son |z|%*+D) < 1 et Zl|:|(2k+1)" = T— o ~ |z|***1, donc la série
n= ~
+00
> Y |2|@k+Dn est convergente. On a alors :

k n=1

+00 +00 +00 +00

Z L@k+1)n _ Z Z L (2k+1)n Z Z L @k+1)n

(n,k)EN* xN n=1 k=0 k=0 n=1
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par suite,
190  .m I 2k+1 I 2%k-1
Zl_dn :Zl_~2k—1 :Zl_;Zk—l'
n=1 - k=0 - k=1 -
Application 2 : Soit (a,4)( q)en-2 la famille définie par a,, = R si
+00 400
P # qetay,,=0sip=gq. On vérifie que les deux sommes Y > a,4 et
p=1lg=1
+00 +00
>~ > apq existent et sont différentes, ce qui montre que cette famille
g=1p .
n’est pas sommable. On pose H, = >_ —,ona:
k=1
I == , 1 1
hm pq= lim — —
p=lp#q
N—gq N+q
1 1 1
— lim — - -
e gt 2. k o, %)
p=1-¢.p7#0 p=l+q
li ; (1 H + Hn_g)
= lim —(-—
N—o0 29 'q N+e N=q
li 1(1 In(N +¢q) +In(N — q) +0(1))
= lim — (= —In(N n(N —
N—oco 2q ¢ . .
1
=57
s 1
D’ou 2 Bpg = @ Donc
p=1
400 400 +3C
1 | (-
3P ML} SESRERE)
g=1p=1 ~g=1 -

Il est clair qu'un calcul analogue montre que :

+00 +00 +oo 4 1
ZZam——-Z—-z:—ad?)
24~p 2
p=1g=1 p=1
D’ou
+00 400 +00 +00

ZZQM = _ZZQM

g=1p=1 q=1p=1
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Produit de deux séries absolument convergentes

Considérons deux séries absolument convergentes > a, et >_ b,. Une appli-
cation directe du théoréme de Fubini (cas d'une famille positive, théoréme 39)
montre que la famille (@, bp )3 m)cn? est sommable. On applique maintenant
le théoréeme 56, on obtient que

— La série de terme général > |ayby| converge. Donc, la série de terme
prg=n

G = Z apby = Z Apdp—p

p+g=n p=0

général

converge absolument et que :

+00 400 +00
Z Byl = Z Zapbq - Z Z ayb,
(p,q)EN? p=0 ¢=0 n=0p+g=n

Par suite, on a :
00 +00 400
> Cn= (a3 bo)
n=0 p=0 q=0
La série de terme général C, ZZZO apbn—p est appelée produit de Cauchy
de deux séries > _ a, et > by.

Proposition 58 Soient > a, et > b, deux séries absolument convergentes,
alors la série de terme général

n
Co= Y wigbg=Y agls ;
p=0

ptq=n

est absolument convergente et on a :

S e =(3 )3 by (2.8)
n=>0 p=0 q=0

Remarques : 1. Si les deux séries Y a, et Y b, sont convergentes mais
non absolument, la convergence de la série > | C, n’est plus assurée.

(__1)77,
vn

Par exemple. si a, = b, = pour tout n > 1, alors

n

_ (_1)p (_1)n—p — (_1\n 1
=L s - VL G

p=1 p=1
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- 1 . 2
Cal= ———23"——- =02
g}ﬂwgtﬁ g;p+n—p
Ce qui montre que C,, ne tend pas vers 0 et par suite la série > C,
diverge grossiérement.

Do

On démontre que si I'une de deux séries est absolument conver-
gente et I'autre est convergente alors la série ) C,, converge et on
a 'égalité (2.8), ce résultat est di a Mertens (cf. exercice 12).

Pour finir :
Pour étudier une famille (a;);c7, on procéde dans la pratique de la facon
suivante.
1. On commence par étudier la sommabilité de la famille des réels positifs
(|a;|)ier soit par
— Majoration des ses sommes finies.
— Application du théoréme 36, en considérant une partition convenable

de I.

— Application du théoréme de Fubini, dans le cas des suites doubles.
2. Ensuite, toute partition (I))yca de I nous ameéne a l'égalité

Sa=Y e

il ACAicl,

dans le cas de sommabilité.

3. Dans le cas ou I = N2, I'utilisation des partitions suivantes

Jo={(p,9):p+qg=n}oud, ={(p.q) : p X g =n},

est parfois utile.

2.3 Exercices

Exercice 1 : Etudier la sommabilité des familles suivantes :

1

L. (F)xé@ﬁ[l.%—oc[-

B, G s
(G eocay

1
3 Ty e ey
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1

4. (m)(pg)e(m*)Q oua>1et b -1 |
1
5. (E)neA avec
A = {n € N* : Iécriture décimale de n ne contient pas 9}.
1 . 9
6. (m)(n’m)e_A ouA=N \{(nn) PE N}
Exercice 2 : Calculer les sommes éventuelles suivantes :
+00 +00 1
L ¥ =
n=0p=n
1
2 — avec T > 1k,
(pg)e(m=)2 P74
plg
1
3- 2—q2-
(p.g)e(v*)* P
pged(p.q)=1
1

' (p,g.:gmz plallp+q+1)

Exercice 3 : Soit (v,),en une suite telle que > vp converge absolument.
Montrer que la série de terme général

+00
1 (k+ 1)vg
Up = our tout n > 1,
" 1) > % P =
k=n
+00
est convergente et calculer > u,.

n=1

Exercice 4 : Montrer que pour tout z € C tel que |z| < 1 on a I'égalité

+00 i) +00

D= = (Cmn) - 1),
00
ou((z) = > — pour tout = > 1.
n=1"

Exercice 5 : (Oral Mines-Ponts)

1. Montrer que la fonction exp(exp(z)) est développable en série en-
tiere et calculer son développement.
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o0 (<1)"
2. Méme question avec la fonction f(z) =
k=2 L +k
E 6 : (Oral C le). O By &
xercice 6 : ; trale). e f(T) =
(Oral Centrale). On pose f(t) 2 T

1. Déterminer le domaine de définition de f.
+00 (_1)n+ltn

2. Montrer que f(t) = pour tout t € |—1,1[.

n=1 1-t»
( 1)n+ltn
3. Montrer que la série de fonctions > (1 — t)l— converge uni-
formément sur [0, 1[.
. , =e(-1)p
4. Calculer tll;}l_(l —t)f(t). (On rappelle que Zl = —1In(2)).
- b

5. Montrer que f est développable en série entiére. Donner une inter-
prétation arithmétique des coefficients de ce développement.

Exercice 7 : Pour tout n > 1. on désigne par d(n) le nombre de diviseurs de
n et ¢(n) le nombre des entiers compris entre 1 et n qui sont premiers
avec n.

+00
1. Montrer 'égalité : ((x) Z p0u1 tout réel x > 1.
2. .

(a) Montrer que pour toutn > 1,on a: > p(d) =n.
din

(b) Déduire que :

p(n)

pour tout x > 2.

Tl
~|R]
AR

o

[l

G

nx

Exercice 8 :

1. Montrer l'existence et calculer la valeur de

+00 400

ZZ P+ +¢+1)

p=0 ¢g=1

o

En déduire la valeur de
*Z* E(yn)
—— n(n+1)

ou E(x) désigne la partie entiére de z.
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Exercice 9 : On définit la suite (uy, ),en= par
U, =N —((2) —¢(3) —.. —¢(n) pour tout n > 1.

1. Vérifier que pour toutn > 1, on a:

+00 1

= L G-y

J=2
2. Montrer que la série > (—1)"nu, converge et que
—+00
: 5 1
n o T
E (—1) Up = 1 . 5@(2)'

n=1

Exercice 10 : Soit € R tel que |z| < 1. Montrer que

+00 na™ +0o0 o +00
S =Y i =Y e
n::l n:]_ TL:l

ou, o(n) est la somme des diviseurs positifs de n.

Exercice 11 : (Oral Centrale ). Soit p : N* — {—1,0, 1} la fonction nommée
d’aprés Mébius qui, a un entier n, associe p(n) = 0 sin est divisible par le
carré d’'un nombre premier (i.e. il existe p premier tel que p? divise n) et
i(n) = (—=1)" sin a pour décomposition en facteurs premiers pi.pa...pr.
ou pi1,pa,...pr sont distincts deux a deux. Noter que comme 1 est le
produit de zéro nombre premier, on a u(1) = 1.

1. Soit n € N*\ {1}. Montrer que > u(d) = 0. En déduire que

din
io #2(22) - +o<} 1
On admet que 0‘502% = %

=1
2. Soit ¢ l'indicatrice d’Euler, qui a n associe le nombre d’entiers k
inférieurs & n vérifiant pged(k,n) = 1. On rappelle que

Z ¢(d) =n pour tout n € N*.
dn
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(a) Montrer que pour tout entier non nul n, on a :

> Zu(d) = ¢(n).

dn

(b) Montrer que pour tout > 0, on a :
e , % &g
> o) =5 3 w@ESG) +EGP)
1<n<z 1<i<e

ou E(y) désigne la partie entiére d'un réel y.

(¢) Déduire que

3a?
Z p(n) o il

1<n<az o

Exercice 12 : (Théoréme de Mertens). Soient > u, et > v, deux séries
convergentes. On suppose que la série ) u, est absolument convergente
et on pose pour tout n € N,

n n
W, = E UrUn—k = E UpVyq.
k=0

prg=n

Le but de cet exercice est de montrer que la série >  w, converge et que
+00 +00 +00
Y wn = un)O_vn) (2.9)
n=0 n=0 n=0

n
On pose V, = >_ v pour tout n € N.

k=0
n +0o0
1. Justifier I'écriture : Y wi = Y a,(n), ou
k=0 p=0
0 sip>n
ap,(n) = { - P
UpVn—p sip <N

2. En utilisant le théoreme de la double limite montrer la convergence
de la série Y w, et montrer I'égalité (2.9).
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2.4 Solutions des exercices

Exercice 1 :

1.

Pour tout n € N*, on pose

1
Jn:{1+E:1§k§n}§@ﬂ[1.+oc[.

Ona:

1 n k‘3
— = ——— — 400 quand n — +00.
a3 (1+k)3 q

Ce qui montre la non sommabilité de la famille en considération.

On a déja montré que cette tamille est sommable si. et seulement si.
a > 2 (ct. exemple 38). On donne une autre preuve par application
du théoréme de Fubini. La famille est sommable si, et seulement

; ; 1 ;
si, pour p fixé dans N*, la série > ———— converge et la série de
g (p+9)
+00 1
terme général S, = > ———— converge. La premiére condition
S P ( + )Q S
p=1 p q

est réalisée si, et seulement si a > 1. Etudions la convergence de
la série > S,. Nous commencons par chercher un équivalent simple

de S,. Par comparaison série-intégrale on écrit :

/q+l = < 1 < /q s tout ¢ > 1
< = ——— pour tout ¢ > 1.
q (p + t)Q (p + q)a q—1 (p e t)a

En sommant ces inégalités, on obtient :

/+°° dt /;oo dt
<GS |
STETE CED

1 1 . i &
(@-1)(p+1)>~t ~ (@ —1)pa-t’
11

ba— 1yp= 1"
est sommable si. et seulement si, o > 2.

donc

N
IN

Ce qui montre que S, ~ Par conséquent la famille
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. Par convexité de la fonction x — z

CHAPITRE 2. FAMILLES SOMMABLES

2. on obtient :

1
5(1)+q)2 <pPP+&<(p+9)

ce qui donne
1 - 1 - 2
ptgfe” W+ ~ +a™
[}
(p? +¢%)

1
(p+9)*
a > 1 (d’aprés 'exemple précédent).

Donc la famille ( )(p g)c(Nv=)2 est sommable si, et seulement

si, la famille ( )(p.q)c(1v+)2 est sommable si, et seulement si,

4. On écrit 'inégalité suivante :

o+ 0P > %\/EP\/B". (2.10)

. 2 1 ; 1
Comme les séries >, — et > —; convergent, puisque — et —
5 va 5 B

\/_ Vo

sont strictement inférieurs a 1, la famille ( ) (p.q)cN2 st som-

2
V@ Vb
mable. L’inégalité (2.10) montre que la famille (m)(p,q)e\;z est

sommable.

. Considérons la partition de A définie par :

ey = {k eN:10" <k<10"! — 1} N A pour tout n € N.

On a card(J,) = 8.9" car l'écriture décimale d'un entier p € J,
s’écrit p = p1.p2..pne1 avec 1 < p; < 8 et 0 < p; < 8 pour tout
2 <1i<n+ 1. Par suite

< ¥ 1=8i
neJd, k 10n ned, 10

) 9
et la série > 8.(=—)" est convergente. D’aprés le théoréme 37, la

famille est sommable.

. On consideére la partition (I,),cz- de 'ensemble A définie par :

I, = {(n.m):n —m = p} pour tout p € Z*.
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y 1
La famille ( -3 )(n.m)c1, N'est pas sommable, puisque
n2 —m?2
> mm |~ me
2 — 2| 2 27
o nz—m = m+1)2—-m
ik - 1 1 ,
et la série de terme général = diverge. Le

(m+12-m2 2m+1

théoréme 36 montre que la famille ( ) (n,m)cA D'est pas som-

n2 —m?2
mable.

Exercice 2 :

1
1. Montrons la sommabilité de la famille (—')(n.p)e__ﬂl ol
p-

A ={(n,p) :n <p}.

Pour tout p € N, on pose J, = {(n.p) : n < p}. Clairement, la
famille (J,),cn est une partition de A. Pour tout p > 1,

| |
mpes, P om0 PP
La série de terme général S, = — est convergente. Par ap-
g P g P
(nfp)er p.

1
plication du théoréeme 37, la famille (_,)(n.p)eA est sommable et on
p!

a
+00

p+1 X 1 1
Z pv Z _z’z:;(p_l)!+z = 2e.

|
(n.p)eA p=0 p:

D’autre part, en utilisant la partition K, = {(n.p):n <p}ona:

+00 +00
(n, p)EA n=0p=n?
. 1
2. Soit A = {(p,q) € (N*)?: p/q}. Comme la série Z—x converge
1
pour tout > 1, la tamille (— — ) (p.g)c(n+)2 est sommable, ce qui

p* g
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1
montre la sommabilité de la famille (_x'_x)(P~Q)€A' Pour chaque

p € N* on pose A, = {(p.kp) : k € N*}. La famille (A,)yen- est
une partition de A. Par suite

+00 +00 +00 +00 1
> =) o =((2)(20)
(r.g)€A P p=1k= 1 ¥ p=1 k=1 p

1
. La famille (]72_q2)(p?q)€‘4. o A = {(p.q) € (N*)2: pged(p.q) = 1}

1

2q?
tout d € N*, Ay l'ensemble {(p,q) € (N*)? : pged(p,q) = d}. La

famille (Ay)gen- est une partition de (N*)2. Pour tout d fixé on a :

> Z > e (2.11)

(p.q>e(N*>2p ¢ et

D’autre part. on a (p.q) € Ag si. et seulement si, il existe k, k' tel
que pged(k. k') =1.p = kd et ¢ = K'd. Donc

1 1
Z p2q2 - Z 224" (2'12)
(r.9)€A4 (kK )AL
Les relations (2.11) et (2.12) donnent,

Z _Z Z 212

PP o d

est sommable puisque la famille ( )(p g)e(n+)2 'est. Notons, pour

’ti

(r,q)€(N*) (k K)EA;
D’ou |
g L _ g LS
2 2 - k2k/2 — = 4 .
(p.g9)€A ¥ (kk')EAL ¢(4)
4. Posons, pour tout n € N, I'ensemble I,, = {(p.q) c N2 cptig = n}
On écrit :
> et =y
1! - | — 1
(p.9)EIln pq(p+q+1) p=0 p(n p)(n+1)
= (5)
B sl
n+1n s P
-’)n
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Qn
Comme la série de terme général m+ 1) est convergente, on en
1
déduit que la famille ( )(p.c)en2 €st sommable et on
1g! +a4+1 (r.9)€
.. plg(p+q+1)
+00
1 o 1
3 -5 2= e,
(p.q)EN? plgflp+q+1) “Zm+1)! 2
; ’ . k+1)v
Exercice 3 : Remarquons, d’abord, que la série > % converge car
k
k+1)v :
% ~ V. On écrit :

(k+1)e~
Sun=y3 BT

n>1 n k—'n
Etudions, donc, la sommabilité de la famille (an k) x)ca, avec
A={(n,k):n>1etn <k}et

1 (k+1)vk

n(n + 1) k pour tout (n,k) € A.

Qpn ) =

On considére la partition (Ji)ren+ de A définie par Jp, = {(n, k) € N*2 .
n < k}. pour tout k € N* (on fixe 'ordonnée). Appliquons le théoréme
de sommation par paquets a la famille (@, %)@ r)ca. On a pour tout
k € N* 'ensemble J;, est fini et

L1 (k41
23‘%k=§§ n+1) &

(n.k)eTn =

k
k+1 1 _ (b + 1y 1
Z:E n+¢ TR D T

La famille (Sg)ren+ est sommable, puisque la série >, vj converge. Par
suite la famille (an k)@ x)ca est sommable et

+00
D ank=) v
(n.k)eA k=1

Considérons la partition (K, ),exn- de A définie par K,, = {(n,k) € N*2:
n < k} pour tout n € N*. La sommabilité de la famille (an.k)(n.k)eA
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46
montre que pour tout n € N*, la série
Z 1 (k' + ].)e—k
- n(n+1) k
converge (qu'on le sait déja) et que la série
(k+ 1)vg,
D) D ML, W
n k>n n
converge. Par suite,
+00 +00 1 k + 1
2. nm ZGM—ZV
n= lk_n (n.k)eA
‘)
Exercice 4 : La série >, ——— converge pour tout 2 € C\{2,3,..} et on
pz2 P(P — %)
a pour tout 2 € Cet |2| < 1,
+00 2 +00 9 +00 9 +00 +00
I I TR I VAR W w e
p=2 p=2 5’ p=2 n=0 p=2n= 2

~

Soit z € C tel que |z| < 1. Montrons que la famille ((1:))")1,22,,122 est

sommable. Pour p > 2 fixé on a la série Y ., |=|" converge dont la
- P

somme est égale a

T

S = |:|n: o i
g nz:;p plp—1I=)  p?

~

Donc, la série de terme général S, converge. D’aprés le théoréme de

Fubini la famille ((=)*),>2,>2 est sommable. Par suite,
p’ /P22

+00 400 +00 +00
> =33 0r=33C)
p>2n>2 p=2n= 2 n= 2p—°
Il s’ensuit que
+0o0 +00 +00 ). +00 +00 ).
D s = 22N =2 2 GF
p=2 p p p=2n=2 p n=2 p=2 p

400

=00 +00
=Y Y= (em) - 1).

n=2 p=2 p n=2
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Exercice 5 :

L.

o

En utilisant le développement en série entiére de la fonction expo-
nentielle, on a pour tout réel .

k=0 k=0 " n=0
B +00 +00 "nxn §_ +00 +00 l{,‘n :L‘n B o’(n) .
“ZZ kin! —Z( k‘)? n! *
k=0n=0 n=0 k=0 n=
+00 Ln
ou,o(n) = > Tk pour tout n € N. Reste a justifier la permutation
k=0
knxn
(®). Il suffit de montrer que la famille (W)(k.n)ENQ est sommable
" ]
pour tout € R. Pour, k fixe, la série de > Tin] est sommable
~ kin!

ok |zt exp(k|x])

et >

exp(k |z
. et la série de terme général M

= kn! k! k!
est convergente.
Pour tout z € R\ {-2, -3, —4, ..}, la suite ux(z) = est posi-

z+k

tive a partir d'un certain rang et elle est décroissante, donc la série
définissant f vérifie, a partir d'un certain rang, le critére spécial des

séries alternées.

k=2n=0
| n
Pour tout £ fixé la série de terme général o, converge et on a
+00
o 12l 1 Jal Jal
n+l = L b T LY 5 T
o k k k 1_ [il k*—|z|k Kk

k
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+00 L
la série > > len|+l converge. Le théoréme de Fubini s’applique. On
n=1 K

en déduit que, pour tout x tel que |z| < 2,

+00 +00 400 n—+~k n +00 +00 (_1)k
0= 5 S =Y e i)
k=2 k=2n=1 n=0 k=2

+00
— n(n+1)(—-1)"a",
0

I

oo (_1\k
avec n(x) = +Z ( ki)

pour tout x > 0.

&
(=

Exercice 6 :

L.

[N

n

tn
14+1¢7

Pour tout réelt € |—1,1[on a ~ |t|", donc la série >

n

+

converge. Si [t| > 1 la série Zl diverge grossiérement. La

fonction f est définie sur |—1,1[.

. Pour tout t € |-1,1[, on a :

+00 +00 +00
g s k 1,k
f(t) = Z T =2 2 ()
n=1 k=1
_ +00 +00
=D (D™
k:]. n:l
—+00 (_1)k+1tk
N = 1= tk

Justification de ® : La famille ((—1)k+1t”k)(k,n)€N*2 est sommable.

En effet, pour tout n fixé dans N* la série de terme général |t|nk

E L - 2"
converge, de somme Y [t|"" = —, et la série > ————
2 T T
n
converge puisque — ~ |t|".
1 —[t]
(_1)n+1tn

La série I —o vérifie le critére spécial des séries alternées

T

pour tout ¢t € [0, 1] puisque la fonction h : z —
Int
(t —1)°

— est décrois-

sante ( A/ (z) = t* < 0). Soit N € N*, pour tout t € [0, 1],
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ona:
T (_1)n+1tn(1 5l < N (1—t)= N
= e —1-tN 1tttV
(|
< =,
- N
puisque t* <tV si k < n. Ce qui montre la convergence uniforme
1)? ltn
de la série ) )—t(l —t) sur [0, 1].
- nfltn -1 n+1
4. Pour toutn € N*, on a: limL(l —t) = (=1) et la série
t=»1 1-—-{" n
(_1)n+1tn
>~ (1 —1) converge uniformément sur [0, 1[. Le théoréeme

d’interversion des limites s’applique,

+00 n+l.n
: il (=11
}11}}(1 i) = 1ltn_“ri > -

+Z>C n_l,.]_

Z = Inl2).
5. Pour tout t € |—1,1[, on écrit :
+00

Soit, pour tout p € N* I'ensemble I, = {(n.k) : nk = p}. Comme
la famille ((~1)”+1tk”)(k.n)€Ni2 est sommable, par le théoréme de

(1-1)

+00 +00

_ Z z n+ltkn.

n=1 k=1

n 1tn

sommation par paquets, on obtient

f(t) - Z ( n+1tkn Z Z n+1tkn

(n.k)EN*2 =1 (n.k)€l,
+o0 +00
=S Y Fuhe =S X

Donc f est développable en série entiére sur |—1,1[. On a
x(p) =) _(-1)**,
n|p

c’est-a-dire, x(p) est la différence de la somme des diviseurs impairs
de p et la somme de diviseurs pairs de p.
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Exercice 7 :

1. On a déja montré (voir exercice 2) que

+00 1
= Y, =
(p.q)EN*2

D’autre part, en appliquant le théoréeme 37 a la famille

|

(px—q..c)(p,q)ew

avec la partition définie par J, = {(p.¢q) € N*2 : pg = n} pour tout
n € N*, on obtient :

+00
- ¥ LSy LSl s
(.g)en-2 n=1(p.g)etn ¥ n=1"" (pg)en
+0 4 +0
:nz::ln—xcard(Jn) :nz::l T(LZ)

(a) Fixons un diviseur d de n. Soit 1 < k <n on a pged(k.,n) =d
s1, et seulement si, il existe p,q premiers entre eux tels que
k = pd et n = qd. Ce qui revient a dire que l'ensemble

Ag={keN:1<k<netpged(k,n) =d}

Sy=1}

={pd:1<p < % et pged(p, 7

Donc, card(4y) = Q(%) Comme l'ensemble {1.2,..n} est la

réunion disjointe des ensembles (Ad)d|n- on en déduit, par éga-
lité des cardinaux, que :

Z =2 _¢(d.

d|n

Il

(b) On écrit :
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“(N)

Montrons que la famille (= )(n p)cn=2 est sommable pour tout

x > 2. Soit (Ji)ren+ la paltltlon de N*2 définie par
Je = {(p,n) € N*2 : pn = k}.

Pour tout £ > 1 on a:

7 1 k |
Z Y = Z Y]EZ) Lz Zp(n) = k_x = kx—l’

(p n)GJk (p.n)e.]k n[k

et la série de terme général > i( 3 est donc convergente.
(pm)edy P71

D’apreés le théoréme 37, la famille ﬂ) =2 est sommable
»n (n.p)eN
et
4100 +00
: p(n) p(n) o
n=1 n)eN k=1
Exercice 8 :
1. 1l suffit de montrer la sommabilité de la tamille
( 1 ) -
0+ o+ 7 +1) PO
1
On a, pour tout ¢ € N*, la série converge
TRy I
car
1 1
P+PF)p+a*+1)  p*
de plus
S+ ++1) gr+d® P+l
1

q?
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et la série > — converge. D’apres le théoréme de Fubini, la famille

q
1

((p +)p++1) )(p.q)cNxn+ est sommable et on a :
+00 e
(p’q)eNXN*(p+q)(p+q +1) p=0 ¢g=1 (p+4?) P+Q‘+1)
+00 400
g=1p=0 P+ (+¢*+1)

-3 L~
q=lq

2. Pour tout n € N*, on pose I, = {(p,q) € NxN*:p+ ¢? :n}.
En appliquant le théoréeme de sommation par paquets a la tamille

((p T+ 1))(p.q)€NXN* avec la partition (I, )necn+, on ob-
tient :
+00 1 +00 1
(p_q%\;w P+ p+E+1) nz::(( %gln ATk
- 1
- Egots nn+1)
B i card(Zl,)
= n(n+1)
_ X~ B
n(n +1)

3
I
=

Car. le nombre d’éléments de I, est le nombre des entiers ¢ € N*
tels que 1 < ¢® < n, égal & E(y/n). On en déduit que :
400
— E(vn) _ .
BV _ ).

n(n+1)

n=1
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Exercice 9 :

1. Une application directe du théoreme de Fubini montre que la famille

— )¢ . N* est sommable. On écrit donc :
(%) @Ryensxn\{1)

n n 400 400 n
YW= %= >=%
k=2 k=2 1i= 1 i=1 k=2
1 1
L= 1
1=2 1—-—
i
g +00 n-1_1
=n— —
i (i—1)
+00 1 +00 i
—n—1 -
" +z;i(z'—1) Z:zn(z—l)
+00 i
=n=2 Fa-D
1=2
+00 1
Ou on a utilisé le fait que 22 2(2 —T) =1
1)"n )
2. Ona: 3y (—1)f'nu, = >, Z n—1)" Etudions, donc, la somma-
n n =21
_1)n

bilité de la famille ( ).n)em=\{1})2- Pour i > 2 fixé, la série

P 1)

(-D"'n|_  n

in(i—1)| @G —-1)

entiére > na™ converge pour tout z tel que |z| < 1. En utilisant
+00

I'identité ) na™ = ——= pour tout = € ]—1,1], on obtient
n=1 (1 - :E)

”ic n o _ 1,1 1
—n(i-1) 2 B3 q(i+1)

de terme général converge, puisque la série

i S | 1

— + — — ————) est convergente. D’aprés
2 B3 i+ 1)) = P

Clairement, la série > (
)
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(—1)n )
in(i — 1)’ GmEC

le théoréme de Fubini, la famille ( «\{1})2 est som-

mable. Il vient :

+00 +00 +00

> 1P =3 3
n=2 n=21:1=2
+00 400

(—1)"
:Zzznz—l

=2 n=2

) nx® 00
Exercice 10 : On a g 7 — = E >~ n(2")*. Montrons, donc, la somma-
—& k=1
n n

bilité de la suite double (nz k)(n k)eN-xN+. Pour tout n € N* fixé, la

: k = k |z|"
série > n |z|*" est convergente, car 27| < let > nl|z["™" =n :
k k=1 1-— |I|
n
De plus, la série de terme général n 1| || | converge, puisque
— |z
n
T
n1|—||| ~n |z|". Ce qui montre la sommabilité de la famille considérée.
— |z

En appliquant le théoréme 56, on obtient

+00 +00 +00 ~+00 +00

O D I B S e
(n,k)EN* X N* n=1k=1 k=1n=1
En utilisant 1'égalité : :xi ny" (l—y—y)2 pour tout y € |—1,1[, il
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vient :
+00

Zl—xn—z 1—1

n=1

En considérant la partition (I,),cn- définie par I, = {(n,k) : nk = p}
pour tout p € N*, on obtient :

+00 +00 +00
Z na* = Z Z nzt = pr( Z
(n,k)EN* xN* p=1 (n.k)EI, p=1 (n,k)EI,
+00
=) o(p)z®
p=1

Exercice 11 :

1. Soit n un entier strictement supérieur & 1. La décomposition de n
en produit des facteurs premiers s’écrit n = p7*...p27. On a :

doud=pl)+ D> ).
dn 2<d|p1.p2..p»
Cette égalité provenant du fait que p(d) = 0 dés que d admet un
. . TN ..
facteur carré pz-z. D’autre part,il y a 1 tacons de choisir £k nombres

premiers parmi les p;, et chacun de ces choix fournit un diviseur de
n avec k facteurs, dont 1'évaluation de la fonction de Mébius est
(=1)%. Par suite

S u(d) =1+ Z(—1)k<i> = (1 + (=1)) = 0.
k=1 k

dln

(i)
i2

1
et ) — sont absolument convergentes, donc
J

la famille (ifz(_;z))(i-j)EN"Q est sommable. Donc

o Ix® M +00 ()
SEE. )_ 32 u
=1 =1 (@ j)E‘\!"Q (¢.5)EN*2

En considérant la partition (A, ),en- de N*2 définie par

A, ={(i,j) : i =n} pour tout n € N*
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et en appliquant le théoréme de sommations par paquets, on ob-

tient :
= ) p) _ L
RN IR S JIURS
(i,5)EN*2 n=1(i,j)EA, n=1 iln
0 si 1 too 1 £ (4
car %N(Z) = { 1 :Z z 1 Il s’ensuit que (izl 2_2)(2:1 %) =1

(a) Soit n € N*, on écrit :

La derniére égalité provenant du fait que > u(d) = 0sid # n.

dz
(b) On écrit :
ECG)(1+E(3))
3 2 HOER+EGD = 3 wli)———
“1<i<a . ]

(i.)] 1<i.j<a

= Y YO = Y o).

1<n<z in 1<n<z
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(¢) Pour tout z >0, on a :

E() E(2)

(X w)—+ 3 w)—E)

1<n<ez 1< <z 1<i<e
(2.13)

Le premier terme du second membre tend vers 0 quand x tend

05 x 2
1

| =
S}
L)
Il
N =

vers 'infini, car :

z
E(=) 1 1291 In()
. 1 < D — & = S i
> i) /| S X W@l <2 >~
1<i<e 1<i<z =1
¥
E(-)
Par suite lim > p(7) 2Z = 0. D’autre part, en utilisant
P00 1<i<n z

I'écriture y = E(y) — {y} pour tout réel y, on obtient :

2 T Ty . 2
E() -1=1
D ue)— = ) pe)t—t— gjz}
1<i<z 1<i<z
(i) pli) fz
— —=—2 5 =
e i2 121 x2 {z}
p(@) [z 2
ﬂéx?{?} '

& o5 s
Comme 0 < {—} < 11l vient
i

2 5 M5 = Y <L 5 s

1<i<z 1<i<z 1<
Donc
T 2
E(= .
lim > u(i) ) = lim_ Y ps)
Zz——+00 22 r—+00 i2
1<i<z 1<i<a
=Y
n 2 g2
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En utilisant I'égalité (2.13), on en déduit que :

lim iz Z ,’:(n):i.

z—+00 T w2
1<n<a
Exercice 12 :
1. On écrit :
n n k n n
E W = E E UpV—p = E E UpVp—p = EE:UP E Vr —p

n

n n—p
=S w(S =Yl

Posons pour tout p,n € N, a,(n) = { 0 P 2% Ons
UpVn_p
n o0
bien Y wr = Y ay(n).
k=0 p=0

2. La convergence de la série > w, est équivalente a la convergence

n
de la suite (Y wg)nen. Pour chaque p € N, on a :
k=0

Iim a,(n) = lm u o =, E Vrye
n_§+x p( ) n—>-+—3C p n p p n

La série ) a,(n) converge uniformément par rapport a n. En effet,
la convergence de la série > v, assure l'existence d'un réel M tel
que |V,| < M pour tout n € N. Par suite

Iap( j = |up —p| <M |up|-

et la série Y M |u,| converge. En utilisant le théoréme de la double
P
limite, on obtient

n o0
lim E wp = lim E ay(n) = E lim a,(n
n—-00 n—-+00 n—>—+—x
k=0 p=0
= 5 Up E B, = E | E Vp

p=0 k=0



Chapitre 3

Espace probabilisé

3.1 Modélisation d’une expérience aléatoire

3.1.1 Univers et événements

Une expérience aléatoire est une expérience pour laquelle on ne peut pas
prédire le résultat que 1'on va obtenir. On associe a une telle expérience un en-
semble qui contient tous les résultats possibles, appelé univers ou ensemble
fondamental. Cet ensemble est en général noté 2. Il peut étre fini. infini dé-
nombrable, ou infini non dénombrable. Un élément w € 2 est une réalisation
de 'expérience. ou éventualité.

Exemple 1 : On lance n fois un dé numéroté de 1 a 6. Chaque résultat est
un n-uplet (wy,ws,..,w,) ot w; € {1,2,..,6}. Donc Q@ = {1,2,..,6}".

Exemple 2 : On lance une piéce de monnaie jusqu’a I'obtention de la pre-

miére face. Si on s’intéresse au nombre de lancers nécessaires. alors

Q = N* U {oo} (le résultat oo veut dire qu'on n'obtient jamais face).
Si on s’intéresse au résultat obtenu, alors Q@ = {w; : i € N*} U {wy}
(A, Pala

. ——
ou wj; est le résultat : ( P,P..P,F) et wy = (P, P..) : tous les lancers
donnent pile. L'univers Q2 est dénombrable.

Exemple 3 : On lance une piéce de monnaie une infinité de fois. Un résul-
tat est une suite d’éléments a valeurs dans l'ensemble {P, F}. Donc,
Q = {P,F}". L’ensemble Q dans ce cas est infini non dénombrable (cf.
corollaire 23).

Exemple 4 : On s’intéresse a la durée de vie d'un appareil électrique. Alors
Q = R™ ou un résultat possible est un réel t € R™ qui représente la



60 CHAPITRE 3. ESPACE PROBABILISE

durée de vie de 'appareil. Dans ce cas aussi 'univers est infini non dé-
nombrable.

Lors d’une expérience aléatoire. on se donne une propriété que peut vérifier
un résultat de l'expérience. Par exemple, lorsqu’on lance un dé, on considére
la propriété «obtenir un nombre pair». On associe a une telle propriété un
sous-ensemble de I'univers appelé un événement. Comme exemple, lorsque
on lance un dé, 'ensemble {2,4,6} est un événement qui correspond a la
propriété «obtenir un nombre pair». Un événement est donc un sous-ensemble
de I'univers Q. Un événement A est réalisé si le résultat w de l'expérience
appartient a A.

— Dans l'exemple 1, soit A = {1} x {1.2....6}n—1 C Q. L’événement A

correspond a la propriété «obtenir 1 au premier lancer».

— Dans I'exemple 2, soit k € N* et Ay, 'événement «obtenir pile au (k—1)-

ieme premiers lancers». Alors, avec la premiére interprétation, on a
Ap = {k k+1, } U {OC}

Pour analyser une expérience aléatoire on commence par considérer une
"classe" d’événements.

Dans le cas ot 'ensemble € est au plus dénombrable (comme les exemples 1
et 2), cette classe est la plupart de temps I’'ensemble de tous les sous-ensembles
de Q, P(Q). Ainsi tout sous-ensemble peut étre considéré comme événement.

Dans le cas ou €2 est infini, non dénombrable, 'ensemble des parties de 2
est trés grand et plus complexe (penser par exemple a P(R)). et on concoit qu'’il
contienne des ensembles auxquels on ne peut associer aucune signification par
rapport a notre expérience. Le choix de P(£2) comme ensemble des événements
serait alors source de difficultés théoriques et on se restreint a une partie 3 de
P(€). Cette partie doit satistaire quelques conditions logiques :

1. L’ensemble Q est un événement, qu'on appelle événement certain.

2. Si A est un événement, son complémentaire A = Q \ A est aussi un
événement appelé événement contraire de A.

3. Une réunion dénombrable d’événements est un événement (stabilité par
réunion dénombrable).

Apreés avoir défini I'ensemble des événements (une partie de P(Q2) satis-
faisant les propriétés 1, 2 et 3). on associe a chaque événement un nombre
qui mesure sa vraisemblance de réalisation. Cette application ainsi définie sur
I'ensemble des événements est appelée probabilité. Reprenons donc depuis le
debut.
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3.1.2 Tribu ou c-algébre

Définition 59 On appelle tribu ou o-algébre sur un ensemble Q. toute par-
tie B de P(Q) satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Qe B.
2. SiAcBalors AcBi.e: B est stable par passage au complémentaire.
3. Soit (An)nen une suite d’éléments de B alors |J A, € B (B est stable

neN
par réunion dénombrable).

Exemples : 1. P(Q) est une tribu sur Q. (Si Q est au plus dénombrable,
on choisit en général P(Q) comme tribu).

2. {Q, @} est une tribu.
3. Soit A C Q, alors {Q,A.Z, @} est une tribu.

Définition 60 Un espace probabilisable est la donnée d'un couple (2, 1B) ou
B est une tribu sur 2. L’ensemble Q est appelé l'univers et tout élément de B
est un événement.

Exemple 61 Soit Q un ensemble infini non dénombrable. On pose
B={ACQ:AouAd=0Q\A est au plus dénombrable}

Alors (Q,B) est un espace probabilisable. En effet, on a Q € B puisque Q
est l'ensemble vide donc fini. De plus, par définition de B on a si A € B
alors A € B. Enfin, soit (Ap)nen une suite d’éléments de B, montrons que

l'ensemble A = |J A, € B.
neN
- Si pour tout n € N, A, est au plus dénombrable, alors A est au plus

dénombrable (cf. proposition 11) et donc A € B.
— Sinon, il existe un entier ng € N tel que A,,, est infini non dénombrable
donc A,, est au plus dénombrable. Comme

A=()4,C4,.
n€N

alors A est au plus dénombrable, donc A € B.

Vocabulaire : Soit (€2, B) un espace probabilisable.

Q est appelé événement certain.

1.
2. @ est appelé événement impossible.
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3. Deux événements A et B sont dits incompatibles si ANB = @.

Proposition 62 Soit (2, B) un espace probabilisable, alors :
1. g €B.

2. B est stable par intersection dénombrable : Si (Ap)nen est une suite

d’événements alors (| A est un événement.
n€N

3. B est stable par réunion et intersection finies : Etant donné Ay, As, .. A,

P P
p événements alors |J A, € Bet (| A, € B.
n=1

n=1 -

4. Si A,B € B alors B\A € B.

Preuve.

1. =0 € B.

2. Si (A, )nen est une suite d’éléments de B, alors A,, € B pour tout n € N.
Par suite : () 4, = |J 4, € B.

neN neN

p
3. Si A1,A2,..,A, € Bon écrit |J An = U A, avec A, = @ pour tout

n=1 neN

p
n >p+ 1. Comme A, € B, pour tout n € N, |J A, € B. De méme on

n=1
P
aVA.= () A €Bou A, =Q pour toutn > p + 1.
n=1 neN
4. Si A, Be Balors B\LA=BNAcB.
ce qui achéve la démonstration. o

Remarque : Il est simple de vérifier que l'intersection d'un nombre quel-
conque de tribus sur © est une tribu. Soit F une partie de P(Q2). La
plus petite tribu qui contient F est appelée tribu engendrée par F.
Par exemple, la tribu engendrée par une partie A € P(Q) est la tribu
{Q,A, A, z}. La tribu engendrée par une partie F de P(Q) est donc
I'intersection de toutes les tribus qui contiennent F.

3.1.3 Opérations sur les événements

Soit (Ap),en une suite d’événements.

— Une réalisation w € |J A, si, et seulement si, il existe p € N tel que
neN
w € A,. L'ensemble |J A,, décrit alors I'événement «au moins 1'un des
neN
événements A, est réalisé».
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— De méme l'ensemble [ A, est 'événement «tous les événements A,

neN
sont réalisés».
- Soit B = () U A4,. Remarquons que B est un événement, puisque
neENp>n
pour tout n € N, B, = (J A, € B (par stabilité de B par réunion dé-
p2n

nombrable) donc B € B comme intersection dénombrable d’événements.
D’autre part. une réalisation w € B si, et seulement si. pour tout n € N
il existe un entier p > n tel que w € A,. C’est-a-dire, B est réalisé si,
et seulement si, une infinité d’événements (A, ),cn sont réalisés. On en
déduit que B décrit I'événement «une infinité des événements A,.n € N
sont réalisés». L'événement B est appelé limite supérieure de la suite
(A )nen. noté nlil_gc sup A,.

— On vérifie de méme que I'ensemble C' = |J [ A, est un événement.

nENp>n

Une réalisation w € C si, et seulement si, il existe un entier n € N tel que
w € A, pour tout p > n. Donc C décrit I'événement «les événements
A, sont réalisés a partir d'un certain rang». L'événement C' est appelé

limite inférieure de la suite (A, )nen, noté lim inf A,.
n—oo

3.1.4 Systémes complets d’événements

La connaissance d'une famille au plus dénombrable d’événements (A4;);cr
qui constitue une partition de €2, joue un réle important dans le calcul des
probabilités (voir théoréme 79).

Définition 63 Soit (Q,B) un espace probabilisable. Une famille au plus dé-
nombrable (A;);c; d’événements est appelé un systéme complet d’événe-
ments si elle vérifie les conditions suivantes :
— Les événements A;.i € I sont incompatibles deux a deux, c’est-a-dire
A;NA; = pour tout i #j € I.
- Q= UiEI A;.

Exemple 1 : Dans le cas ou 2 est au plus dénombrable la famille formée par
les événements élémentaires ({w})ycn est un systéme complet d’événe-
ments.

Exemple 2 : Soit A € B, la famille (4, A) est un systéme complet d’événe-
ments.
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3.2 Probabilité

3.2.1 Deéfinitions et propriétés

Considérons un espace probabilisable (2, ), qui modélise une expérience
aléatoire, nous souhaitons associer & un événement donné un nombre réel qui
mesure les chances qu’il se produise. On définit une application sur B qui a
chaque événement A associe un réel P(A), appelé probabilité de A, compris
entre 0 et 1 : plus P(A) est proche de 0 moins I'événement risque de se réaliser,
plus P(A) est proche de 1 plus I'événement se réalisera souvent.

Définition 64 On appelle probabilité sur l'espace probabilisable (2. B) toute
application
Vérifiant :

i Q)= 1.

2. (o-additivité) : Pour toute suite d’événements (A,)nen incompatibles
deuz a deuz, la famille (P(Ay))nen est sommable et on a :

P(U 4,) = S P(4,).
n=0

neN

Définition 65 Un espace probabilisé est la donnée d'un triplet (2, B, P), ou
P est une probabilité sur un espace probabilisable (2, B).

Exemple : Reprenons l'espace probabilisé (2, B) de I'exemple 61. L'applica-
tion P : B — [0, 1] définie par :

pour tout A € B,

P(A) =0 si A est au plus dénombrable
P(A) =1 si A est au plus dénombrable

définit bien une probabilité sur (2, B). En effet :

— P est bien définie, puisqu'une partie de et son complémentaire ne
peuvent pas étre a la fois au plus dénombrables.

— On a bien P(Q2) = 1.

— Montrons la o-additivité de P. Considérons une suite d’événements
(Ay Jnen Incompatibles deux a deux.



3.2.

PROBABILITE 65

Si pour tout n € N, A,, est au plus dénombrable alors |J A, est au
nEN
plus dénombrable. Donc P(A,) = 0 pour tout n € N et

+00
P(|J 4n) =) _P(4,) =0.
=0

neN

Sinon, il existe un entier ng tel que A,, est infinie non dénombrable
(en particulier |J A, est non dénombrable). Comme pour tout entier

neN
n#ngonadAd, C A—n0 qui est au plus dénombrable, A, est au plus
dénombrable. Donc P(A,,) = 1, P(A,) = 0 pour tout n # ng et
P(U,enA4r) = 1. On a bien,

+00
P(|J 4n) =" P(4n).
=0

neN

Par suite (Q, B, P) est un espace probabilisé.

On énonce dans la proposition quelques propriétés fondamentales d’'une
probabilité.

Proposition 66 Soit P une probabilité sur un espace probabilisable (L2, B),
alors :

i,
A

+\

G

P(a)=10.
Pour tout A € B

P(A) =1- P(A).

Pour tout systéme complet d’événements (A, )nen. 0N a :

fp(An) =1,
n=0

Pour toute famille finie (A1, As...,A,) d’événements incompatibles deux
a deux on a :

p

P
P(| J4n) =D P(4n). (3.1)

n=1 n=1

Pour tous A.B € B.

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB). (3.2)
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6. L’application P est croissante :

Si A,B € B, A C B implique P(A) < P(B).

Preuve.

1.

o

Soit (A, )nen la suite d’événements définie par A,, = & pour tout entier
n € N. La o-additivité de P implique que la série > P(&) converge, soit
Plz) =0

Soit A un événement et (A,),cn la suite d’événements définie par :
Ay = A, A; = A et A, = @ pour tout n > 2. Par la o-additivité de
I'application probabilité, il vient

+00
1=P(Q)=P(|J 4n) =) _P(4,) = P(A) + P(4). (3.3)
n=0

neN

Conséquence directe de la définition de la probabilité.

4. Soient (B, )nen la suite d’événements définie par By = @, B,, = A,, pour

1<n<petB, =@ pour tout n > p+ 1. Alors, par la o-additivité de
o0 &

+0o0 +00

p p
P(|JAn) =P(UBx) =) P(B:)=) PA,). (34
n=1 0 n=0 n=1

En utilisant 'égalité :
AUB=(ANB)U(ANB)U(AUB),
et en appliquant (3.1), on obtient :
P(AUB)=P(ANB)+P(AUB)+ P(ANB). (3.5)
D’autre part, comme A = (ANB)U(ANB),
P(4)=P(ANB) + P(ANB), (3.6)

de méme on a :

P(B) = P(AUB) + P(ANB). (3.7)

Les égalités (3.5),(3.6) et (3.7) permettent de conclure.

6. Si A C B, on écrit B =AU (B\A). Par conséquent,

P(B) = P(A) + P(B\A) > P(A)
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Ce qui achéve la preuve. [

La o-additivité de l'application probabilité peut étre généralisée ainsi :
Pour toute famille d’événements incompatibles deux a deux (A;);cr ou I est
au plus dénombrable, la famille (P(A;));c; est sommable et on a :

P(|J4i) = > _P(4).

i€l iel

L’égalité (3.2) se généralise a I'union finie d’événements. Plus précisément,
on a la formule de Poincaré : Pour tous événements A;, As....A,.on a:

P(UA)=S(-)* Y  PAyNn4yn.ndy).| (38
k=1

=1 151 <o <. <t <n

On démontre ce résultat par récurrence (voir aussi l'application 144).

Application 67 Le pourcentage des étudiants qui passent les concours X,
ENS et Mines-Ponts est donnée par, X :40%. ENS : 30%. Mines-Ponts : 60%.
X et ENS : 10%, X et Mines-Ponts : 50%, ENS et Mines-Ponts : /0% et
1% des étudiants passent les trois concours. Par une application directe de la
formule de Poincaré, le lecteur peut établir que 31% des étudiants passent au
Moins un concours.

3.2.2 Modélisation d’une expérience aléatoire

On se place dans le cadre ou 'univers Q est au plus dénombrable (qui est
le cadre du programme officiel). On choisit en général P(£2) comme tribu. Soit
P une probabilité sur (2, P(Q2)). Comme la famille ({w}),cn est un systéme
complet d’événements, la famille de réels positifs (P({w}))weq est sommable
et on a:

> P{wh) =1

we

Inversement, toute famille sommable de réels positifs (ay,),cq telle que
Za'*' = 1, permet de définir une probabilité sur I'espace (22, P(Q2)).

wEN

Proposition 68 Soit Q un ensemble au plus dénombrable et (o,).cq une

famille sommable de réels positifs telle que Zaw = 1. L application P définie

we
par

P(A) = Z o, pour tout événement A € P(Q),

weA
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est une probabilité sur (Q,P(£2)).

Preuve. Il suffit de vérifier que 'application P vérifie les propriétés 1 et 2 de
la définition 64. Remarquons, d’abord, que pour tout événement A, la famille
(w)wea est sommable, puisque la famille (a,),cq est sommable, et on a

OSZQUJSZQW:L
weA weQ

ce qui montre que l'application P est bien définie et & valeurs dans [0, 1].
D’autre part. par définition de 'application P, on a :

= Za’w:L

weQ

Soient (A )nen une suite formée par des événements incompatibles deux a

deux et B = |J A,. La famille (A, ),cn est une partition de B. D’apres le
neEN
théoréme de sommation par paquets appliqué a la famille sommable (o, ).cB,

on obtient :
+00 +00
S5 SLES 35 SET 0%
n=>0

wEB n=0wecA,
Ce qui achéve la démonstration. o
Remarque : Ainsi, Pour définir une probabilité sur 'espace (2, P(Q2)), dans
le cas ou Q est au plus dénombrable, il suffit de définir la probabilité des
événements élémentaires P({w}) pour tout w € Q, de telle sorte que la
famille (P({w})),cq soit sommable et de somme égale a 1. La famille
P({w})wecq est appelée une loi de probabilité sur Q.

Exemple 69 Sur l’espace probabilisable (N*,P(N*)) on définit une probabilité
P en posant :

1
P({n}) = Sz Pour tout n € N*,

En effet, on a P({n}) > 0, pour tout n € N*, et

L)
ZP{"} Zg()n?“cm‘l‘

n=1

Soit k € N* et Ay, l'événement «l'entier est multiple de k», alors :

= Y P({n}) = ZP{nk} ZW:%.

n€A, n=1
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Exemple 70 (Suite de lancers). On lance une piéce de monnaie jusqu’a 0b-
tenir pile. Une série de lancers s’achéve par l'obtention d'une pile. Par suite
cette épreuve peut étre modélisée par l'univers Q = {w; : i € N*} U {wx} avec
(z—1) fois

= (F,F,..F,P) et we = (F.F,...), correspondant au cas ot on n'obtient
]amazs pile. On considére la tribu P(Q2). On définit une probabilité P, en po-
sant :

P({w;}) = (1 —p)''p pour tout i € N* et P({ws}) = 0.

avec p € ]0,1[. On va voir que lespace probabilisé ainsi défini, modélise la
suite des lancers indépendants lorsque la probabilité d’obtenir pile est p.
Probabilité uniforme sur un ensemble fini

Soit 2 un ensemble fini. La probabilité uniforme sur (2, P(Q2)) est la proba-
bilité pour laquelle les événements élémentaires ont tous la méme probabilité,
c’est-a-dire :

1

P{w}) = —— r tout w € .
({w}) poT pour tout w €

Par suite, pour tout événement A on a :

ZP ({w}) = card( A)

weA

Remarque : On ne peut pas définir une probabilité uniforme sur (2, P(Q2)),
dans le cas ou Q est dénombrable. En effet, si tous les événements élé-
mentaires ont la méme probabilité c’est-a-dire P({w}) est constante, la
sommabilité de la famille (P({w})),cq entraine que P({w}) = 0 pour
tout w € Q et par suite P(Q) = 0, ce qui est absurde.

Probabilité de la réunion d’événements non incompatibles.

Etant donné un espace probabilisé (22,5, P), souvent on cherche la pro-

babilité d'un événement A € B qui s’exprime sous la forme A = |J A, ou
neN
A= ) A, avec (A, ),en est une suite d’événements dont on connait la pro-
nEN

babilité de chaque événement A, ., pour tout n € N. Les deux résultats suivants,
qui sont des conséquences de la o-additivité de 'application probabilité, nous
permettent de conclure dans le cas ou la suite des événements (A, ),cn est
monotone.
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Théoreme 71 Propriété de continuité croissante : Soient (2, B, P) un
espace probabilisé et (A, )nen une suite d’événements croissante, c’est-a-dire
telle que A,, C A, 11 pour tout n € N. Alors,

P(| JAn) = lim_P(Ay).

n—+00
neN

Théoréme 72 Propriété de continuité décroissante : Soient (2, B, P)
un espace probabilisé et (A, )nen une suite d’événements décroissante, c’est-a-
dire telle que A1 C A, pour tout n € N. Alors,

P(()An) = lim_P(Ay).

n——+00
neN

Preuve. (Théoréme 71). L'idée est de construire a partir de la suite (A, ) en
une suite d’événements (B, ),cn, incompatibles deux a deux et telle que

B, = [ JAx.

n€N neEN
On considére la suite d’événements (B, ),cn définie par :
By =Ag et B, = A,\A,_1 pour tout n € N,

— (Bp)nen est une suite d’événements incompatibles deux a deux. En effet,
sin #m (par exemple n < m) alors

B,CA,CApn_1et By, =4, NAp_1C An-1,

donc B, N B,, = <.
n
—Ona:A, = UB;. Eneffet,si 0 < i <n, B; C A; C A,. donc
=0

n
U B; C A,,. D’autre part, soit w € A,, il existe un plus petit entier k
=0
n
dans {0,1,...,n} tel que w € Aj. Donc w € By, par suite w € |J B;. Ce
. =0
qui montre que A, C |J B;.
=0

n
—Oua: |J) B,= |) 4., paisque |} A= |} |l Bi= |] By
neN neN neN neN:i=0 neN
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Par o-additivité de P. on obtient :

P(A4,) = P({JBi) =) P(Bn).
=0

=0

donc

Pl ] &) =F( ] B,) = Z P(B,) = lim_ > P(B,)= lim_P(4,).
n=0 =0

n—=+00
neN neN

Ce qui achéve la preuve. o
Preuve. (Théoréme 72).La suite (A, )ncy est une suite croissante d’événe-
ments. En appliquant le théoréme 71, on obtient :

P(()4=)=P(| | Z)=1-P(| JE) =1 - lim P(A,)= lim P(A,),
neN neN neN
et la propriété est démontrée. [ |
Vocabulaire : Soit (€2, B, P) un espace probabilisé.
1. Tout événement de probabilité 0 est dit événement négligeable
(ou presque impossible).
2. Tout événement de probabilité 1 est dit événement presque cer-

tain (ou presque sur).

Attention : Un événement négligeable n’'est pas forcement l'événement im-
possible (voir I'exemple 70). De méme un événement presque certain
n’est pas en général I'événement certain. Ces deux notions dépendent du
choix de la probabilité P.

Comme corollaire du théoréme 71. on a :

Corollaire 73 Soit (A, )nen une suite d’'événements telle que la série > P(A,,)
converge. Alors

+00
P(|JAn) <D P(4y).
n=0

neN

Preuve. Montrons d’abord la propriété suivante : Pour toute tamille d’événe-
ments Ag.A;....A, on a:

n

P(

4) <3 P(,). (39)
=0 :=0
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La propriété est vraie si n = 0. Supposons que l'inégalité (3.9) est vraie pour
toute familles d’événements Ag,A;,..,A,. Considérons (n + 1) événements

n
Ag,Ag, .., Ap, Ayt et posons A’ = |J A;. On écrit :

=0
P(| JAi) =P(A UA,1) = P(A) + P(Ans1) — P(A N Api1)
= n n-+1
< P(A') + P(Ant1) = P(|J Ai) + P(Ans1) <D P(An
=0 2

Considérons, maintenant, une suite d’événements (A, ) en. Soit (B, ),cn la

n
suite d’événements définie par B,, = |J A; pour tout n € N. Comme (B, )pen
=0
est une suite croissante d’événements et |J B, = |J A,. on obtient :
neN neN
P(|J Ax) =P(|JBs) = lim_P(B,). (3.10)
n—-+00
n€EN neN

D’apres l'inégalité (3.9), il vient :

Comme la série de terme général P(A, ) converge, on en déduit que

+00
P(|J 4,) = lim P(B,) < lim Zp 1=% P
1=0

n—+00 n——+00
neN

Ce qui montre le résultat. [ |

Remarque : Soit (A, ),cn une suite d’événements. L'égalité (3.10) s’écrit :

P(|JA4n) = lim P(nAz-). (3.11)

n—-+00
neN

L’égalité précédente se voit comme une généralisation du résultat du
théoréme 71. En passant par les événements contraires, on démontre de
méme |'égalité :

P(()An) = lim P(ﬁAi). (3.12)
=0

n—-+400
neN
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Ces deux égalités sont utiles en pratique, puisqu’elles n’exigent pas la
monotonie de la suite (A, ),en.

Une conséquence immédiate du corollaire précédente est :

Corollaire 74 Une réunion auw plus dénombrable d’événements négligeables
est négligeable.

Preuve. Soit (A, ),cn une suite d’événements négligeables. Comme

+00
P(|JAn) <Y P(4n) =0
n€EN n=>0
alors P(|J A,) =0. [

neN

3.3 Probabilité conditionnelle et indépendance

3.3.1 Probabilités conditionnelles
Définition

La notion de probabilité conditionnelle apparait naturellement lorsqu’on
connait une information d’avance sur le résultat d'une expérience aléatoire.

Théoréme 75 Soient (2, B, P) un espace probabilisé, et B un événement non
négligeable. L application Pg : B — [0,1] définie par :

— P(ANB)

Pp(A) = P(B) pour tout A € B.

est une probabilité sur l'espace probabilisable (2, B), appelée probabilité condi-
tionnelle relative a B.

Preuve. On a Pp définit bien une application de B dans [0, 1], puisque on a
0 < P(ANB) < P(B). Il est clair que Pg(Q2) = 1. Soit (A, )ren une suite
d’événements deux a deux incompatibles. Comme la suite (B N A, ),cn est
formée par des événements deux & deux incompatibles, on aura :

+00
PBN|JA)=P(|JBnN 4,))=> PBN A,)
n=0

neEN neN
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En divisant cette égalité par P(B) on obtient

+00
Pp(|] 4n) =) Ps(4n).
=0

neN
Ce qui achéve la preuve. [ |

Vocabulaire : Pour tout événement A € B, Pg(A) noté aussi P(A | B), est
appelé probabilité de A sachant B.

La notation P(A | B) est plus commode que Pg(A) si l'expression de B est
un peu compliqué.

Remarque : Dans cette définition de la probabilité conditionnelle, I'idée est
que, sachant que B est réalisé 'événement intéressant n’est plus 'événe-
ment A de départ mais plutét A N B. L’application A — P(ANB) n’'est
pas une probabilité puisque I'image de 2 n’est pas 1. Pour en faire une
probabilité, il suffit de la renormaliser en divisant par P(B).

Exemple 76 On lance deux dés numérotés de 1 a 6 d'une facon indépendante.
L’expérience est modélisée par la probabilité uniforme sur l'espace probabilisé
WL, PR, a8 0 = {1,2, ...6}2. On cherche a calculer la probabilité d’obtenir
une somme paire sachant que le premier dé donne 1. On considére les événe-
ments A et B, avec A «obtenir une somme paire» et B «le premier dé donne
1». La probabilité cherchée est :

_P(ANB) card(ANB) 1
FEA | E)= P(B) ~  card(B) 2
puisque
AnB=4{(1,1),(1,3),(,5)}
et

B ={(1,1),(1,2).(1,3),(1,4),(1,5), (1,6)}.

La connaissance de la probabilité conditionnelle P(A | B) permet de cal-
culer la probabilité P(A N B). Voici une illustration simple.

Exemple 77 Lors d'une étude sur une population donnée, on suppose que la

probabilité p, qu’une famille ait n enfants est p, = (g)" pour tout n > 1. On

|
suppose que la probabilité qu'un enfant soit une fille ou un gar¢on est —. On
veut calculer la probabilité qu’une famille ait exactement trois filles et pas de
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gargon.
On consideére les événements A et B définis par A «la famille a trois enfants»
et B «la famille a trois filles». La probabilité cherchée est donc P(BNA). Or,
par définition de la probabilité conditionnelle, on a

P(BNA)=P(B|A)P(A).

D’autre part. la probabilité pour qu'une famille ait trois filles sachant qu’elle

a trois enfants est (3)3. donc la probabilité cherchée est

&

1

PBNA) = () x (5 = 5o

216°

Formule des probabilités composées

Nous venons d’utiliser dans 'exemple précédent la formule :
P(ANB)=P(B)P(A|B).

Cette égalité peut étre généralisée pour calculer la probabilité d'une intersec-
tion finie d’événements.

Théoréme 78 Soit (A1, As, .., A,) une famille d’événements, (n > 2), d'un
espace probabilisé (2, B, P) tels que P(A1 N As..N A,_1) >0 . Alors, on a :

P(A1NA2..NA,) = P(A1)Pa,(A2)Pa;na,(A3) ... Pajnasn.a,_ 1 (An).
(3.13)

Preuve. Toutes les probabilités conditionnelles dans cette formule sont bien
définies, puisque pour tout k£ € {1,2,...,n — 1},

P(A1NAs2..NAg) > P(A1 N As..N Ap_1) > 0.

Le membre de droite de 1'égalité (3.13) s’écrit, par définition d'une probabilité
conditionnelle :

P(A1).Pa,(A2).Pa;nas(A3) ... Payndsn.An_1(An) =
P(A )P(A1 NAs) P(Ai1NAsNA3) P(AiNAsN..NA,)
1

P(41) =~ P(AinAdy) “P(A1NAs.NAn 1)

et I'on conclut par simplification. [ |
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Formule des probabilités totales

La formule des probabilités totales permet de calculer la probabilité d'un
événement connaissant un systéme complet d’événements. Commencons par
un exemple simple. Soit A un événement tel que P(A) € ]0,1[. La famille
(A, A) est un systéme complet d’événements, donc pour tout événement B, on

a B =(BNA)U(BnNA). Par o-additivité de P, on obtient
P(B)=P(BnNA)+P(BNA)=P(B|A)P(A)+ P(B|A)P(A).
Plus généralement. on a :

Théoréme 79 Soit (A;);c; un systéme complet d’'événements dans un espace
probabilisé (Q, B, P) tel que P(A;) > 0 pour tout i € I. Pour tout événement
BeB, ona:

P(B) =) P(4;)P(B | 4).
i€l

Preuve. Soit B B.on a:

B=Bna=Bn|J4 = JBnA).
el el

Par o-additivité de l'application P, on aura :

P(B)=) P(BNA;) =) P(A)P(B|A)
el 1=y

La formule est ainsi démontrée. |

Exemple 80 Un mobile se déplace sur les sommets dun triangle ABC. Si a
linstantt =n € N, le mobile se trouve en un sommet du triangle il se déplace
a l'instantt =n + 1 en l'un des deux autres sommets avec équiprobabilité. A
l'instant t = 0 le mobile est en A. On cherche a calculer les probabilités a,, b,
et ¢, pour que le mobile a l'instant n soit, respectivement, en A en B et C'.
Considérons les événements A,, «le mobile est en A a l'instantt =n», B, «le
mobile est en B a l'instantt = n» et C,, «le mobile estenC at =n». On a:
a, = P(A,), b, = P(B,) etc, = P(C,). Il est clair que ag = 1, bg = co = 0.
Soitn > 1, on a (Ap—1,Bn-1,Cpn_1) est un systéme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales, on a :

A = an~1P(An | An—l) . bn-—lp(An | Bn—l) o cn—lID(fln | C'n—l)

bn = an-—lp(Bn | An—l) + bn—lp(Bn I Bn~1) T+ Cn~1P(Bn | C'n—l)
Cn = an-lP(Cn | An-—l) T+ bn——lp(Cn | Bn—-l) + cn—lID(Cjn I C(n-—l)
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Comme
1
P(Ay | An-1) =0 et P(Ay | Ba_1) = P(Ay | Caa) = 5.
on obtient le systéme suivant
f i
U, = §(bn_1 +Ca-1)
1
£ e, = E(an—l : 3 cn—l) (3'14)
1
L Cn = 5(an—1 T bn~1)
Qn
En posant. X,, le vecteur de R® défini par X,, = b, et M la matrice
Cn

définie par
1 0 1 1
M = = 1 01
“\1 10

le systéme (3.14) s’écrit : X, = M X,,_1 pour tout n > 1. On obtient par

récurrence :
X, = M" Xy pour toutn > 1.

La matrice M est diagonalisable, puisqu’elle est symétrique réelle. Des calculs
simples montrent que M s’écrit :

-3 0 0
M=P| 0 1 0 |P
0 -4
1 1 0
avec P = -2 1 -1 |. Par suite,
1 1
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aprés calcul, on trouve

F . 2 1x® . 1
= 5(‘5) T3
1 4 1§ 1
j o= 5‘5(“5) T
I 24 1%® 1
| B 27*5(’5) 5

On aurait pu remarquer que, pour n € N*, a,_1 +b,_1 + ¢c,_1 = 1. Donc, la
suite (an)nen Vérifie :

1
= —5(an_1 — 1) pour tout n € N*,

1 1
La suite de terme général a,, — 3 est géométrique de raison —3° Par suite

1, 1, 1. 2¢ 1y°
tn-g=(yra-p=3(-3)"

W 2 _1”+1
"3\ 2 3

De méme, on calcule b,, et c,.

Ce qui donne

Exemple 81 On considére n urnes, Uy, Us,..,U,. Chaque urne Uy contient
k boules rouges et (n + 1 — k) boules blanches. On choisit une urne avec la
probabilité de choisir Uy, valant ak, (o constante). On tire une boule de l'urne
choisie. Calculons la probabilité d’obtenir une boule rouge.

Notons, pour tout entier k € {1,2,..,n}, Ay l'événement «on choisit 'urne
Up». Les événements Ay, 1 < k < n, forment un systéme complet d’évé-

nements. Comme P(Ay) = a.k, pour tout 1 < k < n, on en déduit que
n

Z a.k=1, dou
k=1
1 2
Q= = = 5
n(n +1)
3 &
k=1

D’autre part, Soit R l'événement «obtenir une boule rouge». En appliquant la
formule des probabilités totales, on a :

P(R) =) P(Ar)P(R|Ay).
k=1
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A

k
Par hypothése, P(R | Ar) = T par suite

n k,'2

2 = nn+1)2n+1) 2n+1
B = ' o = :
P(R) ;an—}-l n+1 QZ 6n(n + 1)2 3n+1)

Formule de Bayes

Le théoréeme de Bayes est une conséquence immédiate des probabilités
conditionnelles et de la formule des probabilités totales.

Théoréme 82 Formule de Bayes : Soit (A;);c; un systéme complet d’évé-
nements d'un espace probabilisé (Q, B, P) tel que P(A;) > 0 pour tout i € I.
Soit B un événement non négligeable. Pour touti € I, on a:

P(B | A;)P(A:)

S P(Ay)P(B | Ax)
kel

P(A; | B) =

Preuve. Il suffit d’écrire les égalités :

P(BNA;) P(B|A;)P(A)
P(B) P(B)

P(4; | B) =

puis d’appliquer la formule des probabilités totales au dénominateur. |

Remarque : Soient A et B deux événements tels que P(A) €0, 1] et
P(B) > 0. Alors :

P(B|A)P(A)

PAIB) = 55T 0P@) + P(B | DP@E)

Exemple 83 On considére un nombre infini d'urnes (U, )pen+. Pour chaque
n € N, U, contient n boules rouges et 2n boules blanches. La probabilité de
choisir l'urne U,, est ae™ (a € R). De l'urne choisie on tire une boule et on
obtient une boule rouge. On se propose de chercher la probabilité p;, pour que
cette boule provienne de l'urne U,. Soit A,, l'événement «choisir l'urne U, » et
R l'événement «on tire une boule rouge». Un systéme complet d’événements
est {A, :n € N*}. La probabilité cherchée est pr = P(Ay | R). Par la formule

de Bayes, on a :

P(Ax | R) = — j<R | Ax)P(Ax)

S P(R| An)P(A,)

n=1
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1
Par hypothése, on a pour toutn > 1, P(R| A,) = = = 3 Donc,

3n

~k

Q
Pk =7 +3x — ¢~ (k-1) (1- e—l) .
3,5

3.3.2 Indépendance d’événements

Quand I'information donnée a priori sur un phénomeéne aléatoire n’a aucune

influence sur la réalisation d'un autre phénomeéne, par exemple, lancers de

deux dés, ces phénomeénes aléatoires sont dits indépendants. Cette hypothése

d’'indépendance sera fondamentale dans toute la théorie des probabilités, et

simplifiera beaucoup les calculs.

Indépendance de deux événements

Définition 84 Soit (2, B, P) un espace probabilisé. Deux événements A et
B € B sont dits indépendants, si

P(ANB) = P(A)P(B)

Remarques :

1. Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles alors A

et B sont indépendants si, et seulement si, P(A | B) = P(A). ce
qui est équivalent aussi & P(B | A) = P(B) (la réalisation de I'un
n’'influe pas sur celle de 'autre).

. L'indépendance et l'incompatibilité sont deux notions totalement

différentes. Deux événements incompatibles A et B avec P(A) >0
et P(B) > 0 ne sont jamais indépendants.

. L'indépendance est une notion qui dépend de la probabilité. C’est-a-

dire que deux événements peuvent étre indépendants dans (Q2, B, P;)
et non indépendants dans (Q, B, Ps).

Exemple : On lance simultanément deux dés ordinaires équilibrés.
On considére les événements A «le premier dé donne 4», B «le
deuxiéme dé donne 3» et C «obtenir une somme égale & 7». Par
équiprobabilité on a :
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1
et P(ANB) = 0" Ce qui montre que A et B sont indépendants dans

(2,P(Q2), P), ce qui peut étre déduit de I'énoncé puisque le résultat
du premier dé n'influe pas sur le résultat du deuxieme dé. Considé-
rons maintenant la probabilité conditionnelle relative a C, Pr. On
a:

_PANC) _ cad(ANnC) _ 1
FPo(4) = P(C) — card(C) 6’

car

(ANC) = {(4,3)} et C = {(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2), (6, 1)},

1 1
On démontre de méme que Pc(B) = G et que Pc(ANB) = s Par

suite les deux événements A et B ne sont pas indépendants dans

(Q,P(Q), Pe).

Proposition 85 Soient (2, B, P) un espace probabilisé et A et B deux évé-
nements indépendants. Alors, les événements A et B sont indépendants.

Preuve. Il suffit d’écrire :

P(ANB) = P(A) — P(ANB) = P(A) — P(A)P(B)
— P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B).

Ce qui montre I'indépendance des événements A et B. [
On en déduit que :

1. Sile couple (A, B) est constitué d’événements indépendants, alors il en
est de méme pour les couples suivants : (A,B), (A, B) et (A, B).

2. Si A est un événement presque certain (P(A) = 1), il est indépendant
de tout autre événement B. Car, P(ANB) =0= P(A)P(B) donc A et
B. et par suite A et B, sont indépendants.

3. Si A est un événement non négligeable, alors Py = P si, et seulement si
A est un événement presque certain. En effet, P4 = P implique que A

est indépendant de tout autre événement B en particulier, A et A sont
indépendants donc P(A) = 1. Le deuxiéme point montre la réciproque.

Indépendance d’une famille d’événements

On se propose de généraliser la notion d'indépendance au cas d’'une suite
d’événements. Examinons d’abord la situation suivante.
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Exemple 86 Lors dune enquéte, on teste une famille a 2 enfants. On consi-
dere les événements A«les deux enfants sont de sexes différents», B «l’ainé
est un gar¢con» et C «la cadette est une fille». Evidemment

P(A) = P(B) = P(C) = %
et
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) = i

Donc les événements A, B et C sont deux a deux indépendants.
D autre part, on a :

1
P(C|ANB) = P‘ﬁ(;ﬁgf) —4_12p(0).
4

Donc la connaissance de la réalisation de A et B a la fois modifie notre
information sur C. La notion d’'indépendance deux a deux n’est donc pas
suffisante pour traduire l'idée d’indépendance. Ceci motive la définition de
I'indépendance mutuelle d'une famille d’événements.

Deéfinition 87 Soit (A;);c; une famille d’événements d'un espace probabilisé
(Q, B, P). On dit que la famille (A;);c1 est une famille d’événements mutuelle-
ment indépendants (ou indépendants) si, pour toute sous-famille finie d'indices
{i1,i2,..,ix} C I, ona:

P(Ai1 ﬂAiz.. Mg ) = P(Ail)P(Aig)..P(Aik)

i

Remarques :

1. Des événements mutuellement indépendants sont clairement deux
a deux indépendants mais la réciproque est fausse, comme nous le
montre l'exemple 86.

2. Il résulte de la définition que si (A;);cs est une famille d’événements
mutuellement indépendants alors, pour toute partie I’ C I, la fa-
mille (A;);cp est encore une famille d’événements mutuellement
indépendants.

Proposition 88 Soit (A;cr);cr une famille d’événements mutuellement indé-
pendants d’un espace probabilisé (U, B, P). Alors la famille (B;);cr, ou B; = A;
ou A; pour tout i € I. est une famille d’événements mutuellement indépen-
dants.
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Preuve. Soit {i1.,12,..i,} C I, montrons que
P(Bi1 ﬂBiQ.. ﬂBik) = P(Bil)P(BiQ)..P(Bik).

Supposons d’abord qu’il existe un seul indice i,, 1 < p < k, tel que
B;, = A;,. Comme les événements A;,, A;,..A;, sont indépendants, les deux
événements N A;; et A;, sont indépendants. D’apres la proposition 85,

Je{L.k}.j#p -
les événements N A; ; et Aip sont indépendants. Par suite
jE{l,k},j#p
P(B;,NB;,.NBy)=P( ()| A;nA,)=P( (] A;)PA,)
Je{Lk}j#p Je{L.k}j#p
= [J] Pid)PELy=P(By)PBL).PBi)
Je{l.k}i#p

Dans le cas ou il existe n indices ip;%p,,..7p

n

tels que Bi?s = fTDS pour
tout 1 < s < n. En appliquant le méme argument du premier cas n fois, on
obtient le résultat. [

Comme application de I'indépendance d’événements. on donne une preuve
probabiliste de la formule d'Euler.

Application 89 (Indicateur d’FEuler). Pour tout n € N*, on désigne par
©(n) le nombre des entiers k compris entre 1 et n premiers avec n. On se pro-
pose de démontrer la formule d’Euler : si py.pa...p, sont les diviseurs premiers
d'un entiern > 2, alors :

o) _ fla-2). (3.15)

Soient n € N* fizé et Q@ = {1,2,..,n}. On munit cet ensemble de la tribu P(Q)
et de la probabilité uniforme, c’est-a-dire,

1
P{{k}) = — pour tout k € {1,2,..,n}.

(Cet espace probabilisé, modélise par exemple le choix d’un entier entre 1 etn ).
Pour tout entier p € {1,2,..,n}, on considére [’événement A, «l’entier choisi
est un multiple de p». Pour tout entier p qui divise n. il existe un entier q tel
que n = p.q. Par suite, A, = {p,2p,..,qp} et

q
P(4)= Y P({trh =2 = .
k=1

Soient p1.p2..., pr les diviseurs premiers de n.
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- Les événements A,,, Ap,...A,  sont mutuellement indépendants. En ef-
fet : soit {i1,...ix} € {1.2,..,r}. Il est clair que

APil N Apig n..n APik - APiI-PiQ--Pik J
PUISqUE Djy . Dy --Ps,, SONE premiers entre eux. Donc,

B It
PiyPio--Diy,
= P(Api1 ).P(Apz.1 )--P(Ap,—k ).

P(Apil ﬂApiQ n..n APik) = P(APiI-Pig--Pik)

— Considérons l'événement :
A={k:1<k<n etpged(k,n)=1}.
Par définition de ¢ on a :

P(A) = Cari(A) _ »7;”). (3.16)

D autre part, un entier k appartient a A si, et seulement si, k est divisible
r —_—
par aucun desp;, 1 <i <r. Autrement dit, A = (| Ap,. Comme, d’aprés
=1
la proposition 88, les événements Ap,, 1 < i <r, sont indépendants, On
en déduit que :

P(4) = [[P@E) =[] - 2%). (3.17)
i=1 i=1 ‘
Les égalités (3.17) et (3.16) donnent :
e _ oL
= i=1(1 m s (3.18)

Voici une autre application importante de I'indépendance d’événements :

Application 90 On considére une suite (A, ),cn d’événements mutuellement
indépendants. Alors on a :

P(U Ap)=1- lim_J]r( ).
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En effet, par indépendance de la famille (Ap)pen 0N @ :

P(|J Ax) =1-P([)4x) =1 - [] p(4k) pour toutn € N.
k=0 k=0 k=0

En appliquant légalité (3.11), il vient :

n——+0o0

o0 n
P(|J Ax) = lim P(|JAr) =1- lim []»(&).
k=0 k=0

Si on suppose que la série Y P(A,) diverge alors l'événement A «au moins

l'un des événements A, est réalisé» est presque certain. En effet, d’abord, on
o0

sait que A = |J Ag. En utilisant l'inégalité de convezité :
k=0
14+ z < exp(x) pour tout x € R,
il vient :

0< [ (k) = [](1 - P(4x)) < J] exp(—P(Ax))
k=0 k=0

k=0

= exp(— 3~ P(4y)).
k=0

n n —
Comme lim >, P(Ar) = +oc donc lim [] p(Ar) = 0. Il résulte que :

n—+00 L7 n—+00 .
oo n
PA) =P(|J 4 =1- lim [Ir@E:) =1.
n—-+00
k=0 k=0

Remarque : On considére une épreuve de Bernoulli, c’est-a-dire, une expé-
rience a deux issues {5, E} avec la probabilité de I’événement S valant
p € ]0,1] (exemple : lancer d'une piéce de monnaie avec S est 1'événe-
ment «obtenir pile»). On répéte cette épreuve une infinité de fois et
on souhaite construire un espace probabilisé (2, B, P) modélisant cette
expérience aléatoire.

— Si on suppose que l'épreuve s’arréte lorsqu’on obtient S. L'univers
1-1 fois
) ' . X PN
Q est 'ensemble {w; : i € N*} U {wx} ou w; = (E,E..E,S) et
Woo = (E,E...), qui est dénombrable. On est donc dans le cadre de la
proposition 68 et la tribu B = P(Q) convient.
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Si I'épreuve ne s’arréte pas, alors chaque éventualité est une suite a
valeurs dans {S, E}. Dans ce cas Q = {S, E} qui est non dénom-
brable (cf. corollaire 23). On cherche donc a construire une tribu B
sur € telle que pour tout n € N, 'ensemble A,, «obtenir S au cours de
la n iéme épreuve» soit un événement et telle que la famille (A, ),en
soit formée par des événements indépendants. Il semble raisonnable
de munir 2 de la tribu B engendrée par les ensembles A,,, c’est-a-dire,
la plus petite tribu contenant tous les A,,, n € N. Cependant, il est
extréemement difficile de décrire cette tribu (déja, il est en particulier
difficile d’exhiber une partie de Q qui ne soit pas dans cette tribu). La
construction d’un tel espace probabilisé dépasse les objectifs du pro-
gramme. Nous admettrons l’existence d’un espace probabilisé
modélisant une suite infinie d’expériences a deux issues.

Pour finir :

1

N

Pour calculer la probabilité d'une réunion dénombrable d’événements

(An )neN :

|

|

|

|

On peut utiliser la o-additivité si les événements sont incompatibles
deux a deux.

Utiliser le théoréme 71 dans le cas ou la suite (A, ),cn est croissante
pour l'inclusion.

Sinon, on peut utiliser la formule (3.11) :

oo n
P(|J Ax) = ngglxp(u Ar).
k=0 k=0
Parfois, il est utile de se rappeler que
00 +00
P(|J 4 <Y P(Ap).
k=0 k=0

Pour calculer la probabilité d'une intersection dénombrable d’événe-

ments (A, )ney on peut :

Utiliser le théoréme 72 dans le cas ot la suite (A, ), cn est décroissante

pour l'inclusion.
Utiliser la formule (3.12) :

+00 n
P(() 4x) = ngglmp(ﬂ Ap).
k=0 k=0
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3. Pour calculer la probabilité d'une intersection finie d’événements.

— Si les événements (Ax)o<r<n OU (A_k)ogkgn sont indépendants, alors

P(ﬂ Ar) = H P(Az).
k=0 k=0

— Sinon, on peut utiliser la formule des probabilités composées (théoréme
78).
4. Pour calculer la probabilité d'un événement :

— Utiliser la formule de probabilités totales (théoréme 79) dans le cas ou
on connait un systéme complet d’événements.

— Exprimer l'événement comme réunion ou intersection dénombrable
d’événements.

5. Pour calculer la probabilité conditionnelle d'un événement on peut uti-
liser la formule de Bayes (cf. théoréme 82).

6. Pour montrer I'indépendance d'une suite d’événements (A, ),cn. il suffit
de montrer que pour tout n € N, la famille d’événements (Ax)o<r<n est
une famille d’événements indépendants.

7. Savoir utiliser I'indépendance d’'une famille quelconque d’événements.

3.4 Exercices

Exercice 1 : Soient A et B deux événements d'un espace probabilisé (2, B, P).

3 3
1. On suppose que P(A) = 1 et P(B) = 3" Montrer que

3
<P(ANB) < 3
2. Montrer que pour tous événements A et B on a :

1
|[P(ANB) — P(A)P(B)| < 7.
Exercice 2 : Soient (B, ),cn un systéme complet d’événements dans un es-
pace probabilisé (2, B, P) et C € B tels que P(B,, N C) > 0, pour tout
n € N. Montrer que pour tout événement A. on a :

PA|C) = i P(B, | C)P(A | B.NC).
n=0
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Exercice 3 : Soit  un ensemble de cardinal n € N*. On munit l'espace
probabilisable (Q2,P(2)) de la probabilité uniforme. Soient A et B deux
événements indépendants. On pose ¢ = pged(n, card(A)). Montrer qu'il

existe k € {0,1,..,7} tel que card(B) = kE
i

Exercice 4 : Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On effectue
un tirage de p boules, 1 < p < n. On fixe un entier k tel que 1 < k <n.

1.

On suppose dans cette question que les p boules sont extraites si-
multanément. Quelle est la probabilité des événements :

(a) A :=«les boules obtenues ont un numeéro inférieur ou égal a

k>».

(b) By := «le plus grand numéro obtenu est k».

>(1)-=0)

k=p

(¢) Montrer que

(d) Soit

Sn.p = {(nl.ng. np) = (N*)p iny +ng + .. +np — ,n} .

-1
Montrer que cardS, , = (n 1).
; p—

. On suppose dans cette question que les tirages sont successifs et

avec remise. Calculer la probabilité des événements suivants :

(a) A :=«le premier numéro obtenu est strictement inférieur au
dernier».

(b) B :=«la somme des numéros obtenus est n».

(¢) C :=«2 numéros exactement sont apparus».

Exercice 5 : On dispose de deux urnes U; et Ua. L'urne U; contient deux
boules blanches et trois boules noires. L'urne Us contient quatre boules
blanches et trois boules noires. On effectue des tirages successifs dans

les conditions suivantes : on choisit une urne au hasard et on tire une

boule dans 'urne choisie. On note sa couleur et on la remet dans ['urne

d’ou elle provient. Si la boule pour le premier tirage est blanche, le tirage

suivant se fait dans I'urne Uj. Sinon le tirage suivant se fait dans I'urne

Us. etc. Pour tout n € N*, on note B,, 'événement «la boule tirée au
n-iéme tirage est blanche» et p, = P(B,,).
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1. Prouver que pour tout n € N*, on a :

_ 6,4
Pn+1 = 35pn 7

2. En déduire la probabilité p,.

Exercice 6 : On dispose de deux urnes A et B. On suppose que chaque urne
contient n boules numérotés de 1 & n et on tire une boule de chacune.
Quelle est la probabilité pour que le numéro de la boule tirée de 'urne
A soit supérieur a celui de la boule tirée de B.

Exercice 7 : Une urne contient n boules numérotées de 1, 2, 3, ..,n. Les boules
sont tirées une par une. Quelle est la probabilité pour qu’au moins une
fois il y ait une coincidence entre le rang du tirage et le numéro de la
boule obtenue.

Exercice 8 : On dispose d'une classe de n étudiants avec (n < 365).
1. Quelle est la probabilité P, qu’au moins deux étudiants fétent leur

anniversaire le méme jour 7 (on suppose que toutes les années
comptent 365 jours).

—n(n —1)
2. Montrer P, >1—exp(—————).
ontrer que P, > exp( =30 )
1
3. Pour quelles valeurs de n la probabilité P, est elle supérieure a =

Exercice 9 : Un gardien dispose de n clés différentes, il doit ouvrir une porte
(n > 2). Quand il est ivre, il remélange les clés aprés chaque essai, sinon,
il retire la mauvaise clé du lot. Sachant qu’il est ivre un jour sur trois et
que ce soir-1a il a essayé plus de deux clés, quelle est la probabilité qu’il
soit 1vre 7

Exercice 10 : On considére n individus I, I, ..I,. L'individu I; recoit une
information sous forme oui ou non qu’il transmet a I», et ainsi de suite,
jusqu’a I,,. Chaque individu transmet le message avec une probabilité
p €]0,1[ et transmet le contraire avec une probabilité 1 — p. Quelle est
la probabilité P, pour que le message soit fidélement transmis a I,,. Que
se passe-t-il quand n — +o0?

Exercice 11 : Soit £ € N*. On dispose de 3k dés dont k sont pipés. Pour
chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d'un lancer vaut
p €]0,1[.

1. On tire un dé au hasard parmi les dés. On lance ce dé et on obtient
le chiffre 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?
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Soit n € N, On tire un dé au hasard parmi les dés. On lance ce dé
n fois et on obtient n fois le chiffre 6. Quelle est la probabilité p,

que ce dé soit pipé 7 Déterminer lim p,.
n—-+00

Exercice 12 : Deux joueurs A et B tirent sur une cible. Ils tirent chacun leur

tour, le premier qui atteint la cible a gagné. Lorsque le joueur A tire, il

atteint la cible avec une probabilité de p €]0, 1[. Le joueur B atteint la
cible avec une probabilité g €]0, 1[. Le joueur A tire le premier.
Pour tout n > 1, on considére les événements Ay, 1 «le joueur A gagne

a l'issue du (2n — 1)-iéme tir» et Ba, «le joueur B gagne a l'issue du

2n-1éme tir».

i

Exercice

Calculer P(A;), P(B;1), puis P(As,_1) et P(Ba,) en fonction de
p. g pour tout n > 2.

. En déduire P(A) et P(B) ou A =«le joueur A gagne» et B =«le

joueur B gagne». Vérifier que P(A) + P(B) = 1.
A quelle condition nécessaire et suffisante la partie est elle équili-
brée ?

13 : Deux joueurs A et B, ont des quantités initiales d’argent dont

la somme est n dinars, jouent un jeu dans lequel la probabilité que le
joueur A gagne un tour est p € |0, 1] et la probabilité que B gagne est
g = 1 — p. Chaque fois que I'un des joueurs gagne, il obtient un dinar de

I'autre joueur. On suppose que le joueur A commence avec en poche une

somme de k dinars (0 < k < n). Quelle est la probabilité que le joueur

A obtienne finalement tout I'argent de B ?

Exercice 14 : (Boites d’allumettes de Banach) : Un mathématicien a dans
chacune de ses deux poches une boite qui contient n allumettes. Lorsqu’il

désire fumer il choisit au hasard une des ses poches pour prendre une

boite. On considére le moment ou, pour la premiére fois, le mathémati-

cien s’'apercoit que l'une des boites d’allumettes est vide, a ce moment,

I'autre boite contient un nombre k& d’allumettes. On désigne par p; la

probabilité qu’'elle contient £ allumettes.

i
i 2n — k
. Calculer ) Qk( " )

L

Calculer la probabilité pg pour 0 < k <n.

k=0 n

. Calculer la probabilité p que les deux boites soient vides lorsque le

mathématicien s’apercoit que I'une des boites est vide. Déterminer
un équivalent de p lorsque n tend vers l'infinie.
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Exercice 15 : (Mines-Ponts 2016). La probabilité qu'une famille posséde n
enfants vaut ap™. ou « et p sont des réels strictement positifs fixés indé-
pendants de n.

1. Déterminer « en fonction de p.

2. Quelle est la probabilité que la famille posséde k garcons (on sup-
pose qu’a chaque naissance, la probabilité que 'enfant soit un gar-

con est égale a 5).

&

3. Quelle est la probabilité d’avoir au moins deux garcons sachant qu’il
y en a au moins un ?

Exercice 16 : (Mines-Ponts 2016). Un objet a une probabilité p d’étre dans
un meuble. Ce meuble contient 8 tiroirs. Sachant que I'on a ouvert les 7
premiers tiroirs et que l'objet ne s’y trouvait pas, quelle est la probabilité
qu’il soit dans le dernier ?

Exercice 17 : Soit p € |0,1[. Pour tout n € N, la probabilité que n clients
visitent un super-marché est p,, = p"q, pour tout n € N. Deux sur trois
clients achétent un certain article A. La probabilité qu'un article vendu

: : 1 :
soit défectueux est i On suppose que les achats sont indépendants.

1. Quelle est la probabilité pour qu'un client achéte un article non
défectueux?

2. Quelle est la probabilité pour qu'un client achéte un article défec-
tueux ?

3. On suppose que k articles non défectueux ont été vendus. Montrer
que la probabilité b, que n clients ont visité le super-marché est
égale a

o n pn_k(G_p)k—H
" \k ertl

Exercice 18 : (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (A, ),y une suite d’évé-
nements mutuellement indépendants de 1'espace (22, B, P). On considére

A= U4,

nENp>n

I'événement

On rappelle que A est 'événement «une infinité d’événements A, se
réalisent».

1. Montrer que si la série > P(A,,) converge alors P(A) = 0.
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2. Montrer que si la série Y P(A,) diverge alors P(4) = 1.

3. Application : On lance une infinité de fois une piéce de monnaie
pour la quelle la probabilité d’obtenir pile est p €]0,1[ (d'aprés la
remarque 3.3.2, on admet l'existence d'un espace probabilisé qui
modélise cette expérience).

(a) Montrer que 1'événement «pile apparait infinité de fois» est un
événement presque certain.
(b) Calculer la probabilité d’avoir une séquence de deux piles une
infinité de fois.
Exercice 19 : Soit p une probabilité sur I'espace probabilisable (N*, P(N*).
1. Que vaut lim P({n})?
n—00
2. Soit & > 1 fixé. On définit la probabilité p sur (N*, P(N*) par :

P({n)) = .

(a) Que vaut \?

(b) Pour tout n € N*, soit A, I'événement «étre divisible par n».
calculer p(A,).

(¢) A quelle condition les événements A, et A,, sont ils indépen-
dants ?

3. Soit P I'ensemble des nombres premiers. Décrire I'événement (] A,
pEP
et en déduire la formule :

(@) = ———.
Ma-—)

peP p*

1
4. Montrer que la famille (—),cp n’est pas sommable.
p

Exercice 20 : On souhaite démontrer qu’'il n’existe pas de probabilité P sur
I'espace probabilisé (N*,P(N*)) telle que, pour tout entier n > 1, la
probabilité de I'événement A,, «étre divisible par n» soit —. On raisonne
par 'absurde et on suppose qu'une telle probabilité existTel.

1. Montrer que la famille des événements (A,),cp, ot P désigne 'en-

semble des nombres premiers, est une famille d’événements indé-
pendants.
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2. Soit (pn)nen+ la suite croissante des nombres premiers et A l'en-
semble des entiers naturels ayant une infinité de diviseurs premiers.
Exprimer A en fonction des événements A,.. ¢ € N*. En déduire la
probabilité de A, puis conclure.

Exercice 21 : Soit (A, ),cn une suite d’événements mutuellement indépen-

+00
dants de 'espace probabilisé (Q2, B, P). On pose A = |J A,. On sait que
n=0
si la série de terme général P(A,) diverge alors P(A) =

90).

1 (cf. exemple

1. On suppose de plus que P(A,) # 1 pour tout n € N. Montrer que
P(A) =1 si, et seulement si, la série > P(A,) diverge.

1
2. On suppose que P(A,) = TS

(a) Calculer P(A).

(b) Calculer la probabilité pour qu'un seul événement de (A, )nexn
soit réalisé.

Exercice 22 : Des boules en nombre infini numérotés 1,2.... sont placées
successivement. indépendamment les unes des autres, dans trois boites.
Nous admettrons l'existence d'un espace probabilisé modélisant cette
expérience.

1. Pour £ > 2, on note A l'événement «toutes les boules jusqu’a
la (kK — 1)-iéme ont été placées dans la méme boite et la k-iéme
boule est placée dans une boite différente». Calculer P(Aj) puis
+00
> P(Ag).
k=2

2. Quelle est la probabilité de I'événement A «toutes les boules sont
placées dans une méme boite» ?

3. Pour n > 3., on note B,, I'événement «toutes les boules jusqu’a la
(n —1)-iéme ont été placées dans deux des boites et la n-ieme boule

est placée la troisieme boite, la seule ou il n’y avait pas encore de
boule». Calculer P(B,, | Ax) pour tout k > 2, puis P(B,).

Exercice 23 : Soit n un entier supérieur a 2.

1. Un entier X est choisi au hasard de 'ensemble {1.2,..,n}. On note
P la probabilité pour que X2 — 1 soit divisible par 10. Déterminer
Pr puis sa limite lorsque n tend vers +o0.
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2. On choisit au hasard deux entiers X et Y de l'ensemble {1. 2. n}
On note p, la probabilité pour que X + Y soit un carée parfait.

4(v2 -1
Calculer p,, et montrer que p, ~ %\/ﬁ)

3.5 Solution des exercices

Exercice 1 :

1. Ona: P(ANB) <min(P(A),P(B)) < g Comme P(AUB) <1,

on obtient :

P(AnB)=P(A)+ P(B)—-P(AuB)
N
2. On montre, d’abord, que
P(ANnB)—- P(A)P(B) < i (3.19)
Sans perte de généralité on peut supposer que P(A) < P(B). On

écrit :

P(ANB) - P(A)P(B) <

ou, on a utilisé le fait que

1
sup z(l—2) = -.
x€[0.1] ’

En utilisant l'identité P(A) = P(ANB) + P(AN B), il vient :
P(A)P(B)— P(ANB) =P(A)P(B) — P(A) + P(ANB)

Il
i

(ANnB) - P(A)P(B) < -,

d’apres I'inégalité (3.19). Ce qui montre le résultat recherché.
Remarque : On peut retrouver facilement cette inégalité en utilisant
I’application covariance (voir application 168).
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Exercice 2 : On applique la formule des probabilités totales sur I'espace pro-
babilisé (2, B, Pc). On écrit, pour tout événement A :

+00
Po(A) =) Po(Bn)Po(A| By).
=0

On obtient I'égalité désirée, puisque

_ Pc(ANB,) P(ANB,NC) _
Pc(A|By) = Po(B.) -~ PB.NO) =P(A|B,NC).

Exercice 3 : L'égalité P(ANB) = P(A)P(B) entraine que
ncard(A N B) = card(A)card(B).

En divisant par ¢, on obtient :

E,card(A 8} = s

1 1

Comme E et M
i

divise card(B), donc il existe £ € N tel que card(B) = k% De plus,
0 <card(B) <ndonc0< k<.
Exercice 4 :

sont premiers entre eux, on en déduit que —
?

1. Un tirage est une combinaison (choix non ordonné) de p boules

n
prises parmi n boules, donc card(Q) = (p)

(a) L’événement Aj est réalisé si, et seulement si, les p boules ti-
rées sont parmi les k£ premiéres boules. Par suite la probabilité

)

1k >p.
b
(b) L’événement B; est réalisé si, et seulement si, on obtient la

boule numéro k et les (p — 1) autres boules sont choisies parmi
les (kK — 1) premiéres boules. Par suite P(Br) =0si k <p et

P(B;) = @

()

cherchée est nulle si £ < p est elle est égale a

si k> p.



96

CHAPITRE 3. ESPACE PROBABILISE

(c) Les événements (By),<k<, forment un systéme complet d’évé-
b o)
n n p . 1
> P(By) = Z_W =
k=p k=p

p

nements. donc

n
Ce qui donne, en multipliant par < )
p

Lho)=G) e

k=p

(d) On montre par récurrence sur p € {1,2,..,n} que, pour tout

q > ponacard(Sy,) = (i : 1) Il est clair que, si ¢ > 1 alors
Sq1 = {q}, donc I'égalité est vérifiée. Supposons que pour tout
q > p on a card(S,,) = (q s

1>. Fixons un entier ¢ > p + 1.
p ==
On a:

Sept1 = {(n1,m2,..,np11) € (N*)? : 0y + 00+ .. + npy1 =g}

Comme 7,.1 varie entre 1 et ¢ — p, il est facile de voir que
I'application (n1,n2,...np+1) — (n1.72,..,n,) définit bien une

bijection de Sy 11 dans |J Sy_rp. Par suite, en utilisant 'éga-
k=1
lité (3.20), on obtient :

q—p 9—=r
—k-1
card(Sq?pffl) B Card(sq—k,p) = (q )

=P

Ce qui montre le résultat.

2. Une réalisation est une p-liste de {1,2,..,n} donc, card(Q) = n?.
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(a) Notons, pour tout 1 < ¢ < n, I'événement A; «le premier nu-

. 1 :
méro obtenu est i». On a P(A;) = —. Par la formule des pro-
n

babilités totales, on a : P(A) = >_ P(A | A;)P(4;).
=1

Quand le premier numéro est fixé est égal a 7, 'événement A
est réalisé si, et seulement si, le dernier numéro est choisi parmi
{i+1,i+2,..,n}.Donc,sit=nonaP(A|A;) =0etsii<n,

PA|A;) = D7 par conséquent,
1= 13 am-1) 1 1
P =md h-i=5) =5 =55
(b) On a:

B = {(n1,n2,..n,) € N*? tels que n; +na + .. +n, =n}.

En utilisant la question 1-d, on obtient :

~ card(Q) np

card(B -1
p(B) =248 _\p-1)
(¢) Une réalisation w € C' si et seulement si, w est une p—liste
parmi un ensemble fixé {7, j}, et contient les deux numéros. Si
on fixe deux numéros 1 < 7,7 < n, on a (2P — 2) réalisations
possibles (on exclu les p-listes (i,1,..7) et (J.7...j)). Comme on

n n
a (2> choix des numéros i, j, alors card(C) = (2P — 2).

2
D)@ -2
Donc P(C) = Hn—p

Exercice 5 :

1. En utilisant la formule des probabilités totales on obtient :

P(By+1) = P(Bn+1 | Bn)P(Byn) + P(Bp+1 | By)P(By).

Or, P(Bn+1 | Bn) = ~, puisque si I'événement B, est réalisé alors
5
le (n+ 1)-iéme tirage s’effectue dans I'urne U;. De méme, on trouve

— 4
P(Byy | Bu)= = Par suite, pour tout n € N*

= 2+ (1= pn) = opn + 3
Pn+1 = 5pn 7 Pn) = 35 Pn a
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20
2. Le réel g = 1 est I'unique solution de I'équation :
—6 4 . ;
37 + - = z. La suite de terme général p, — x¢ est géométrique
: —6 —6
de raison ETh Donc p,, — g = (=—)*!(p1 — z¢). Calculons p;. On
5

considere les événements U; «la premiére boule tirée provient de
Ui » et Uy «la premiére boule tirée provient de Us». Les événements
U; et Us forment un systéme complet d’événements, il vient, par
application de la formule des probabilités totales :

P(B1) = P(B1 | U1)P(U1) + P(B1 | U2) P(U2).

. 12 14 17 L _

Ce qui donne : p; = 2B - 37 = 3§ On en déduit que :
—tt _.6 n—1 _ 3 _'6 n—1 20
Pn = (g) (p1—@0) + 20 = 1435-(g) TR

Exercice 6 : Pour tout i € {1,2,..,n}, on note S; '’événement «on tire le nu-
méro ¢ de A et un numéro strictement supérieur a i de B». La probabilité
cherchée est

p=P(51USU..US,) =) P(S;)
=1

1n—2

Or, P(S;) = —.

. par suite

1 < n—1
:—g n—i)= .
B nzi_l( i) n

Méthode 2 : On peut raisonner autrement, en remarquant que la pro-

babilité cherchée est aussi égale a la probabilité de tirer un numéro de
B strictement supérieur a celui de A et que la probabilité de tirer deux

numéros égaux est —. Comme ces trois événements forment un systéme

s ! o 1 n—1

complet d’événements, on en déduit que p+p + ~ 1, donc p = T
Exercice 7 : Une réalisation est une permutation de l'ensemble {1,2,.n}
donc card(Q2) = n!. Considérons, pour tout ¢ € {1,2,..n}, I'événement

A; =«la i-iéme boule est tirée au i-iéme tirage». La probabilité cherchée

n'est autre que la probabilité P(A; U A2 U ..U A,). Pour tout k-uplet

(21,%2,..,%) tel que 1 < 41 < 2 < .. < i <M,

(n — k)!
n!

P(Ai1 M .. ﬂAik) =



3.5. SOLUTION DES EXERCICES 99

puisque A;, N..NA;, est 'ensemble de permutations qui fixent 71, 72. ..7z.
Par la formule de Poincaré (3.8),

n

P(AjUA U UA,) =) (—-1)F! > P(A; N..NA;).

k=1 1<21<19<.<2 . <0

Comme, pour chaque k entre 1 et n,

n
card{(il.ig....ik) sl Ly e S8 < n} — < )

k
il vient :
= —k)!
sl n) = —1)k+1 n (n—
P(A1UA5U..UA,) kz_:l( ) (k -
- 1
Z(_l)k—}-lﬂ.
k=1

1
Lorsque n tend vers co, P(A; UAsU..UA,) tend vers 1 — —.
€

Exercice 8 :

1. Chaque éventualité est une n-liste (k;, ks, ... k,) de nombres com-
pris entre 1 et 365. La probabilité cherchée est la probabilité de
I’événement A, «la liste contient au moins deux nombres égaux».
Comme, par hypothése, la probabilité est uniforme, on a donc :

= %gfn) Il est plus simple de calculer la probabilité P(A4,,).

Une liste (ki1.ka....k,) € A, si, et seulement si, k; # k; pour tout
i #3j€{1,2,..,n}, donc

card(A4,) = 365.(365 — 1)...(365 —n — 1).

Par conséquent,

— n—1 n—1
card(A,) (365 — k) k
oo ffe e T R - T =k
B 365 kl:[() 365 kli[o( 365)

2. Par l'inégalité de convexité : 1 —z < e™® pour tout z € R, on en
déduit que
n—1 _ k _n(n B 1)
Pn21—He 365 =1—e¢ 730
k=0
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. n(n-—1) y
3. Pour que B, > 3 il suffit que 1 — e 730 > 3 Cette derniére
nn—1
inégalité peut s’écrire aussi % > In(2). On en déduit que
i ,
Pn Z 3 Sl

n(n —1) > 7301n(2).

L’équation, X? — X — 7301n(2) = 0 admet 2 solutions :

1 1 1 1
=292 2 - — — —=4/202 :
5 920 In ~{~1-+-Qe’c2 5 920ln2 +1

1 1 1
Donc, pour n > 5\/ 2020In2 + 1+ 7= 23.ona P, > 3 On vérifie

numeériquement que :
Py = 0.47570, Pog = 0.507 30 et P55 = 0.986 26,

Donc, dans une classe d’environ 55 étudiants, il y a plus de 98% de
chance que deux de ces étudiants aient leur anniversaire le méme
jour. Ce résultat est tellement contraire a notre intuition qu’on
I'appelle le paradoxe des anniversaires.

Exercice 9 : Soit I I'événement «le gardien est ivre», par hypothése, on a

1 . . ; s .
Pl) = 3 Soit A I'événement «le gardien utilise au moins 2 clés». La

probabilité cherchée est la probabilité P(I | A). Par la formule de Bayes,
ona:

) = P(A | D)P(I)
~ P(A|I)P(I)+ P(A | T)P(I)

P(I|A

o | (7?,—‘1)(71——2)

n(n —1)

PA|TI) = ( et P(A|T) =

: . : ———— . . n—1
car si le gardien est ivre la probabilité d’échec & chaque essai est .

et celle au

ou sinon, la probabilité d’échec au premier essai est
n

n—2)

(n~1)'D0u:

deuxiéme essal est

(n —1)?

P A = It onm =5
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Exercice 10 : Pour tout n > 1, on considére 'événement A, «le message
est fidélement transmis entre Iy, I», .., I,» et on pose p, = P(A,). On
raisonne suivant les (n — 1) premiers individus, c’est-a-dire, on utilise la
formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(An_1.4,_1). On écrit pour tout n > 2 :

P(An) = P(An |An—1)P(An-1) +P(An lAn~l)P(An~1)-

On a P(A, | A,—1) = p, car si le message est transmis fidélement entre
(I1,...,I,_1) alors A, est réalisé si, et seulement si, [, _; transmis le
message fidélement a I,,. De méme P(A, | A,—1) = (1 —p). D’ou

Pn =PPn-1+ (1 =p)(1 = pn—1) = (2p — L)pp—1 + (1 — p).
La fonction = — (2p — 1)z + (1 — p) admet un unique point fixe qui est —,

donc la suite =, = p,, — 2 est géométrique de raison (2p — 1). Par suite

on obtient :

1 _ 1
pn—az(lzp—l)n l(pl_a)‘
Comme P1=p,on trouve pour tout n > 1L,
1 1 1
— c)n—l _ _\n _ s .

Clairement, la suite p,, tend vers 5 lorsque n tend vers +00. C’est-a-dire que
lorsqu’on a un nombre assez grand d’individus, la probabilité pour qu'un

message soit transmis fidélement est presque 5
Exercice 11 :

1. On note A lI'événement «le dé choisi est pipé» et B l'événement
«on obtient le chiffre 6». La probabilité demandée est P(A | B).
Par la formule de Bayes on a :

P(4|B) = P(B | )()_ _
P(B | A)P(A)+ P(B | A)P(4)
c Pid =2 =L P | &) =pa BB | D=1
01.nme. (4) = 5% 3 ] = g "
obtient :
5 3
3 _ 9P
WIB) =y 1T 3 51
3 6 3
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Considérons les événements A «choisir un dé pipé» et B «obtenir
n fois le chiffre 6». On écrit :

P(B | A)P(A)
P(B|A)P(A)+PB|A)PA)

pn=P(A|B)=

Comme P(B|A)=p" et P(B|A) = 6% il vient :

1
—n
__ 3 __
Pn =17 RPNy R
3P T3 PTG
) 1
- Sip> 6’ alors p, ~ 1, donc p,, tend vers 1, lorsque n tend vers
00.
. 1 pe 1
- Sip < =, alors p, ~ T = —(6p)™ tend vers 0, lorsque n tend
’ 2z
6
vers 00.

1
- Sip= 5’ alors p, = 3 pour tout n € N*.
12 ¢

Pour tout n > 1. I'événement Ao, _1 est réalisé si. et seulement si.
les (n —1) premiers tirs de A et les (n — 1) premiers tirs de B sont
des échecs et A atteint la cible lors de son n-iéme tir. Comme les
tirs sont indépendants, on a :

P(Agp—1) = (1—p)* H(1—g)* p.

L’événement Bs, est réalisé si, et seulement si, les n premiers tirs
de A et les (n — 1) premiers tirs de B sont des échecs et B réussit
lors de son n-iéme tir. Ce qui donne :

P(Ba)=(1-p)*(1—¢)" 'q.

400

+00
.Ona:A = |J Ay_1 et B = |J Bg;. Comme les événements

n=1 n=1
(A2,—1)n>1 sont incompatibles, on obtient :

P(4) =S PAz1) =3 (1 —p)Y(1— g
n=1 n=1

p
L= {1 =93 ~q)
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De méme. on a :

+00 +00
P(B)=> P(Ba) =) (1-p(l—q" ¢
n=1 n=1
q(1 —p)

C1-(1-p(l-9q)
On vérifie bien que P(A) + P(B) = 1.

3. Le jeu est équilibré si, et seulement si, ¢ = 1L (ce qui impose

<1)
p<gk

Exercice 13 : Pour tout £ € N, on désigne par Ay 'événement «le joueur A
gagne les n dinars avec la somme initiale de k dinars» et u; = P(Ap).
Par hypothése, on a ug = 0 et u,, = 1. Considérons I'événement R =«le
joueur A gagne le premier tour». Par la formule des probabilités totales,
on obtient :

P(Ax) = P(R)P(Ar | R) + P(R)P(Ax | R).

; 1 : :
Done, up = pups1 + qup_1, soit upy = —up + guk_l. L’équation ca-
p p

ractéristique de la suite est pr? —r + ¢ = 0 dont les racines sont 1 et
q

p
|
- Sip# 3 (% # 1), alors il existe deux réels a. 3 tels que

up = a+ B(L)*.
p

Or, par hypothese

a+3:u0:0eta+3(%)":un:1,

donc 3 = —— et o = — 3. Par conséquent :
(g)n . |
p
q k
1 q (_) -
p
wp = —— (- 1) = 2L
Ep—1p O\,
P p
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— Sip = —, alors il existe o, 3 tels que : up = (+k3). En tenant compte

| =

A

. L
de fait que ug =0 et u,, =1, on trouve a =0 et 3 = —. D'out up = —.
n n

Exercice 14 :

1. Notons B; et Bs les deux boites. Au moment ou le mathématicien
s’apercoit que la boite B est vide, il a tiré n allumettes de la boite
Bi.n — k de Bs, puis il a tiré B;. Chaque choix de boite s’effectue
avec une probabilité égale a 5 Parmi les (2n — k) allumettes tirées,
n allumettes sont choisis de la boite B1 et n — k de 'autre, donc on

n—k g5 - s .
a possibilités. Ainsi la probabilité pour que Bs contienne
n

k allumettes quand le mathématicien s’apercoit que la boite B est

) n—k\ 1. o )
vide égale a (5)?‘”"]““1. On fait le méme raisonnement
n

dans le cas ou la boite By est vide. La probabilité cherchée est

donc :
n—k\,61 2n —k\,1
—9 Z\2n—k-1 _ “\on—k

2. Les événements Ay, 0 < k < n, avec Ap«l’autre boite contient
k allumettes quand le mathématicien s’apercoit qu'une boite est
vide», forment un systéme complet d’événements, donc

- =~ (2n —k\ 1
_ i \on—k _
> P =3 ()Gt -
ce qui donne, en multipliant par 227,

zn:Qk(Qn - ’”) =2 =g,
n

k=0

w1 (2n)
P=P=|, Q'T”_(n!)QQQ"'

Par la formule de Striling : n! ~ n"e™"y/27n, il vient

(2n)%re—2"\/4mn 1
pirs =

n2re—2m2mn22n  /mn’

3. On a:
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Exercice 15 :

1. Soit, pour tout n € N, I'événement A, : «la famille possede n
enfants». La suite d’événements (A, ),cn forme un systéme complet

+00 +00

d’événements donc > P(A,) = 1. Par suite a Y_ p"* = 1 ce qui
n=0 n=0

donne a = (1 — p).

2. Soit By, I'événement By, : «la famille a k garcons». Par la formule
de probabilités totales. on a :

ZPBk|A ZPBk|A )P(A,)

n\ 1 Sy - s ny\ P,
:§c<k>(§)k(§) o :az<k>(§)'

n=k
Or, pour tout t € |—1,1[, le développement en série entiére de la

1 T I'n
f a o ‘-‘(k‘l"l) g YAl : — — n—k
onction t — (1 —1t) s'écrit 1o ngm ) t"~* donc
-
PB)=——2 (B
(1-— %’)le

—~~
(N st
~—

3. On considére les événements C' : «la famille posséde au moins deux
garcons» et D : «la famille posséde au moins un garcon». On
cherche. alors, la probabilité de I'événement C' sachant que 1'événe-
ment D est réalisé. On écrit :

P(DNC) P(C)

PCID)==pD) = PD)
Comme
P(C)=1- (P(Bo) + P(B1))
_,_1-» 1-p p__ p? _
(1—§) (1-%)22 (p—2)°
et 1 g "
P(D)=1-P(By)=1- "p -
(1-3) 277
p

on obtient : P(C' | D) = ——.
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Exercice 16 : Considérons les événements, A : «l'objet se trouve dans le
meuble» et, pour tout i € {1,2,..,8}, A; : «l'objet se trouve darile
tiroir numéro 7». On cherche la probabilité P(Ag | Ay N Ay N..NA7).
On a:

P(As) = P(As | A)P(A) + P(4s | A)P(4) =

|

et

P(A1NAs.NA7)
= P(A1NAs.NA; | AYP(A) + P(A1 NAy..NA; | A)P(A)

1
—§p+1—p.
Il vient :
o . P(AsnA;NAs.NA;
P(As | A1 nA3N..n4Ay) = (4s 041045 N A7)
P(A1NAs.NA7)
P(As) B P

P(A,NA5.N4;) p+8(1—p)
Exercice 17 :

1. Soit B l'événement «le client achéte un article» et C' 1'événement
«le client achete un article non défectueux». La probabilité recher-
chée est :

P(C) = P(BNC) = P(B)P(C | B) =

= o
| =

W o

2. De méme. en notant D l'événement «le client achéte un article
défectueux». on a :

P(D) = P(BND) = P(B)P(D | B) = % _ é

Wl o

3. Soilent k.n € N, A, I'événement «k articles non défectueux sont
vendus» et B,, I'événement «n clients ont visités le super marché»

.On a P(B,) =p"qet

P(4y | By) = (”)(
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car, parmi les n clients, k clients achétent des articles non défec-

.
tueux, chacun avec une probabilité 5 et les (n — k) achétent des ar-

. ' —_— :
ticles défectueux, avec une probabilité 5" Par la formule de Bayes.
on obtient :

b, :P(Bn |Ak) — P(Ak | Bn)P(Bn) )

o0

Z()P(Bj)P(Ak | B;)
=

En utilisant le développement de la fonction z — (1 — z)°, on
obtient, pour tout t € |—1,1] :

1 _f L AP
e AN AV
Par suite :
00 00 LR
> P(B)PU 1 B) =3 (1) (31 Gr
7=0 =k -
P NN R AW
(3 qg( A
(]_))k q.6k+l
2 (6_p)k7—1
On trouve, donc :
7 1 k 1 n—k,n
- (@G e o e
t 5 GO k 6+

5 G-

Exercice 18 : Il est clair que la suite d’événements (B, ),cN est

décroissante, par le théoréme de la continuité décroissante, on écrit :

PA)=P(() |J4p) = lim P(JA4,).

n—+00
neNp2n p=n
+00 400 400
1. Comme 0 < P(|J A4p) < X P(Ap) et lim P(A,)=0
p=n p=n n—+00 p—n

on obtient P(A) = 0.
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2. En appliquant 1'égalité (3.11), on obtient :

+00 N
P(J4, = i P U 4,).

—+00
p=n p=n

N
Pour calculer P(|J A,). on utilise 'indépendance des événements
p=n

A,. et par suite de A,,. On a :

N N N
P(|J4,)=1-P([4p) =1- [J(1-P(4)).
p=n p=n p=n
D’autre part, en utilisant 'inégalité de convexité :

14+ z < exp(z) pour tout = € R,

on obtient.

N N N
0< [T -P(4,) < [] exp(=P(4,)) = exp(= ) _ P(4,))
p=n p=n p=n
Le fait que la série de terme général P(A,) diverge, montre que
N
li = 400,
N_l}ilx P(Ap) = 400
p=n

N
d'ou lim [](1—-P(4,)) =0. Par suite

N—=+00 p=p

lim P(| JA4,) =1=P(A).

N—+00

(a) On considére, pour tout n € N*, I'événement A, : «obtenir
pile au niéme lancer». Les événements A, sont indépendants
et P(A,) = p. Comme la série > P(A,) diverge, d’aprés la
deuxiéme question la probabilité pour qu’'une infinité d’événe-
ments A, soient réalisés est égale a 1.
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(b)

Exercice 19 :

Soit C' I'événement «obtenir une infinité de fois une séquence
de 2 piles». Si on considére, pour tout n € N*, I'événement

B, = A, NA,+, ilvient C = (| |J B,. Cependant on ne

neNp>n
peut pas appliquer la premiére question. puisque les événe-
ments B,, et B,.; ne sont pas indépendants. Par contre. la
sous-suite (Bay, )nen- est clairement formée par d’événements
indépendants. Comme P(Ba,) = p? et que la série S P(Ba,)
diverge alors P( (] |J Bzy) = 1. On en déduit que P(C) =1,
neENp>n

car (| |J B2, C C.On montre de méme que I'événement «ob-
nENp>n

tenir une infinité de fois une séquence de m piles» est presque
certain pour tout m > 1.

1. Comme la série > P({n}) converge, on en déduit que :

(a)

(b)

(c)

lim P({n}) =0.

n—-+400

On a:
+00 0
D P =PN)=1=) =)
n=1 n=1
LN

Il résulte que A = —.
. ¢(z)
On a A, = {kn : k € N*}, donc

+00
P(4,) = Y P({i}) =D _P({kn})
k=1

i€AR
_*f Bk () 1
s (kn)® n‘"g n=

Pour tous entiersn et m > 1, on a A, NA;, = Appemnm)- Par
suite :

1
(ppcm(n,m))*”

})C4n[144nd ::I)b4ppmnhtnﬂ)::
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Donc les événements A,, et A, sont indépendants si, et seule-

ment si.
1 i

(nm)*  (ppem(n,m))*’

soit, ppem(n,m) = nm. Ce qui est équivaut a pged(n.m) = 1.

3. Soit A = (] A,. Un entier n € A si, et seulement si, n n’a pas de
p€EP
diviseur premier. Or, tout entier n > 2 admet un diviseur premier,

par suite A = {1}. D’autre part, les événements (A,),cp sont in-
dépendants. En effet, soit {p;,.p;,,..0;, } une partie finie de P. Les
nombres p;;, p;,...p;, sont premiers entre eux. Donc

P(Ap,, NAp, N..N Ay ) = P(Ap i, .5:,)
1
 (DirDig-Pir )
= P(4,,,)P(4;,,)-P(4p,).

Par suite, en notant (p, ),>1 la suite des entiers premiers rangés par
ordre croissant, on a par application de la formule 3.12,

P(A)=P([)4,) = lim _P( M4
pEP =1
n oo
=t [0 - =]10-
i=1 =1
D’autre part, comme A = {1} alors P(4) =\ = @) Finalement,
¥
on obtient :
1 1 1
— —Tla-5)=TTa-=
7o - Ho-gp=110-5

pEP

4. Soit (pn)n>1 la suite des entiers premiers rangés par ordre crois-

1
sant. Supposons, par I'absurde, que la famille (—),cp est sommable,
p

. . . 1 . 1
c'est-a-dire la série >, — converge. Alors, la série > In(1——)
neN* Pn neN* Pn
. . | .
converge aussi, puisque In(1 — —) ~ —. Il résulte que la suite de

Pn Pn
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n

terme général U, = [[(1 — —) converge, car In(u,) converge, no-
=l i y )
tons ( sa limite. Pour tout z > 1,ona (1 - —) > (1 — —), donc
p; i
pour tout entier n € N* z
n n
1 1
[[a-o) <[]a-=)
i=1 Pi 4 P:

Par passage a la limite lorsque n tend vers +0o0. on obtient :

1
({ < —— pour tout z > 1.
¢(z)

Ce qui montre que la fonction ¢ est majorée sur |1, +oc[. Or, on
salt par comparaison série et intégrale, qu'au voisinage de 1 on a :

C(x) ~ tend vers + o0 quand x tend vers 1.
:U —

Contradiction.
Exercice 20 :

1. Voir I'exercice précédent.

2. L’événement A est réalisé si. et seulement si, une infinité des évé-
L y * y . A s 3 A ) . S = . . —_—
nements A, ,i € N* est réalisée, c’est-a-dire : A = (| U 4.
nEN* i>n
Comme la série ) P(A,, ) diverge et les événements (A,, ),cn- sont
indépendants, on en déduit par application du lemme de Borel-

Cantelli (cf. exercice 18), que P(A)=1.

3. Comme A est de probabilité 1, il n'est pas vide. Il existe, donc au
moins un entier ayant une infinité de diviseurs premiers. Contra-
diction.

Exercice 21 :

1. On sait que :
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(voir exemple 90 ). Si la série > P(Aj) diverge alors P(A) =1 (cf.
exemple 90). Inversement, supposons que P(A) = 1. Ceci entraine

que
n

nkglx H P(A) =0= nkl}rlx k_o(l — P(Ag)).

Comme P(A;) < 1 pour tout k, on obtient :
n

lim In H(l — P(Ai)) = —o0 = lim Z In(1 — k))-

n—-+0o0 n—-+00
k=0

Ce qui montre que la série > In(1 — P(A;)) diverge, donc la série

> P(Ay) diverge, puisque In(1 — P(Ag)) ~ P(Ap).

(a) Pour calculer P(A) il suffit, donc, de calculer lim [] P(4},).

On écrit :
n - n 1 n (k+1)(l€+3)
[1P@0=]10- 7w =1l —iop
k=0 k=0 (k+2) k=0 (k+2)
_ﬁ(k+1) lﬁ[(k+3)_ n+3
s (k+2) e (k+2) 2n+2)
D’ou P(A) = lim HPA ..
R )

(b) Soit ng € N*, On note B,,, 'événement «seul I'événement A,
est réalisé». On cherche donc la probabilité de A = |J B,,.
noEN
En appliquant 'identité (3.12). on obtient :

P(Bno) = P(An, ﬂ 4n)) = \Lmjx (Ang N ﬂ An)
n#ng n¢n0

= P(A,,) lim ﬂ AL)

N—+00

n;’—'no
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D’autre part,

N
lim P( A,) = li P(A,
whim P = i, 1] P@E)
n#no ngno
N 1
= lim P(A,)———
\_":'OO,ZIZI() P(Ano)
: N+3 (no + 2)?
= lm -
N—+oo 2(N +2) (ng + 1)(ng +3)
_ 1 (ng + 2)?

T 2(ng +1)(ng +3)°

On trouve : P(B,,) = %(no = 1)1(n0 3 Les événements B,,.

n € N, sont incompatibles deux a deux. par conséquent :

-+—oc‘
=P(U B) ZP z_:(n+1)1(n+3)
neN n=
N
:4\1_‘3%;((71-1“) ( ;—3))
N=+1 N+3
—411 Elllx“*%" \12_ \'13)22

Exercice 22 : 1. La probabilité qu'une boule soit placée dans une boite
est 3 L’événement A; est réalisé si les (k — 1)-iétmes boules sont
placées dans une méme boite B; ou By ou B3 et la k-iéme dans une

autre boite. La probabilité pour que (k — 1) boules soient placées

dans la boite B; et la k-iéme dans une boite différente est égale a

= — = 92—
3 (3) . Donc P(A;) = 3. 3 (3) (

3)k_l. Un calcul simple
montre que la somme recherchée est 1.

o

Soit A I'événément «toutes les boules sont placées dans une méme

+00__ 4o

boite». Alors,ona A C () Ar = |J Ax . De plus, les événements
k=2 =

A} sont incompatibles, donc
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0 < P(A) <P(ﬂAk)_1— UAk)—l—ZP(Ak ) = 0.
k=2

La probabilité que toutes les boules solent placées dans la méme
boite est donc nulle.

3. Soitn >3 et k> 2. Alors P(B,, | Ax) = 0sin < k. Car, dans ce
cas, sl Ay, est 1eahse alors il reste une boite vide. Si k£ < n et A, est
réalisé, alors on aura une boite qui contient (k — 1) boules et une
boite qui contient une boule, par suite les (n —k — 1) boules seront
donc placées dans I'un de deux boites déja occupées et la n-ieme
boule sera dans la troisieme boite. Il vient :

n—k—1

- n—k—1\ 1. & 14,141

PE a0 =3 (")) @y
1 2n—k~1
::g'gn—k—l

P(Ba) = P(Ba 1 (1 44) + P(Ba 0 (1 A0
k=2 k=2
+00 +
= P(B, N (| 4v)) (car P(| ] Ax) = 0)
k=2 k=2
= P(Bn | Av)-P(4%)
k=2
n—1 n—1

On écrit :

Exercice 23 :

1. Dire que l'entier X2 — 1 est divisible par 10 s’écrit aussi X2 = 1[10]
(le chiffre des unités de X2 est 1), ce qui équivaut a X = 1[10]
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ou X = —1[10], c’est-a-dire le chiffre des unités de X est 1 ou 9.
Soit n un entier > 1. Le nombre d’entiers X € {1,2,..,n} vérifiant

-1
X = 1[10] est E(nT) + 1, avec E(x) désigne la partie entiére
d'un réel z. En effet : X = 1[10] et 1 < X < n si, et seulement si,

n
X =10k+1avec 0 < k < T De méme le nombre d’entiers

1
=—1[10] et 1 < X <n est E(%) Puisque la probabilité est

uniforme, on obtient :

Comme pour tout réel z,ona:z— 1< E(z) < z, il vient

2 1 . 2
0 ==

ce qui montre que lim p, =0,2.
n+—+00
Remarque : On peut refaire la question en remplacant 'entier 10

par un nombre premier ¢ > 3. On trouve lim p, =
n——+00

QN

. Soit k € {1,2,..,2n}. Le nombre de couples (z,y) € {1, 2, n}2 tels

quez+y=kestk—1sil<k<net2n—k+1lsin+1<k <2n.
Car, 1l est aussi égal au nombre d’entiers x vérifiants :

1<z<netl <k-—2z<n.La probabilité étant uniforme, donc,
pour tout m € {1,2,..., E(v/2n)} la probabilité que

2
-1
m2 sil<m < E(y/n)
X+Y =m? est o _%2 41 .
—a si E(y/n)+1<m < E(v/2n)
On obtient donc :
1 B BV o m?41
o= p(Y mP-n+ Y T,

m=1 m=E(y/n)+1
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n
En utilisant la somme Y k% = 2n% 4+ 3n? + n, il vient :
k=1

1 5 Vs g
pn:ﬁ((Qnﬁ—é) bn—§bn—§bn

2 5
+ <§a,31+ <—2n—§> an+2n+1>)

ol an = E(y/n) et b, = E(v/2n). On écrit :

(Qn — 2) b, — %bz - ébi = #nE(\/ﬁ) +o(nE(vn))

ga3 + (-Qn = g) @ +2n+1= —%nE(\/ﬁ) +o(nE(vn)),

on en déduit que

Donc

N 4(vV2 - 1)E(y/n) N 4(v2-1)
o 3n 3yn

puisque E(\/n) ~ /n.



Chapitre 4

Variables aléatoires discrétes

Lors d'une expérience, on s’intéresse souvent a une certaine quantité qui
dépend du résultat et non au résultat obtenu. Par exemple. si I'expérience
consiste a lancer deux dés, on s'intéresse a la somme obtenue ou a leur maxi-
mum, plutét qu'au résultat de chacun d’eux. On peut alors définir une fonction
X qui a chaque éventualité w = (n1,n2) associe la somme des deux dés nj +ns.

Ces fonctions auxquelles on s’intéresse sont en fait des fonctions définies
sur 'univers () et sont appelées variables aléatoires. Un autre exemple si-
gnificatif est le suivant :

Exemple 91 Deux joueurs utilisent un dé a 6 faces (numérotées de 1 a 6)
pour jouer au jeu suivant : Le joueur A donne 3 dinars au joueur B et lance
le dé, le joueur B lance le dé jusqu’a obtenir un nombre supérieur ou égal a
celui obtenu par le joueur A (la partie s’arréte alors), a chaque essai il donne
1 dinar au joueur A. On s’intéresse donc aux gains des joueurs A et B. On
désigne par X le gain de A et par'Y le gain de B.

Alors X etY sont deux fonctions définies sur 2 a valeurs dans R. Il est simple
de voir que les valeurs prises par X et'Y sont

X(Q)={-2,-1,0,..} et Y(Q) = {2,1,0,—1,...}.

4.1 Définition et premiéres propriétés

4.1.1 Deéfinitions

Définition 92 Soit (Q, B, P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire
discréte sur (2, B,P) a valeurs dans un ensemble E est une application
X : Q — E vérifiant :
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1. L’ensemble X (Q) est au plus dénombrable.
2. Pour tout x € X(Q), U'ensemble X~ 1({z}) = {w e Q: X(w) =2} € B.

Dans le cas o E =R, X est dite variable aléatoire discréte réelle.

Remarque : Dans le cas ou B = P(Q), la 2éme condition de la définition est
automatiquement vérifiée.

Notation : Si X : Q@ — FE est une variable aléatoire. pour tout z € FE,
I'ensemble X ~!({z}) est noté simplement : (X = z). Plus généralement,
pour toute partie A C E. on désigne par (X € A) I'ensemble

(X €A :=X"1A) ={we: X(w)cA}.

Dans le cas d'une variable aléatoire réelle, pour tout a € R, I'ensemble
(X € [a,+o0]) sera noté aussi (X > a). C’est-a-dire :

(X >a)={weQ:X(w) 2 a}.
De méme on définit les événements (X > a), (X < a),..
Exemples : Soit (2,3, P) un espace probabilisé.

1. Toute application constante X :Q — E est une variable aléatoire
discréte, puisque X (Q) = {e}, avec e € E et X~ 1({e}) = Q

2. Soit A € B, la tonctlon indicatrice de A :

[:Q — R
lsiwe A
w e
0 sinon

est une variable aléatoire discréte. En effet.
X)) = {O. 1}. X”l({O}) —AeBet X_l({l}) = A eB.

Si X : Q@ — E est une variable aléatoire discréte alors pour tout z € E,
'ensemble X~!({z}) est un événement, puisque si z ¢ X(Q) alors :
~1({z}) = @ € B. Ce résultat se généralise pour toute partie A de E.

Proposition 93 Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E. Pour
toute partie A de E, l'ensemble

(XeA)= ={we: X(w)e A}

est un événement.
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Preuve. Soit A une partie de E. On écrit :
Xed)=x"'W)=Jx'{zh= U x'{zpes
z€A 2€ANX(Q)

comme réunion au plus dénombrable d’événements. [
Remarque : Pour toute variable aléatoire discréte réelle X : Q@ — R on
définit une fonction F : R — R par :

F(z) = P(X < z) pour tout z € R.

Alors. on a:

lim F(z)=1let lim F(z)=0.

xr—+00 r——00

En effet, comme pour tous .,y € R tels que x <y, on a
(X <z)C (X <y),

la fonction F est alors croissante. De plus F(z) € [0, 1] pour tout réel z,
par suite lim F(z)et lim F(z) existent et sont finies. Pour calculer
z——00

& ——+00
ligl F(z) il suffit donc de calculer la limite de la suite (F(n))pen.
—+00
Comme Q = [J (X < n), par application du théoréme de la continuité
n€N

croissante, on obtient :

1=Pif2)= Im X <n)= Ihu Fin).
n—-+00 n—-+00
Par suite lim F(z)=1.
x——+00

Pour calculer lim F(z), remarquer que (| P(X < —n) = D et la
=00 neN
suite d’événements ((X < —n)),cn est décroissante. Le théoréme de la

continuité décroissante s’applique et on obtient :

0=P([)(X <-n))= _lim P(X <-n)= lim F(-n).

- n—-+00 n—-+00
neN

Ce qui montre que lim F(z) =0.
T——00

Soit X : © — E une variable aléatoire discréte. La famille ((X = z)).cx(q)
est, clairement, un systéme complet d’événements. Comme de plus X (Q) est

au plus dénombrable (P(X = z)),cx(q) permet de définir une probabilité sur
X(Q), qu'on appelle loi de probabilité de X.
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Définition 94 Soient (2, B, P) un espace probabilisé et X : Q@ — E une
variable aléatoire discréte. On appelle la loi de probabilité de la variable X
(ou la loi de X)), Uapplication Px définie par :

Px:P(X(Q) —  [0,1]
A s PXed)y’

En fait, la loi de probabilité d'une variable aléatoire X est

— Une probabilité sur X (9).

— Complétement déterminée par la donnée de I'ensemble X (Q2) et la famille
de réels positifs (P(X = 2)),cx(q)-

Théoréme 95 Soient (2, B, P) un espace probabilisé et X : Q@ — E une
variable aléatoire discréte de loi de probabilité Px. alors on a :
1. Px est une probabilité sur l'espace probabilisable (X (Q2),P(X(Q)).

2. La loi de la variable aléatoire X est complétement déterminée par la
donnée de la famille (P(X = )),cx(q). Plus précisément on a :

Px(A)=P(Xe€A)= > PX (4.1)
z€X(Q)

Preuve. On montre d’abord que l'application Px vérifie les axiomes d'une
probabilité.

- OnaPx(X(Q)=P(XeX()=P9Q)=1.

— Soit (A )nen une suite d’événements incompatibles deux & deux de

P(X(Q2)). Comme (X € |J 4n) = U (X € A,) et les événements
nEN neN
(X € A, )nen sont incompatibles, on aura, par o-additivité de P,

Px(|J 4 =P(X e |JAn) =P(|J(X €4,))

neN neN neN
+00 +00
=Y P(X€A4,) =) Px(A
n=>0 n=0

L’application Px est une probabilité sur un ensemble au plus dénom-
brable, elle est. donc, complétement déterminée par la donnée de la famille
(Px ({*}))eex(q) ce qui montre le deuxiéme point du théoréme. u

Remarque : Souvent on considére des variables aléatoires discrétes réelles X
sur (Q, B, P) telles que X () = N. On dispose des formules intéressantes



4.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES 191

qui nous aident & calculer la loi de probabilité de X. On a :

Pl X > n) Z P(X ) pour tout n € N.
k=n+1

On en déduit que, pour tout n € N :
P X=n)=P(X>n-1)—P(X >n)

Noter que P(X > —-1) = P(Q) = 1.

On peut écrire aussi, pour tout n € N :
P X=n)=P(X<n)—P(X<n-1).

Exemple 96 On lance deux dés numérotés de 1 a 6 d'une facon indépendante,

on désigne par X la variable aléatoire zndzquant le plus grand de deux résultats
obtenus. On a Q = {1,2,..,6}% et X(Q) = {1,2,.
que :

.,6}. Remarquons, d’abord

P(X<0)=0et P(X <6)=1.

k2
Soit k tel que 1 < k <5, alors P(X <k)= 36’ puisque,

(X <k)={nm):1<n<kel<m<k}

k.Q
Donc P(X <k) = 36 pour tout 0 < k < 6. On en déduit que :

K2 (k—1)°

= k)= < k) — < 2= -~ 7

P X=k)=PX<k)-PX<Ek-1)= 36 36
_2k-1

pour tout k € {1,2,..6}.

Remarque : Soit X une variable discréte sur (Q2,B,P). Alors la famille
d’événements (X = z),cx(q) est un systeme complet d’événements. En

particulier, on a :
Y P(X=
z€X(Q)

Inversement, la donnée d'une famille sommable de somme égale a 1 dé-
finit une loi de probabilité d'une variable aléatoire :
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Proposition 97 Soient E un ensemble au plus dénombrable et (o, ).cp une

famille de réels positifs telle que > o, = 1. Alors il existe un espace probabi-
z€EE
lisé (2, B, P) et une variable aléatoire X : Q — E vérifiant :

X(Q)=F et P(X =) = o, pour tout x € E.

Preuve. Posons Q = E et B = P(E). Comme Q est au plus dénombrable,

d’apreés la proposition 68, la famille (o, ).cp permet de définir une probabilité

sur (Q,P(E)), en posant P({z}) = a,, pour tout z € E. Soit X = Idg,

I'application identité de E, alors X est une variable aléatoire discréete définie

sur 'espace (E,P(E), P). En effet X(Q) = E, qui est au plus dénombrable et
“1({z}) = {=} € B. De plus, on a :

P(X = 1) = P(X"}({z}) = P({z}) = a..

Ce qui achéve la preuve. [

Etant donnée une variable aléatoire discréte X : Q — E et une application
f + E — F,on peut définir 'application composée foX : Q — F. L’application
foX, notée f(X), est appelée image de la variable aléatoire X par f. La
proposition suivante montre que l'image d’une variable aléatoire discréte est
une variable aléatoire discréte.

Proposition 98 Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace proba-
bilisé (0, B, P) a valeurs dans un ensemble E, et f : E — F une application.
Alors, Uapplication f(X) définie par f(X) = f o X est une variable aléatoire
discréte sur (2, B, P) a valeurs dans F.

De plus la loi de probabilité de f(X) est donnée par : Pour touty € f(X)(9),

P(f(X)=y) = ), PX=u)
zef~1({y})

Preuve. Comme X (Q) est au plus dénombrable alors f(X)(Q) = f(X(Q))
est au plus dénombrable. Soit y € f o X(O) ona:

Ty ={we: f(X(w) =y} ={weQ: X(w) € T ({y})}

En appliquant la proposition 93, on obtient :

) =X ey eB

Ce qui montre que 'application f o X est une variable aléatoire discréte. Pour
tout y € f(X)(2). on a:

P(f(X)=y) =P(X e f({wh)= ) PEX=2)
xéf“l({y})
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Ce qui montre le résultat. [

Exemple : Etant donnée une variable aléatoire discréte réelle X alors |X|,
exp(X). X2... sont des variables aléatoires discrétes. On a par exemple,
|X|(©2) CR™ et pour tout réel strictement positif «,

P(|X| = a) = P(X = a) + P(X = —a).

Définition 99 Une variable aléatoire X sur (Q2, B, P) est dite presque si-
rement constante s’il exviste xg € X () tel que P(X = zp) = 1.

Pour une variable aléatoire sur (€2, B, P) on s’intéresse toujours a sa loi.
Deux variables aléatoires discrétes X et Y sur un méme espace probabilisé
(92, B, P), peuvent admettre la méme loi de probabilité. Par exemple, si A € B

tel que P(A) = o alors les deux variables aléatoires 14 et Iy ont la méme loi.

&

Définition 100 On dit que deux variables aléatoires discrétes X; et Xo ont la
méme loi (ou suivent la méme loi) si Px, = Px,. c’est-a-dire X1(Q2) = X2(Q)
et

P(X; =2z) = P(X2 = z) pour tout x € X1(Q).

On note X7 ~ Xo.

4.1.2 Lois usuelles
Loi uniforme
Définition 101 Soit n € N*.

% La loi uniforme sur un ensemble fini {a1,as,..,an} est la probabilité uni-
forme sur Uespace probabilisable ({a1,as, ...an} . P({a1, a2, ...an})).

% On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur {al.ag. e
St

1
X(Q) ={a1,a2,...,a,} et P(X =a;) = ~ pour tout 1 < k <n.

On note X ~U({a1,a2,..,an}).

Situation type : Soit X la variable aléatoire égale au numéro obtenu lors du
lancer d'un dé usuel, alors X ~ U({1,2,..6}).
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Loi de Bernoulli

Définition 102 Soit p €]0, 1[.

% La loi de Bernoulli de parameétre p est la probabilité sur ({0,1},P({0,1})
définie par :
P({0}) =1-p et P({1}) = p.

% On dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi de Bernouilli de paramétre p,
on note X ~ B3(p), si

X(Q)={0.1}, P(X=0)=1-p et P(X =1) =p.

Situation type : La loi de Bernoulli modélise une expérience a deux issues
S et E (S succes et E échec). Exemple : lancer d'une piéce de monnaie,
la probabilité d’obtenir pile étant p €0, 1[.

Loi binomiale

Définition 103 Soit p €]0,1[ et n € N*,

* La loi binomiale de paramétre (n,p) est la probabilité sur l'espace probabi-
lisable ({0,1,2,..,n},P({0.1,2,..,n}) définie par :

P({k}) = (Z)pk(l —p)** pour tout 0 < k <n.

* On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétre (n, p),
qu’on note X ~ B(n,p), si

X(Q)={0,1,..,n}, P(X = k) = <Z)pk(1 P kY O0<k<n.

Situation type : On répéte n fois une épreuve de Bernoulli d'une facon in-
dépendante, la probabilité de succes a chaque épreuve étant p €]0,1[. On
désigne par X le nombre de succés obtenus. Alors X () = {0,1,2,..,n}
et pour tout k € X(Q), I'événement (X = k) est réalisé si, et seulement

G . \ n 212 .
si, on obtient k succés. Comme, on a (k) éléments de w qui comportent

k succeés et chacun de ces w a une méme probabilité égale a p*(1 —p)*~F*

on a donc :

Pix =) = (k- pr .
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Loi géométrique
Définition 104 Soit p €0, 1[.

% La loi géométrique de paramétre p est la probabilité sur (N*, P(N*)) définie
par

P({k}) = p(1 — p)*=1 pour tout k € N*.

* On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramétre p,
qu’on note X ~ G(p). si

X(Q)=N*, P(X =k)=p(1—-p)*? pour tout k € N*

Remarque : On définit bien ainsi la loi d'une variable aléatoire discréte car,
p(1 —p)*~1 > 0 pour tout k € N* et

+00

> p(l-p) =1

k=1

Situation type : Le temps d’attente du premier succés : On répéte
une suite d’épreuves de Bernoulli de paramétre p €]0, 1] jusqu’a obtenir
le premier succes. Si X désigne le rang (le temps d’attente) du premier
succes alors X suit la loi géométrique de parameétre p. En effet, on a
X(Q) = N* U {oo} (00 correspond a l'éventualité «toutes les épreuves
sont des échecs» ).

— Soit k € N*, I'événement (X = k) est réalisé si, et seulement si, les
(k — 1) premiéres épreuves donnent des échecs et le k-iéme donne
succes, avec la convention usuelle si £ =1 il y a alors 0 échecs. C’est-
a-dire,

(X=k)=A1NAsN.. NA,_; NA,
ou pour tout i € N*, A; est I'événement «obtenir un succés au i-iéme
épreuve» . Les événements (A;);cn- sont indépendants, donc

— Y — k—1
P(X =k)=(1-p)""p.
— L’événement (X = o0) est réalisé si, et seulement si, aucun des événe-

+00
ments A,, n € N*, n’est réalisé. Donc, (X = 00) = ﬂA_k et par suite,
jo=1
en appliquant I'égalité (3.12), on obtient :

P(X=00)= lim P(()4x)= lim (1-p)*=0
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+00

On aurait pu aussi remarquer que P(X =o00)+ > P(X =k) =1, ce
k=1
qui donne P(X = o0) = 0.

La variable aléatoire discréte X prend la valeur oo avec une probabilité nulle
et, pour tout k € N*, P(X = k) = (1 — p)*!p. Si I'on néglige la valeur
+00, on voit que X suit la loi géométrique de parameétre p.

Caractérisation de la loi géométrique : Soit X une variable aléatoire
discréte sur (92, B, P) qui suit une loi géométrique de parametre p €0, 1[ (par
exemple : X représente le temps d’attente du premiére pile lors d'une suite de
lancers indépendants, la probabilité d’obtenir pile étant p).

Soient £ € N* et n € N. Sachant que X prend une valeur supérieure
strictement a k, on veut chercher la probabilité pour que X prenne la valeur
k +n (dans notre exemple type : sachant que les k premieres lancers donnent
des échecs, quelle est la probabilité pour que le premier succés se produise au
(k +n)-iéme lancer).

Cela revient a chercher P(X =k +n | X > k). On écrit :

P(X >k)N(X =k+n))
P(X > k) '

PX=k+n|X>k) =

Comme,

P(X>kN(X =k+n))=PX =k+n)=p(1 —p)km1
et P(X > k) = (1 — p)*, car I'événement (X > k) est réalisé si, et seulement
s1, les k premiéres épreuves donnent des échecs, donc :

e k+n—1
P(X=k+n|z>k) :p(l(l_p)p)k — PIX =),

Cette remarquable propriété traduit le fait que la loi géométrique est une loi
sans mémoire. Si l'on pense & X comme a une durée, on peut dire que X
ne tient pas compte du passé. On vient, donc de démontrer la proposition
suivante :

Proposition 105 Soit X une variable aléatoire discréte qui suit une loi géo-
métrique de paramétre p €0, 1[, alors

P X=k+n|X >k)=P(X =n) pour tout k € N* etn € N.




4.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES 197

L’absence de mémoire caractérise les variables aléatoires qui suivent les lois
géométriques. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* non strement
constante. On suppose que X est sans mémoire, c’est-a-dire que, pour tous
keN*etneN ona:

PX=k+n|X>k)=P(X =n)

alors X suit une loi géométrique. En effet :
Soit p = P(X = 1). Comme X est non strement constante, on en déduit
que 0 < p < 1. Prouvons, par récurrence, sur n la relation

P(X =n)=p(1—p)*~™

Elle est évidente si n = 1. Supposons-la acquise pour un entier n > 1. Comme
par hypothese

PX=n)=PX=n+1|X>1)=p(1-p)"

on écrit :

PX=n+1)=P(X=n+1|X>1)P(X>1)=p1-p)"(1-p),

par suite
P(X=n+1)=p(1-p)".

Noter, enfin que p > 0 car sinon, on aura P(X =n) = 0 pour tout n € N*, ce
qui est absurde.

Exemple 106 (loi de Pascal). On considére une suite d’épreuves de Ber-
noulli indépendantes, de probabilité de succés p €)0,1[. Soit j € N*, on consi-
dére X la variable aléatoire qui indique le temps d’attente nécessaire pour
obtenir j succés. On veut déterminer la loi de X.

(Exemple type : Une urne contient n, boules blanches et n, boules rouges. On
tire successivement avec remise une boule de ['urne jusqu’a obtenir j boules
rouges et on désigne par X le nombre de tirages nécessaires pour obtenir j
boules rouges). Remarquons, que si j = 1 alors X suit la loi géométrique de
parameétre p. Dans le cas général, on a :

X(Q)={keN:k>j}U{+oc}.

Soit k > j. On a : w € (X = k) si, et seulement si, au cours de (k — 1)
premiers tirages on a j — 1 succés et le k-iéme tirage est un succés. On a,
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k—1
donc, ( ) ) éléments w, et chacun de ces w a la méme probabilité égale a

j—1
P11 = p)*=ip = pi(1 — p)*~J. Donec,
Pix =1 = (5 )pi-pi-

D’autre part U'événement (X = +o00) est réalisé si, et seulement si, on
n'obtient jamais j succés. Il est donc inclus dans l'événement A : «a par-
tir d’'un certain rang toutes les épreuves donnent des échecs». En notant E;
l'événement «la i iéme épreuve donne un échec», alors on a :

(X=00)C [J () Ew.

neN* k>n
Or,

P(() E) = Jlim_ P ﬂEk Jim (1=p -t g,

N —+400 N—+400
k>n

Comme la suite d'événements ( (| Ex)nen+ est croissante alors par la propriété

k>n
de continuité croissante il vient :
P(X =+00) < P(|J ([ Ex)) =nglfmp(ﬂ E;) =0.
neEN* k>n k>n

Ce qui montre que l'événement (X = +o0) est négligeable. En conclusion, la
loi de X est donnée par X(Q) ={k €N etk > j} et

PX=k = (l; i)pJ(l — p)*79 pour tout k > j,
ol on a négligé la valeur +o00. On dit que X suit la lot de Pascal de paramétre
(J.p).

+0o0
En utilisant lidentité > P(X = k) =1, on obtient :
k=j

io (?:i)pj(l —p)* =1
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Loi de Poisson
Définition 107 Soit A un réel strictement positif.

% La loi de Poisson de paramétre \ est la probabilité sur (N, P(N)) donnée
par :
/\n
P({n}) = me"\ pour toutn € N.

* On dit qu'une variable aléatoire discréte X suit la loi de Poisson de para-
métre \, qu’on note X ~ P()\), si

n

X(Q)=N, P(X =n) = Fe"‘ pour toutn € N,

On définit bien ainsi la loil d'une variable aléatoire discréte car on a :

Il n’existe pas une situation type simple d'une variable aléatoire qui suit la
loi de Poisson. bien que cette loi soit utilisée fréquemment. Dans la pratique,
les lois de Poisson sont utilisées pour décrire le comportement d'un nombre
d’événements se produisant dans un laps de temps fixé. Par exemple, pour
décrire le nombre de clients dans un magasin pendant un temps ¢ ou le nombre
d’appels recus par un standard au cours d’'un intervalle de temps.

Les lois de Poisson apparaissent aussi comme limites de lois binomiales
dans un sens précisé dans la proposition suivante.

Proposition 108 Soit (X, ),cn- une suite de variables aléatoires discrétes
sur un espace probabilisé (Q, B, P), telle que pour tout n € N*,

X, ~B(n,p,) avec lim n.p, =\ > 0.

n——+00

Alors on a :

: Ay
nkl}_loo PlX, =k) = o

Preuve. Soit k € N fixé. Par hypothése, pour tout n > k,

n

P(X, = k) = (k

)p,'i(l —pn)" "
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(n-1.n-k+1 p 9
On a (n) - (n )(n +1) - donc (Z) p.,li e m Ce qui

k k! k! k!

: n\ & A
montre que lim Py = . D’autre part, comme p, ~ — tend vers 0,
n—+oo \ k k! ’ n ’

on écrit :
(n —k)In(l — p,) ~ —np, tend vers — A,
il vient :

lim (1-p,)" %= lim exp((n —k)In(1 —p,)) =e™.

n—-+00 n—-+00

/\k
Par suite lim P(X, =k) = —X

= —e
n—-+00 k!

Remarque : Si une variable X suit une loi binomiale de parameétres n et p

avec n assez grand et p trés proche de 0, alors X suit approximativement
la loi de Poisson de parameétre A = np. Ainsi, on modélise souvent le
nombre de succes lorsqu’on répeéte un trés grand nombre de fois une
expérience ayant une chance tres taible de réussir par une loi de Poisson.
Comme exemple, dans un village ou il y a 3000 habitants, le nombre
des personnes ayant leur anniversaire le 5 avril suit approximativement

une loi de Poisson de parameétre 3000.% = 8.21. On dit que la lo1 de

Poisson est la loi des événements rares.

Exemple 109 Si X est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
P(N). Alors on a : P(X est pair) > P(X est impair). En effet, on a :

)\Zk /\2k: 1

P(X est pair) — P(X est impair) = (3 o =3 i)
k=0 \~ /° k=0 '

+00 )\k .
= Z(—nkF =" =i
k=0 '

4.2 Couple de variables aléatoires

4.2.1 Deéfinitions

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé
(2. B, P) a valeurs dans E et F respectivement, on définit ainsi 'application

(X,Y): Q2 — Ex F
w — (X(w),Y(w))
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Proposition 110 L ‘application (X.Y) est une variable aléatoire discréte a
valeurs dans E x F.

Preuve. On a :
(X, V)(Q) ={(X(w),Y(w)) :we N} CX(Q) xY(Q).

Les ensembles X (Q) et Y () sont au plus dénombrables, donc leur produit
X(Q2)xY(Q) est au plus dénombrable (cf. proposition 8). D’apreés le corollaire
7, (X,Y)(Q) est au plus dénombrable. Soit (z,y) € (X,Y)(Q), on écrit :

X, V) H(z,y)}={weQ: X(w) =z et Y(w) =y} (4.3)
= X({z}) Y ({y)} € B

Ce qui montre que 'application (X,Y") est bien une variable aléatoire dis-
crete. [ |

Définition 111 Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un es-
pace probabilisé (Q, B, P) a valeurs dans E et F respectivement. La variable
aléatoire discréte (X.Y) est appelée couple de variables aléatoires dis-
crétes sur (2, B, P).

Dans le cas ou E = F = R, la variable (X,Y) est appelée couple de va-
riables aléatoires discrétes réelles.

Remarque 112

1. Soient X etY deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabi-
lisé (Q,B,P). Comme le couple (X,Y) est une variable aléatoire, alors
la famille ((X,Y) = (2,Y)) 2z y)e(x.Y)(Q) €St un systéme complet d’événe-
ments. Or, en utilisant l’égalité (4.4), pour tout (z,y) € (X.Y)(Q),

(X.Y) =(z,9)) =X =2)n (Y =y).

Donc, la famille (X = 2) N (Y =Y))@y)e(xxy)(Q) €St un systéme com-
plet d’événements.
Remarquer enfin que si (z,y) € (X,Y)(Q). alors 'événement

(X=z)n (Y =y) =2,

par suite, la famille (X = z) N (Y = y))@y)ex@)xy(@Q) est un systéme
complet d’événements.
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2. Soit T une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, B, P)

a valeurs dans E x F. Alors il existe un couple de variables aléatoires
discrétes (X,Y) tel que T = (X,Y). En effet, soitm : EXF — E et
mo : E X F — F les applications définies par :

m(z,y) = x et ma(x,y) =y pour tout (x,y) € E x F.

Considérons les variables aléatoires X = m1(T) et Y = ma(T). Pour tout
w € Q,

(X, Y)(w) = (X(w),Y(w)) = (Mm(T(w)), m2(T(w))) = T(w).

On en déduit que (X,Y)=T.

4.2.2 Loi conjointe

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur une espace probabilisé

(QB.P).

Définition 113 La loi conjointe des variables X et Y est la loi du couple
(X.Y), elle est donnée par la famille

(P((X =2)N (Y =9))) @y)ex@xy (@)

Noter que, si un couple (z,y) € X(Q) x Y (Q) n’appartient pas a (X,Y)(Q)
alors P(X =z)N(Y =y)) =0.

Notation : L'événement (X = z) N (Y =y) est noté simplement
(X =a,Y =g

Exemple 114 On lance simultanément deux dés, on désigne par X le plus
grand des deux numéros obtenus et Y le plus petit. La loi conjointe de X ety
est donnée par :

PIX =4,¥ =5)=8 Gil<i<i<6
PX=1Y=3=1]|36 sil<i=§<86
KX =8V =§}=2|36 si1<j<é<h

Remarquons que pour toutes variables aléatoires discrétes X et Y la famille

(P((X =2,Y =Y))) ey)ex@)xy(Q)
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est sommable et

> P(X=zY=y)=1 (4.5)

(z.y)EX(Q)XY(Q)

Inversement, étant donnée deux ensembles au plus dénombrables E et F
et une famille de réels positifs (a4 ) (. 4)cExF Sommable telle que

Z Oy = L.

(x.y)€EEXF

Alors la famille (ay ) 4)cExF définit bien une loi conjointe d'un couple de
variables aléatoires (X,Y) & valeurs dans E x F.

En effet, il résulte de la proposition 97 qu’'il existe une variable aléatoire T a
valeur dans E x F telle que la loi de probabilité de T est donnée par :

P(T = (x,y)) = 0z 4y pour tout (z,y) € E x F.

Vu la deuxiéme point de la remarque 112, il existe un couple de variables aléa-
toires (X,Y) tel que T'= (X,Y). C’est-a-dire, il existe un couple de variables
aléatoires discretes a valeurs dans E x F tel que

P(X ==z,Y =y) = 0y y pour tout (z,y) € E x F.

Exemple 115 On considére une suite d épreuves de Bernoulli indépendantes
(lancer d’une piéce de monnaie par exemple) de paramétre p €]0,1[. Soient X
le rang du premier succés et Y le rang du second succes.

Cherchons la lot conjointe de X etY .

on a:

X(Q) =N*U {400} et Y(Q) = N*\ {1} U {400}.

Soient i > 1 et j > 2. Pour tout k € N*, on désigne par Sy l'événement
«obtenir un succés au cours de la k-iéme épreuve», on a :

(X=iY=j)=2 sii>j et
(X:z'.Y:j):S_lﬂS_gﬂ..ﬂS,-_lﬂSz-ﬂSHlﬂ..ﬂSj_lﬂSj sie <]y,

(avec les conventions habituelles sii =1 ouj=1i+1).
Donc
0 sii>j.

FLE =4,k :‘7):{ (1—=p)i=2p2 sii<j
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Pour tout i € N*, I'événement (X =1,Y = +o00) = (X =i)N (ﬂ+_°f+l S;). Or
+00 n
N — 3 e T _ =t _
P( (] Sj)= lm P(() §)= lim (1-p)"" =0.
j=i+1 j=it+l

Donc P(X =1,Y = +00) = 0. Le lecteur vérifiera, par application du théoréme
de Fubini, que la famille (P(X =1,Y = j));i>1,j>2 est sommable dont la somme
est égale a 1.

Exemple 116 Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme espace
probabilisé a valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe du couple (X.Y)
vérifie :

(i +5)2H

Pour tout (i,j) e N?>, P(X =i, Y =j) =« R

(4.6)
ou a € R.

On cherche « tel que la relation ci-dessus défini bien une loi conjointe. Cela
(i+7)20™

revient a chercher a pour que la famille (« pr ).j)en2 Soit sommable
ilj! '

de somme égale a 1. .
(1+75)2

Pour tout i fizé, la série Y « S est convergente et
- 15!
J

400

(i + ')2i+j aidt T
Salitar o $22

| i
rar tlg! i)

= j
= Z
ai2 ,

=24 ,—22+1€2.
t! 7!

to (i+g)2H

La série 3_ 3, a

est clairement convergente, ainsi la famille

o= ij!
i+ 1)%+i
(a%)w)@p est sommable et
(i +] )2¢+ +J )2+
PP Sas A g SSES)
(i) EN? =g
+00 aZQZ Q.
= ( —e? + 527 le?) = 20et.
=0 '

1
Donc la relation (4.6) définit une loi conjointe si, et seulement si, o = 56'4.

~
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4.2.3 Lois marginales

Définition 117 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. La loi
de probabilité de X est appelée la premiére loi marginale du couple (X.Y)
et celle de Y est appelée la deuxiéme lot marginale.

Une question qui se pose : Connaissant la loi du couple (X,Y), peut-on
retrouver les lois de X et de Y 7 Le théoréme suivant donne une réponse
positive & cette question.

Théoréeme 118 Soit (X.Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (2, B, P), alors :

PX=2z)= > P(X==zY =y) pour tout z € X(Q). (4.7)
yeY (Q)
et
PY=y)= > PX==zY =y) pour touty € Y(Q). (4.8)
z€X ()
Preuve. Comme la famille d’événements ((Y = y))ycy(q) est un systeme
complet d’événements, alors pour tout x € X (), on a :
FX=e)= Y Pf Ny =y)).
yeY (Q)
De méme on démontre l'autre égalité. ]

Exemple 119 On reprend Uexemple 115 ou X est le rang du premier succés
et Y est le rang du second succés. On veut chercher la loi de Y. En appliquant
l’égalité (4.8) on obtient, pour tout entier j > 2,

+00 J—1
=Y P(X=4iY =35 =) p’(1-pf2=(-1)p’1-py>
=1 =1

Donc Y suit la loi de Pascal de paramétre (2,p) (voir exemple 106). Remar-
quons que, la variable X suit la loi géométrique de parameétre p. On a pu,
aussi, vérifier la loi de X en utilisant U'égalité (4.7).

Exemple 120 On reprend l'ezemple 116. On cherche les lois marginales du
couple (X,Y). Une application directe du théoréme 118 donne, pour tous en-
tiersi, j € N :

.(i +2) et P(Y =j) = %(j + 2).
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4.2.4 Lois conditionnelles

Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires discrétes définies sur un espace
probabilisé (Q2, B, P). Etant donné y € Y () tel que 1'événement (Y = y) est
non négligeable, c’est-a-dire P((Y =y)) # 0. on définit la loi de la variable X
sachant 1'événement (Y =y) :

Définition 121 On appelle la loi de X sachant (Y = y) (ou, la loi de X
conditionnelle a (Y =y)) la lot de X dans Uespace probabilisé (Q, B,Pry—y)).
Donc, elle est déterminée par la donnée de la famille

(P(X =2|Y =y))eecx(@):

Exemple 122 On reprend l'ezemple 115.
- Soit j > 2, cherchons la loi de X sachant (Y = j). Il suffit de calculer,
pour tout i € N, Py_j;(X =1). On écrit :

iV — 0 88t 2 4
gaae o R =i =1 =
PX=1|Y =j)= ( ; - L sii<j.

j—1

La loi de X sachant (Y = j) est la loi uniforme U({1,2,..,5 — 1}).
- Soit i > 1, la loi de la variable Y — i sachant (X = i) est donnée par :
(Y —9)(Q) = N* et

N P(X=i,Y=i435) (1—p)ti—2p
P =029 = "5 =5 ~ o

=p(1 —p)?~t pour tout j > 1.

C’est-a-dire la loi de la variable Y — i sachant (X = 1) est la loi géomé-
trique G(p)

4.2.5 Relations entre les lois

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur un espace
probabilisé (., B, P). Le théoréme 118 permet de retrouver les lois marginales
connaissant la loi conjointe. La question qui se pose maintenant est : connais-
sant les lois de X et de Y, peut-on trouver la loi du couple (X, Y) 7 La réponse
a cette question, sauf dans des cas particuliers, est négative. Par contre. si on
connait la loi de X et la loi de Y sachant (X = z), pour tout z € X(Q), on
peut retrouver la loi conjointe et par suite la loi de Y.
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Théoréeme 123 Soit (X.Y) un couple de variables aléatoires définie sur un
espace probabilisé (2, B, P). On suppose que pour tout x € X (), l'événement
(X = x) n'est pas négligeable. Alors :

— Pour tout (z,y) € X(Q) xY(Q) on a:

PX =2Y =9)=8) =p| X =a)P|X =2) (4.9)

— Pour touty € Y(Q) on a :

PY =gi= » PiY=§)X=aPlX<=a) (4.10)
zeX(Q)

Preuve. La formule (4.9) résulte de la définition de la probabilité condition-
nelle. L’égalité (4.10) est une application directe de la formule (4.8). [

Exemple 124 Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs
dans N, telles que Y suit la loi de Poisson de paramétre X > 0 et la loi de X
conditionnelle a (Y =n) est la loi uniforme sur {1,2,..,n + 1}. Alors, la loi
de X est donnée par

+00
P(X=i)=)» P(X=i|Y =n)P(Y =n) pour tout i € N.

n=0
Or,
1 < <
P(X=i|Y=n)={ ny1 Slstsntl
0 sinon
par suite
+00 n -\ T n+1
1 A e A
P X = )= —_— —A = — ——
ol = 5) Zn+1n!e N 2t
n=t—1 n=t—1
—A % yn —% i—1
A A
SRS DE-IT AN ¥ U P gL |
A ‘ 1! A (i—1)!

n=i

4.3 Indépendance de variables aléatoires

4.3.1 Structure

Soit (2, B, P) un espace probabilisé.
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Proposition 125 Les variables aléatoires discrétes réelles sur l'espace pro-
babilisé (2, B, P) forment un sous-algébre de l'algébre R® des fonctions de Q
dans R. En particulier, la somme et le produit de deux variables aléatoires
discréetes réelles sont des variables aléatoires discrétes.

De plus, pour toutes variables aléatoires discrétes réelles X et Y, min(X,Y)
et max(X.,Y') sont deux variables aléatoires discrétes réelles.

Preuve. Il suffit de montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires
discrétes réelles et A € R alors X +AY, XY, min(X,Y) et max(X,Y) sont des
variables aléatoires discréetes. Soit Z = (X.,Y) la variable aléatoire discréte a
valeurs dans R?, alors X +\Y = f(Z), XY = g(Z), min(X,Y) = h(Z) et
max(X,Y) =1(Z) ou f,g.h et [ les fonctions définies sur R? par

flz,y) =2+ Ny, g(z.y) = zy, h(z,y) = min(z,y) et [(z,y) = max(z,y),
pour tout (z,y) € R2. La proposition 98 permet donc de conclure. [ |

Remarque : Dans la pratique on considére souvent les variables aléatoires
discrétes a valeurs dans N. Pour calculer la loi de la variable aléatoire
X +Y, il suffit de connaitre la loi conjointe. En effet, pour tout k € N,

on a :
k

(X+Y =k =X =4Y=k-1i),
=0

donc

Dans le cas ou X(Q) =Y (Q) =Z, alors

P(X+Y=k)=) P(X=1Y=k—1).

1=/

4.3.2 Famille de variables aléatoires

On généralise ici la notion du couple de variables aléatoires.

Soient X;. Xs..., X,, n variables aléatoires discrétes sur un espace probabi-
lisé (Q, B, P) a valeurs dans E7, E», .., E,. respectivement. Comme dans le cas
des couples de variables aléatoires discrétes, on définit une variable aléatoire
discréte sur (2, B, P) a valeurs dans E; X Ea X .. X E,, notée (X1, Xa,... X,),
par

(X1, Xo,... X)) (w) = (X(w), X2(w), .., Xp(w)) pour tout w € Q.
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La variable aléatoire (X7, X5, .., X};) ainsi définie, est appelée n-uplet de
variables aléatoires discrétes. Dans les cas ou les variables aléatoires sont
réelles, le n-uplet (X1, Xs,..X,,) est appelé vecteur aléatoire sur (2, 3, P).

La loi conjointe de X;. X5, ... X}, est la loi du n-uplet de variables aléatoires
(X1, X3, ... X,,), donc elle est déterminée par la donnée de la famille

(P(X1 =21, X2 =22,.., Xpn = Zn))(21.20,..0n) X1 (Q) X X2(Q) X..X Xn ()"

Etant donné un n-uplet de variables aléatoires discrétes (X7, Xo, .., X},),
pour tout 1 < 7 < n, la loi de X; est appelée la i-iéeme loi marginale du
n-uplets (X, Xs.... X},). Les lois marginales s’obtiennent comme dans le cas
de couple : Pour tout z; € X;(Q), on a

P(/Yz:—xz): Z P(X]_:x]_....Xi:wi....Xn:xn).
21€X1(Q),...x; —1€X;-1(Q)
2i+1€Xi+1(Q),.2nEXn(RQ)

4.3.3 Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 126 Deux variables aléatoires discrétes sur (Q,B,P) sont dites
indépendantes si pour tous x € X(Q), y € Y(Q) les événements (X = z) et
(Y =y) sont indépendants, c’est-a-dire pour tout (x,y) € X(Q)xY(Q) on a:

P(X=2,Y =y) = P(X = 2)P(Y =y).

Exemple 127 Soient A et B deux événements d'un espace probabilisé (2, B, P).
En utilisant la proposition 85, on en déduit que les variables aléatoires 14 et
Ip sont indépendantes si, et seulement si, les événements A et B sont indé-
pendants.

Proposition 128 Deux variables aléatoires discrétes X et Y sur un espace
probabilisé (2, B, P) a valeurs dans E et F', respectivement, sont indépendantes
si, et seulement si, pour toutes parties A € P(E) et B € P(F), ona:

P(X € A)N(Y € B)) = P(X € A)P(Y € B).

Preuve. Si X et Y sont indépendants. Soient A € P(E) et B € P(F). On
pose A = AN X(Q) et B = BN X(Q). Les ensembles A’ et B’ sont au plus
dénombrables. De plus on a :

P(X€A)=> P(X=z)et PY€B)= Y P
xcA’ yeB’
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D’autre part. on a :
(XeAnyeB)= |J X=zY=y),
(xy)eA’xB’

done
P(Xe€eA)N(YeB)= > PX=zY=y).
(xzy)€A’ xB’

Or, comme la famille (P(X = z)P(Y =Y))(zy)ca’xp est sommable, alors

P(X€A)NYeB)=> > PX =)
xz €A yeB’
= (Z P(X =2))( Z P(Y =y))=P(X € A)P(Y € B).
z€A’ yEeB’
Ce qui montre le résultat. [

Remarques :

1. Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que pour tout
y € Y(Q) I'événement (Y = y) est non négligeable, alors X et Y
sont indépendantes si et seulement si :

P(X=2z|Y =y) = P(X =x) pour tout z € X(0).

2. Dans le cas ou X et Y sont indépendantes la connaissance des lois
marginales permet de retrouver la loi conjointe.

Le résultat suivant est trés utile en pratique.

Proposition 129 Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur l'es-
pace probabilisé (2, B, P) a valeurs dans E et F, respectivement. Si X et Y
sont indépendantes alors f(X) et g(Y) sont indépendantes pour toutes fonc-
tions f définie sur E et g définie sur F.

Preuve. Soit z € f(X)(Q) et y € g(Y)(Q2), d’aprés la proposition précédente
on a
P(f(X) =2, g(Y)=y) = P(X € T ({z)) N (Y € g7 ({y}))
= P((X € f({z})P(Y € g7 ({y}))
= P(f(X) =2)P(g(Y) =y).
Ce qui montre 'indépendance des deux variables f(X) et g(Y"). o

Comme exemple, si X et Y sont deux variables réelles indépendantes alors
les variables aléatoires X2 et |Y| sont indépendantes.
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4.3.4 Cas de n-variables aléatoires

Définition 130 Soient X;. Xs, .., X,, n variables aléatoires discrétes définies
sl {92, B, P}

1. On dit que les variables X1, Xo. ... X, sont deux a deux indépendantes si
pour tous entiers distincts i et j comprises entre 1 et n les variables X;
et X; sont indépendantes.

2. On dit que les variables X1, Xs. .., X,, sont mutuellement indépendantes
(ou indépendantes) si pour tous x1 € X1(Q), 22 € X2(Q),..,z, € X,,(Q),

n
P(X1 S :cl.XQ = T2, ..Xn = :cn) = HP(Xi = I.L'i).
=1
Comme dans le cas de deux variables aléatoires on a la caractérisation
sulvante.

Proposition 131 Les variables aléatoires discrétes X1, Xa, ..., X,, de l'espace
probabilisé (U, B, P) a valeurs dans E1, Es, .., E,,, respectivement, sont mutuel-

lement indépendantes si, et seulement si. pour toutes parties A, de E,. As de
FEs....A, de E, on a:

n
P(Xy € A1, Xp € Ay, .. X € A,) = [[ P(X; € 4)).
=1
Preuve. Supposons que les variables aléatoires X7, Xo, .., X, sont mutuelle-
ment indépendantes. Posons pour tout 1 <7 <n, Al = 4; N X;(Q). On écrit :
P(le cA1.Xo €A, ... X, € An)

= > PX1i=z1,Xa=12,.,.X =)

21 €A @wa€AL, .an€A),

= Z HP(X{ = &

z1€A  wa€AL, . an€Al, =1

n

Comme la famille (] ;_; P(X; = 2i))z; €Al (2,.n)eA) x..xAr, €St sommable,

alors
P(X; €A1, X5 € As,. X, € 4,)
=Y PXi=z1) ¥ P(Xa=m). Y P(Xp =)

x1€A z9E€AS zn€AR

= ﬁP(Xz € A;).

=1
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La réciproque est évidente. [

Remarque 132 Si (X7, Xs,... X,,) est une famille de variables aléatoires dis-

crétes mutuellement indépendantes, alors toute sous-famille (X;,,...X;, ) est

une famille de variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes.
En effet, pour toutes parties A;, de E;,, A;, de E;,,..A;, de E;,, on a:

P(Xz'l € AieriQ S Aiz----Xz'k S Aik) = P(Xl €A1, Xo € As,... X, € An).

ouA; = X;(Q) sij & {i1.i2, .., }. Par indépendance de la famille (X1, .., X,)
il vient

P(X;, € Ai;, Xis € Aiy, .. X, €As,) = HP(Xi € A;)
=1
= P(X;, € Aiy).P(Xi; € Aip)..P(X;, € Aiy),

car P(X; € Aj) =1 pour tout j & {i1,i2, ..ir}.

Le résultat suivant généralise la proposition 129.

Proposition 133 Si X, Xs, ... X,, sont des variables aléatoires discrétes mu-
tuellement indépendantes a valeurs dans Ei, Es, .., E,. respectivement, pour
toutes fonctions fi. fa..., fn définies sur Ei.FEs. ... E, respectivement. les va-
riables aléatoires f(X1), f(Xa). .., f(X,) sont mutuellement indépendantes.

Preuve. Soit, pour tout 1 <i <n, x; € f(X;)(Q). Alors

P(f1(X1) = 21, fo(X2) = 22, o, fu(Xn) = Tn)
= P(X1 € fi'({z:1}), X2 € f3 ' ({22}); - Xn € ' ({2n}))

= [ P(X:< £ b= (55 ==).
ce qui montre le résultat. [

Proposition 134 Si X, Xs, ... X,, sont des variables aléatoires discrétes mu-
tuellement indépendantes, alors pour tout m compris entre 1 et n—1, et toutes
fonctions f de m variables et g de (n —m) variables, les variables aléatoires
f(X1, X2, ... Xon) et g(Xms1, Xonso.... X)) sont indépendantes.
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Preuve. Montrons, d’abord, que les variables aléatoires Z = (X7, Xa. ..., X))
et T = (Xn+1, Xms2,.., Xp,) sont indépendantes. Soit (21, Z2,..Zm) € Z(9) et
($m+1- LTm+2; --xn) S T(Q)

PAE = oy, By i) T =01 3:6%))
— P(Xl = CL‘l....Xm =L Xm+1 =5 s, --Xn s xn)

i=1 )

8
3

s
N
I

B
&
3
8

£

v
N
|

)
3

s
8

&

La proposition 129 montre que les variables f(Z) = f(X1, Xa.... X}n) et
9(T) = g(Xims1, Xonso.... X;y) sont deux variables aléatoires indépendantes. m

4.3.5 Propriétés liées a I'indépendance

Etant donné deux variables aléatoires discrétes indépendantes X et Y a
valeurs dans N.

— La loi de la variable somme X + Y est donnée par :

k
P(X+Y =k)=) P(X =4)P(Y =k —1) pour tout k € N,| (4.11)
=0

— La probabilité de I'événement (X =Y) est

+00
X =Y)=} PX =8 =1. (4.12)
=0

— Si les variables aléatoires sont a valeurs dans Z alors. pour tout k& € Z
on a :

P(X+Y =k)=) P(X=0)P(Y =k—i). (4.13)

i€Z

Exemple 135 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles
que X ~P(A) etY ~P(u), A >0, u>0. Alors X +Y suit la loi de Poisson
de paramétre A+ . En effet, par application de l’égalité (4.11), on a pour tout
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n € N,
P(X+Y=n) =) P(X=i)P(Y =n —i)
=0
LY 3 ,un—i . e—A+p) 2 n L
— o ) . Ayt
gi!e n—i)° nl ; ¥ e

A+ 1)® o),
n!

De méme, on montre que si X ~ B(n, p), Y ~ B(m,p) telles que X etY sont
indépendantes alors X +Y ~ B(n +m,p).

La formule (4.11) peut étre généralisée, par récurrence, au cas de n va-
riables indépendantes. Soient X;.X5s...X,, n-variables aléatoires discrétes et
indépendantes a valeurs dans N. Alors pour tout £ € N, on dispose de la

formule :

PX1+Xo+.+X,=k)= > 1]PeE =&

(11,32,..5n)EX1(Q) X.. X X ()7 =1
Syl Hia—h

(4.14)

Exemple 136 Soient X;.Xs,..,X,, n variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Bernoulli 3(p). La variable aléatoire S = X1 + Xo + .. + X,
suit la loi binomiale B(n,p). En effet, les variables X; étant & valeurs dans
{0.1}, S est a valeurs dans {0,1,...,n}. Par application de la formule (4.14),
on obtient :

PXi+Xe+.+Xa=k)= Y. [[PX;i=4%)

(i142,.in)€{0,1}"j=1
t1+22+..+in=k

= Y -

(1122-1"")6{01}7’.
11+20+..+in=k

puisque, k valeurs de i; valent 1 et n — k valent 0. Comme

card{(il,ig. wnln) € {0, 1}n i1ttt ..+, = k} = <Z>
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il vient :

P(S =&y =p" {1 —pp" > 1
(3142,.4n)€{0,1} x..x{0,1}

11+io+..Fin=k
n k 5
= 1 _ n .
= (k)p ( )

Donc S suit la loi binomiale B(n,p).
En utilisant les fonctions génératrices, on peut donner une autre preuve
plus simple (cf. remarque 179).

4.3.6 Suite de variables aléatoires indépendantes

Définition 137 Une suite (X, )nen de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (Q, B, P) est dite suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes (ou indépendantes) si pour toute partie finie J de N, les va-
riables aléatoires (X, )ncs sont indépendantes.

Pour montrer 'indépendance d’une suite de variables aléatoires (X, ),ecn,
il suffit de montrer que les variables aléatoires (X, Jo<n<p sont indépendantes
pour tout p € N*. En effet, toute partie finie J de N est incluse dans un
intervalle entier [0, p] et I'indépendance de la famille (Xn)o<n<p entraine I'in-
dépendance de la famille (X, ),cs. d’aprés la remarque 132.

Existence d’espaces probabilisés portant une suite des variables
indépendantes

Le théoréeme suivant, qui sera admis, assure l'existence d’un espace proba-
bilisé modélisant une suite de lois de probabilités données.

Théoréme 138 Soit (P,)ncn une suite de lois de probabilités. Il existe un
espace probablisé (2, B, P) et une suite de variables aléatoires sur (2, B, P)

indépendantes (X, )nen telle que pour tout n € N, X, suit la loi P, (c’est-a-
dire Px, = PB,).

Nous avons signalé dans le chapitre précédent qu'il est difficile de construire
un espace probabilisé qui modélise une suite infinie d’expériences a deux issues.
Ce théoreme, qui est de grande importance en pratique, assure l'existence d'un
tel espace.

Exemple : Soit p €]0, 1], on pose P, = 3(p) pour tout n. Il existe un espace
probabilisé (., B, P) et (X, ),cn une suite de variables aléatoires indé-
pendantes telle que pour tout n, X,, ~ 3(p). Pour tout n € N on désigne
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par A, : «obtenir succés a la n-iéme épreuve». Alors 4, = (X,, = 1)
est un événement. Comme, (X, ),cn est une suite de variables aléatoires

indépendantes, on en déduit que les événements (A, ),cn sont indépen-

dants.

En général, soit p une loi de probabilité, en posant, pour tout n € N,

P, = p. il existe un espace probabilisé (2, B, P) et une suite (X, ),cn de

variables aléatoires indépendantes qui suivent la méme loi p. On dit que
la suite (X, )ncr est une suite de variables indépendantes identi-

quement distribuées.

4.4 Espérance

Dans ce paragraphe on considére des variables aléatoires discrétes réelles.

4.4.1 Définition

Définition 139 Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R. On
dit que la variable X admet une espérance finie (ou intégrable) si la famille
(z.P(X = z)).ecx(q) est sommable. Dans ce cas, l'espérance de la variable

aléatoire X est le réel :

E(X)

Y aPX =a)

z€X(Q)

Notation : On note £}(Q, 5, P) I'ensemble de variables aléatoires discrétes
réelles admettant une espérance finie.

Remarques :

1. Si X est une variable aléatoire finie, c’est-a-dire X (Q) est un en-

semble fini, alors la condition de sommabilité est automatiquement
vérifice, et X € L}(Q, B, P).

2. Soit X une variable aléatoire discréte positive (a valeurs dans R™).

Sila famille de réels positifs (2 P(X = z)),cx(q) n'est pas sommable

alors Sa somme Z
2€X(Q)

espérance infinie.

xP(X = x) = +00. On dit que X admet une

3. Si X(©Q) = N. La sommabilité de la famille (nP(X = n)),cn est
équivalente a la convergence de la série > nP(X = n) et dans ce

cas.

+00
E(X)=) nP(X =n).
=0
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Espérances des lois usuelles

1.

2

p

Soit X une variable réelle constante égale a a € R, alors E(X) = a.

Soit A un événement et [4 l'indicatrice de A. Alors on a :

E(Ly) = P(A).

. S1 X ~U({a1, a2, ..an}), alors E(X) = > ¢, P(X = @;). Donc

Si X ~B(p)oul<p<l,alors B(X)=P(X =1), soit

E(X)=p
Si X ~ B(n,p) alors
E(X) =np
En effet. on a :
B(Y) = Y kP(X = k) = Y k() )oHa - ot
k=0 k=0
_nnn—l k(l—- )n—k
= E—1 p b
k=1
_ —~ (=1 44 n—k
=np »_ (k_l)p (1-p)
k=1
n—1 a1
=np ( . )pk‘l(l — )% =pp.
k=0

Si X ~ G(p). p €]0,1], alors X admet une espérance finie et on a :

E(X) = -.
P

En effet, la série Y. nP(X = n) = pY_n(l — p)*~! est convergente,
puisque le rayon de convergence de la série entiére > na™ est égale a 1
et (1 —p) €]0,1[. Donc X € L1(Q,B,P)etona:

+00
E(X)=pY n(l-p"
n=1
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On sait que pour tout z € |-1,1[ on a :

d +xn i
an :ﬁz:x):m.

n=>0
Donc ; .
EX)=p—=-
(X) =5

7. Si1 X ~P(A) ou A >0, alors X admet une espérance finie et

E(X) = \.

: A"
En effet, la série > nP(X =n) = e Zn—' est convergente et on a :
n!

+00 AP~ 1

400 0 n
nz:%nP(X:n) :e”’\nz:;)nn = e\ Z C]

Remarque 140 Dans le cas ou la variable aléatoire est a valeurs dans N, on
dispose d’une caractérisation (utile) de l'existence de l’espérance :

X € LYQ,B,P) si, et seulement si, la série > P(X > n) est convergente et
dans ce cas on a :

=Y P(X >n). (4.15)

En effet, X € LL(Q,B,P) si, et seulement si, la série > nP(X = n) est
convergente. Comme

nP(X =n)=)» P(X =n),

la convergence de la série >_nP(X =n) est équivalente a la sommabilité de la
suite double (P(X =n))n)ca 0 A ={(k,n) : 0 <k <n}. On applique le
théoréme de Fubini a cette famille. La famille (P(X =n))gn)ca est sommable

si, et seulement si, pour tout k fixé la série Y P(X =n) converge, on note

n>k+1
sa somme

i P(X =n) = P(X > k),
n=k+1
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et la série de Y P(X > k) converge. Ceci montre que la série > nP(X =n)

k
converge si, et seulement si. la série >, P(X > k) converge et dans ce cas on
. g
+oon—1 +0o0
=) ) PX=mn)= ) PX=
n=0 k= (n.k)€A
+00 400 +00
= P(X=n)=) P(X>k).
k=0 n=k+1

Comme application de la formule (4.15), on retrouve l'espérance d'une
variable aléatoire X qui suit la loi géométrique de paramétre p. On écrit :

+00 +00 1
EX)=) P(X>k)=) (1-pf==.
k=0 k=0 P

Attention : Il faut savoir retrouver la formule (4.15) chaque fois que
I'on en a besoin. Une autre preuve de ce résultat est donnée en exercice (voir
exercice 21).

Soit X € L1(Q.B,P), il arrive souvent qu'on ait besoin de calculer, non
I'espérance de X. mais l'espérance de I'image de X par une fonction f. Le
théoréme suivant permet de calculer E(f(X)), sans passer par la loi de f(X).

Théoréme 141 (Théoréme de transfert). Soient X une variable aléatoire
discréte sur l'espace (2, B, P) et f: X(Q)— R une fonction. La variable aléa-
toire f(X) est d’espérance finie si, et seulement si, la famille

(f(2)P(X = 2))zex(o)

est sommable et dans ce cas.

> F@)P(X =2).

z€X ()

Preuve. Remarquons d’abord que f(X)(Q) = {f(z) : z € X(Q)}. Pour tout

y € f(X)(2), on pose I, = F~1({y}). 1l est simple de voir que (Iy)yetx)(@)
est une partition de X (). On a aussi pour tout y € f(X)(Q),

WIP(f(X)=y)= ) |f(@)|P(X =u).

ery



150 CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Une application directe du théoréme de sommation par paquets (théoréme 36)
montre que la famille (f(z)P(X = z)),cx(q) est sommable si, et seulement
si, pour tout y € f(X)(Q) la famille (f(z)P(X = z)).cr, est sommable et
la tamille (|y|P(f(X) = y))ye1, est sommable. Ce qui montre que la famille
(f(z)P(X = )),cx(q) est sommable si, et seulement si, f(X) admet une es-
pérance finie. Dans ce cas, en appliquant le théoréme 37 a la famille sommable

Lz PLX = x))xex(g). on obtient :
> f@PX=2)= Y Y f@PX=2)

zeX(Q) yef(X)(Q)z€ly
= Y yP(f(X)=y) =E(f(X)).
yef(X)(Q)
Ce qui achéve la démonstration. [ |

Exemples :

1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N, alors exp(X) ad-
met une espérance finie si, et seulement si, la série > e"P(X =n)
converge est dans ce cas,

E(exp(X)) = Ze”P(X =)
=0

[N}

Soit X une variable aléatoire telle que X ~ G(p), p €]0,1[. Alors

; . B . :
la variable aléatoire — admet une espérance finie. En effet, il suffit

1
de montrer la convergence de la série Y —P(X = n). Pour tout
neN+ T
n € N*,
"P(X=n) = p(1-p)""
= A=N) = — — .
- np b
xn
Comme la série >, — est convergente pour tout = € |—1,1] et
n
+00
koo ;.
Z— = —In(1 —2)
n
n=1
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3. Un calcul analogue permet de montrer que si X ~ P(\) alors,

" 1 1

1
X+1
4.4.2 Propriétés de I’espérance

Théoréme 142 (Linearité de l’espérance). Soient X etY deux variables
aléatoires discrétes réelles d’espérances finies et a € R. Alors les variables
X +Y et aX sont d’espérance finie et on a :

E(X +Y) = E(X) +E(Y) et E(aX) = aE(X).

Le théoréme peut s’énoncer sous cette forme : L'ensemble L'Cll(Q. B, P) est
un espace vectoriel et I'application

E:LXQ,B,P) - R
X - E(X)

est une forme linéaire.
Preuve. Soient X et Y deux variables aléatoires d’espérances finies, et a € R.
1. Considérons la fonction f : R — R définie par f(z) = ax. Clairement
la famille (f(z)P(X = z)),cx(q) est sommable. Par le théoreme de
transfert, aX € L1(Q, B, P) et :

E(@X)= Y oxP(X =z)=aE(X).
z€X(Q)

2. Posons T = (X.,Y) et f : R?— R la fonction définie par f(z,y) =z +y.
La variable X + Y est I'image de T par f. donc admet une espérance
finie si, et seulement si, la famille (f(z,y)P(T = (2,9)))@y)eT(0) €st
sommable. C’est-a-dire, X+Y € L}(Q, B, P) si, et seulement si, la famille
(z+y)P(X =2,Y =Y))@yex(@)xy (@) est sommable. En considérant
la partition ({z} x Y (Q))ycy(q) de X(Q) x Y(Q) et en appliquant le
théoréeme de sommation par paquets on montre la sommabilité de la
famille (zP(X =z,Y = y))(x,y)éX(Q)xY(Q)* En effet :

A Pour tout z € X(Q), la famille (zP(X = 2,Y = y)),cy(q) est som-
mable, puisque

gl P(X =2,Y =¢) < o] PXY =38),
on pose

Se= Y. [HPX =Y =g)=hPX =4
yeX(Q)
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A Comme X est d’espérance finie, la famille (|z| P(X = z)),cx(q) est
donc sommable.

Ce qui montre que la famille (zP(X = z,Y = y))@yex@)xy(Q) est
sommable. On dispose donc de 1'égalité suivante :

> sP(X=2,Y =y)= Y zP(X=2z)=EX).
(zy)EX(Q)XY(Q) z€X(Q)

De méme la famille (yP(X = 2,V = y)))ex(@)xy(Q) est sommable
et :

Y. yP(X=azY=y)= Y yPY=y)=EY)

(zy)EX(Q)XY(Q) yeX(Q)
L’inégalité :
le+y|P(X=2,Y=y)<|z|P(X =2,V =y)+ |y| P(X =2,V =y)

montre que la famille ((z +y)P(X = 2,Y = y))@y)ex(Q)xy(Q) est som-
mable et par suite X +Y est d’espérance finie. Par le théoréme de trans-
fert, on écrit :

E(X+Y)= > (z+y)P(X =2,V =v)
(xy)EX(Q)XY(Q)
= E(X) +E(Y).

Ce qui acheve la preuve. [

Corollaire 143 Soient X € L1(Q,B,P), o et 3 deux réels. Alors :

E(aX + 8) = oE(X) + 3

En particulier,

E(X — E(X)) = 0.

Application 144 (Formule de Poincaré). Soient Ay, As, ... A, n événe-
ments d’un espace probabilisé (2, B, P). En utilisant le fait que E(I4) = P(A)
pour tout événement A € B, ou Iy est la fonction indicatrice de A. on dé-
montre la formule de Poincaré dite aussi la formule de crible, a savoir :

n

P(O A;) =D (-1)F! > P(A;; NAj, NN A;).

=1 k=1 1<41 <19 <. <1, <n
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Remarquons d’abord qu'un raisonnement par récurrence facile permet de mon-

trer que, pour tout k €N, on a : 4, .14,.14, =1, . Par suite, on écrit :
i:l' ’
n n
I[ n = 1 = n — 1 - ]IA

I
]
—

o )k+1 Z H.»’lilr’Aigm--r\"’iik .

k=1 1<21<20<. <2 <0

En prenant les espérances des premier et dernier membres de l’égalité on ob-
tient la formule de Poincaré.

Proposition 145 (Positivité de l'espérance). L ’espérance est une forme
linéaire positive, c’est-a-dire, pour toute variable aléatoire discréte X, a valeurs
dans R™ d’espérance finie,

E(X) > 0.

De plus on a égalité si, et seulement si, X = 0 presque sturement.
Preuve. Si X(Q) CR* et X € £1(Q.B, P), alors

E(XX)= ) aP(X=z)2>0.
z€X(Q)

D’autre part, on a E(X) = 0 si, et seulement si, zP(X = z) = 0 pour tout
x € X(Q). Done, P(X = z) = 0 pour tout z € X(Q) et x # 0. Comme

> P(X==z)=1alors0c X(Q) et P(X =0) =1. Donc X = 0 presque
z€X(Q)
surement. [ |

Corollaire 146 (Croissance de l’espérance). Si X.Y € LL(Q.B.P) et
X <Y alors B(X) < E(Y). De plus on a égalité si, et seulement si, X =Y
presque surement.

Preuve. Si1 X. Y € L'.Cli(.Q. B,P)et X <Y,alorsY — X > 0. Donc,
0<EY - X)=E(Y) - E(X).

D’ou, E(X) < E(Y). On a égalité si, et seulement si, Y — X = 0 presque stre-
ment, c’est-a-dire X = Y presque stirement. [
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Corollaire 147 Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, B, P), alors | X]|
admet une espérance finie si, et seulement si, X admet une espérance finie et
dans ce cas on a :

|E(X)| < E(|X]).

Preuve. D’aprés le théoréme de transtert, |X| € £5(Q, B, P) si, et seulement
si, la famille (|z|P(X = z)),cx(q) est sommable, c’est-a-dire X € £in.B.P.
D’autre part, on a :

JIX] < X < |X],

en appliquant le corollaire 146, il vient :
—E(|X]) = E(-|X]) < E(X) < E(|X]).
ce qui montre le résultat. 5

Proposition 148 Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que
| X| <Y etY € £L(Q,B,P). Alors X € LL(Q,B,P) et on a :

[BE(X)| < E(Y).

Preuve. Soient Z = (X,Y) et 71, m les fonctions sur R? définies par :

m1(z,y) = @ et T2 (z,y) =y, pour tout (z,y) € R>.

La variable Y = m2(Z) € LL(Q, B, P), d’aprés le théoréme de transfert, on en
déduit que la famille (m2(2)P(Z = 2)),cz(q) est sommable et on a :

EY)= Y m(:)P(Z=2z)

2€Z(Q)
= ), m@yPZ=@y)= ) yP(Z=(xy)
(#y)eZ(2) (@.y)eZ(2)

D’autre part, pour tout (z,y) € Z(Q) il existe w € Q tel que X(w) = z et
Y(w) =y, donc
2| = [X](w) <Y (w) =v.

On obtient

[2|P(Z = (z.y)) SyP(Z = (z,y)).
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la sommabilité de la famille (yP(Z = (2,Y)) 4)cz(0) entraine donc la som-
mabilité de la famille

(xP(Z = (2,Y)) @y)ez(@) = (T1(2)P(Z = 2)).cz()-
Ce qui montre que la variable aléatoire m1(Z) = X admet une espérance finie.
Comme | X| <Y, ilvient |[E(X)| < E(|X]|) <E(Y). m
Remarque : Si X est une variable aléatoire bornée, c’est-a-dire, il existe un
réel M tel que | X| < M alors X € £1(Q, B, P). En particulier, pour tout

—x2

variable aléatoire réelle X, les variables aléatoires cos(X), 2o1©

sont intégrables.
Le résultat suivant permet de déterminer l'espérance du produit de deux

variables aléatoires.

Théoréme 149 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes sur
(Q., B, P). La variable aléatoire XY € L‘.(li(_Q, B, P) si, et seulement si, la famille

(zyP(X =2.Y =¥)) e y)ex@)xy (@)

est sommable et dans ce cas on a :

E(XY) = Z P X = x, ¥ =y)-
(z.y)eX(Q)XY(Q)

Preuve. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = xy. Alors la variable
XY sécrit XY = f(Z) ou Z = (X.Y). D’aprés le théoréme de transtert,
XY € L£1(Q.B.P) si, et seulement si, la famille (f(z)P(Z = 2))sez(q) est
sommable. Par suite la variable XY € £1(Q, B, P) si, et seulement si, la famille
(f(@,y)P(Z = (2,9))) e p)ex@xy(@) = (@YP(X =2,Y =¥))ey)ex@).y(©@)
est sommable. Dans ce cas, on a :
EXY)=E(f(2)= Y  wP(X=z¥=y)
(zy)eX(Q)xY(Q)

Ce qui montre le résultat. [ |

Corollaire 150 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes
d’espérances finies, alors XY est d’espérance finie et on a :

E(XY) = E(X)E(Y).




156 CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Preuve. Il résulte par hypothése que les familles (zP(X = 2)).cx(q) et
(yP(Y =y))yey(q) sont sommables et du fait que

Pl X = 2,Y =i)=2PlX =2)gP(Y =u),

que la famille (zyP(X = 2.Y =y))y)ex(@).v(0) est sommable et que :

E(XY) = > zyP(X = 2)P(Y =vy)
(z.y)EX(Q)XY(Q)

= Y ) wzPX=x)PY =y)

2€X(Q) yeY (Q)
=( > «P(X=2)( ) yPY =y))=EX)E(Y)
z€X(Q) yeY (Q)
Ce qui montre le résultat. [

Noter que la réciproque : "E(XY) = E(X)E(Y) implique X et Y sont
indépendantes" est fausse en général. Comme exemple, si X est une variable
aléatoire qui suit la loi uniforme sur {—1,0,1}, les variables aléatoires X et
X2 ne sont pas indépendantes, puisque

%:p(XQ:())P(X:1);£P(X:1.X2:0).

Un calcul simple montre que E(X X?) = E(X?) = 0 = E(X)E(X?).

4.5 L’espace £3(Q, B, P)

4.5.1 Deéfinitions et structures

Soit X une variable aléatoire discréte réelle sur un espace probabilisé

(Q, B, P) et k € N*.

Définition 151 On dit que X admet un moment d’ordre k., si la variable
aléatoire X* admet une espérance finie, ce qui est équivalent a la sommabilité
de la famille (2*P(X = T))zcx(Q)- On appelle, dans ce cas, le moment
d’ordre k de X le réel

E(X*¥)= Y 2*P(X=u).
zeX(Q)
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Une variable aléatoire X admet un moment d’ordre k£ € N* si, et seulement
si, la variable aléatoire X* € £}(Q, B, P).
On s’intéresse, essentiellement & I'ensemble des variables aléatoires admet-

tant un moment d’ordre 2 que l'on note Lg(@ B. P). La proposition suivante
montre l'inclusion : £2(Q, B, P) C £}(Q, B, P).

Proposition 152 Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment
d’ordre 2, alors X admet une espérance finie.

1
Preuve. Il suffit de remarquer que |X| < 5(X2 + 1). Comme par hypothése
1 2
§(X2+1) € L1(Q.B. P). la proposition 148 permet de conclure. ul

Exemple. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* dont la loi est

1
donnée par P(X =n) = RErEh Alors X € £}(Q. B, P) puisque la série
(2
de terme général nP(X = n) converge et E(X) = %3;— par contre, X

n’admet pas un moment d’ordre 2.

Exemple. Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre p € N*,
alors X admet un moment d’ordre k pour tout 1 < k& < p. En effet, soit
1 < k < p. Pour tout réel z tel que |z| > 1 on a |z|* < |z|?. Par suite
I'inégalité |z|® < |z|? + 1 est varie pour tout € R. Par conséquent, on
obtient l'inégalité
X[ < |XP+1,

Comme, la variable aléatoire |X|” + 1 admet une espérance finie, vu la
proposition 148, on en déduit que la variable |X|Ic admet une espérance
finie.

Proposition 153 Si X.Y sont deux variables aléatoires réelles admettant
chacune un moment d’ordre 2. alors XY est d’espérance finie.

1 ‘ 1
Preuve. Comme : | XY| < 5(X2 +Y?2) et 5(X2 +Y?) € L1(Q,B,P). on en

déduit que XY € £(Q,B. P

1§

&

N’

Proposition 154 L ’ensemble L‘fl(Q. B, P) est un R-espace vectoriel. De plus
Uapplication

o: L2(QB,P)x L2(Q,B,P) — R
(X.Y) — E(XY)

est une forme bilinéaire symétrique positive.
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Preuve. Il suffit de montrer que L‘g(Q.B. P) est un sous-espace vectoriel de
R Soient X.Y € £3(Q.B.P).a et 3 € R. On écrit :

(aX + BY)? = o2 X2 + B2Y? + 208XY.

D’aprés la proposition précédente, X2, Y2 et XY € £1(Q,B,P), donc par
linéarité, on en déduit que (aX + 8Y)? € £1(Q, B. P), soit

aX + BY € £(Q,B, P).

La proposition 153 montre que ¢ est bien définie. La bilinéarité de ¢ résulte
de la linéarité de 'espérance. De plus on a : ¢(X, X) = E(X?) > 0 pour tout
X € £2%(Q,B, P). &
Remarque : Soit X € £3(Q,B,P). On a : ¢(X,X) = E(X?) = 0 équivaut

a X2 = 0 presque srement, c’est-a-dire P(X? = 0) = 1. Comme de plus
ona (X =0)=(X2=0),onobtient P(X = 0) = 1, soit X = 0 presque
strement. On a donc 'équivalence :

E(X?) =0< X =0 presque sirement.

Proposition 155 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si X et Y admettent
chacune un moment d’ordre 2 alors XY est d’espérance finie et on a :

IE(XY)| < VE(XDE(?). (4.16)

Preuve. D’apreés la proposition 153, la variable aléatoire XY est d’espérance
finie. Pour montrer I'inégalité (4.16), on distingue les cas ot E(Y?) = 0 et
E(Y?) > 0.

Si E(Y?) = 0 alors Y = 0 presque sirement. Comme (Y = 0) C (XY = 0),
et P(Y = 0) = 1, on en déduit que XY = 0 presque strement et 1'inégalité
(4.16) est vérifiée.

Si E(Y?) > 0 alors par positivité et linéarité de I'espérance on a, pour tout
teR:

0 < E((X +tY)?) = E(X?) + 2tE(XY) + ?E(Y2).
Donc. le discriminant de la fonction trinéme
t — E(X?) + 2#E(XY) + t?E(Y?)

est négatif, ce qui donne 'inégalité (4.16). ]
Cas d’égalité : Soient X.Y deux variables aléatoires admettant un mo-
ment d’ordre 2 telles que E(XY)? = E(X?)E(Y?). Supposons que Y n’est
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pas nulle (presque strement). Alors le discriminant de la fonction trinéme
t — BE((X + tY)?) est nul. Ce qui est équivalente a l'existence d'un réel a
tel que E((X + aY)?) = 0. Cela signifie qu’il existe un réel a € R, tel que
X + aY = 0 presque strement.

On vérifie, que si Y = 0 presque sturement ou X + aY = 0 presque strement
(e € R) alors on a E(XY)? = E(X?)E(Y?).

En conclusion, l'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si, et seulement
si, Y = 0 presque strement ou il existe o € R tel que X + aY = 0 presque
surement.

4.5.2 Variance

Définition 156 On appelle variance d’une variable aléatoire réelle X ad-
mettant un moment d’ordre 2, le nombre positif,

V(X) = E[(X — E(X))2).

Pour tout variable aléatoire X € £2(Q, B, P) on écrit,
V(X) = p(X - E(X), X - E(X)),

ou ¢ est la forme bilinéaire symétrique positive définie dans la proposition 154.
La variance représente, donc 1'écart quadratique moyen de X & son espérance
E(X). La distance de X a son espérance E(X) est, plutét la racine de la
variance appelée I’écart type de X.

Définition 157 Si X est une variable aléatoire réelle admettant un moment
d’ordre 2, l'écart type de X est le réel positif.

Définition 158 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, B, P).

1. SiE(X) =0, on dit que X est une variable centrée.

2. Si X admet un moment d’ordre 2 et est telle que E(X) =0 et o(X) =1,
on dit que X est une variable centrée réduite.

Remarque 159 Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment
d’ordre 2. Alors V(X ) = 0 si, et seulement si, X est constante presque stire-
ment. En effet : V(X) = 0, signifie que

E((X —E(X)?*) =0,

ce qui est équivalent a X = E(X) presque sirement.
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Dans la plupart des cas, on utilise la formule suivante pour calculer la
variance d’'une variable aléatoire.

Proposition 160 (Formule de Koenig-Huygens). Soit X une variable
aléatoire discréte réelle admettant un moment d’ordre 2 alors

V = E(X?) - E(X)2 (4.17)

Preuve. On écrit :
(X —E(X))? = X2 - 2E(X)X +E(X)2
Par linéarité de l'espérance, on obtient :
V(X) = E(X?) - 2E(X)? + E(X)? = E(X?) - E(X)2.
Ce qui montre la formule de Koenig-Huygens. il
Variance de lois usuelles : Soit X une variable aléatoire.

1. | Si X est constante, alors V(X) = 0.
2. [Si X ~ B(p), p €]0,1] alors V(X) = p(1 — p).

En effet un calcul simple donne, E(X) = E(X?) = p.
3. |Si X ~ B(n,p), p €]0,1], alors V(X) =np(1 — p).

En effet : on a E(X) =np et
2y _ - 2 (), k4 . \n—k
3x%) =3k (3)ra-»

n
n n p k
—-pr Y8 (1) (-
k=0 B =g
Or, en dérivant par rapport a x 'identité du binéme :
"L [n
1+ z)" = g'
Q+ar=3" ( k) .
k=0
on obtient : n(1+z)"1 = S k& (n) 2F=1. En multipliant 1’égalité

k
k=0
par = et en dérivant par rapport a ., on en déduit que

n
n(l+ 2" 2(1 +nx) = Zk2 (Z) z* 1,
k=0
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ce qui donne,
p —1, P p
E(X%) =(1-p)"n(l+—)"
(X3 = (1 =prn(+ 2o n )
=np +nn —1)p>,

par suite,

V(X) =np+n(n —1)p* —n’p® =np(1 - p).

I—p

4. |Si X ~ G(p), p €]0,1], alors V(X) = pE

[
En effet, on a E(X) = o D’autre part,
+00 +00
E(X?) =) n*p(1-p)t=p> n*(1-p) "
n=1 n=1

1 +00
Or, pour tout z € |—1, 1], W = %, naz"~!. Donc
-z n=1

d % 1+ g = n — 2 n1
ﬁ[a—x)?]‘(l-x)ﬁ“_x(;m)‘;"“ ’

2 - 1-
Letv(x) =52

p
5. 1S1 X ~P(A), ou A >0, alors V(X) = A.

En utilisant I'égalité :

par suite E(X?) =

E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X),
et en appliquant le théoréme de transfert, il vient

E(X?) =E(X(X -1)) +E(X)
+00
=Y nn-1)P(X =n)+A

n=0

+—00 )\n
= €—>\ Zn(n = l)g +)\
=0 ’

% \n
:)\26"\2?4—)\ =21\
n=0
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Donc

V(X)=E(X?) -EX)?=A2+1-A2 =\

Proposition 161 Soit X une variable aléatoire admettant un moment d ordre
2, alors pour tous réels a, 3 on a

V(aX + 8) = a*V(X)|

Preuve. Comme X € L'?Z(Q.B.P), aX + B € L‘z(Q,B. P). Par linéarité de
I'espérance, on écrit :

E((aX + 8)%) = o*E(X?) + 2a8E(X) + 32
et
E(aX + 8)% = (aE(X) + 8)%.
Par la formule (4.17), on obtient :
V(aX + 8) = o’E(X?) + 2a8E(X) + 82 — (aE(X) + 8)2
= o?(E(X?) — E(X)?) = o2V(X).
Ce qui montre le résultat. [

Application : Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre
2, alors la variable aléatoire

X - E(X)

&= o(X)

est une variable aléatoire centrée et réduite. En effet, par linéarité de
I'espérance on a

E(X*) = 0(1X)<E<X> _E(X))=0
et
oo X-BX), 1 B
VXY =V(— ) = gV =1

La variable aléatoire X* est appelée variable aléatoire centrée ré-
duite de (ou associé a) X.
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4.5.3 Covariance
Définitions

Définition 162 Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles sur
(2, B, P). On appelle covariance de X et de Y, le nombre, s'il existe :

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].

Proposition 163 (Formule de Koenig- Huygens). Pour toutes variables
aléatoires X et Y admettant chacune un moment d’ordre 2, Cov(X.,Y') existe
et on a :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (4.18)

Preuve. Si X, Y € £3(Q, B, P), alors X —E(X) et Y — E(Y) € £3(Q.B, P).
Par suite (X — E(X))(Y — E(Y)) admet une espérance finie,(cf. proposition
153). En utilisant la linéarité de la fonction espérance, on obtient la formule
(4.18). ]

Corollaire 164 Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes admettant
chacune un moment d’ordre 2. St X etY sont indépendantes alors

Cov(X,Y) = 0.

Preuve. C’est une conséquence du corollaire 150. [
Attention : La réciproque de ce résultat est fausse en général, comme nous
le montre l'exemple suivant : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi

uniforme sur {—1,0,1} et Y =|X|. On a:

1
B(X) = 5((-1) +0+1) =0,
a 1 2 B

Comme

=
>
~
Il
(@)
X
v
>
F-{“
I
=
+
—_
X
b
)
i
Il
=
+
8
=
s
>
"
I
|
=
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D’ow, Cov(XY') = 0. Il est simple de voir que X et Y ne sont pas indépendantes
. 1
puisque P(X =1,Y=0)=0£#P(X =1)P(Y =0) = 9
Deux variables aléatoires discréetes X et Y possédant une covariance véri-
fiant Cov(X,Y ) = 0 sont dites non corrélées.

Exemple 165 Deux variables aléatoires discrétes qui suivent une loi de Ber-
noulli sont indépendantes si, et seulement si, elles sont non corrélées. En effet :
le sens direct est une conséquence du corollaire précédent. Montrons la réci-
proque. Soient X.Y deux variables aléatoires sur (2, B, P) avec X etY suivant
chacune une loi de Bernoulli. On a :

E(X)=P(X=1) et EY)=PY =1).
Comme XY (Q) = {0, 1},
BlXY)=1x P((XY = 1)) = P{(X = 1)}y = 1))
Le fait que Cov(X.,Y) = 0 entraine que :
PX=1LnE=01))—-PFX=1PF =1)=4,

ce qui montre que les événements (X = 1) et (Y = 1) sont indépendantes. La
proposition 85 montre, que les couples d’événements suivants

(X=0),(Y =1)),(X=1),(Y =0)) et (X =0),(Y =1))
sont indépendants. D’ ou, pour tous i,j € {0,1}, on a :
P((X =i)N(Y =j)) = P(X =))P(Y =).
Ce qui montre lindépendance des variables aléatoires X et Y.

Exemple 166 (Calcul de la covariance) : On considére une suite de lan-
cers indépendants d une piéce de monnaie dont la probabilité d’obtenir pile est
p €]0,1[. Le théoréme 138 assure l'existence d'un espace probabilisé (Q, B, P)
modélisant cette épreuve. On note X la longueur de la premiére série de résul-
tats obtenus (X = k si les k premiers lancers donnent le méme résultat et le
(k+1)-iéme lancer donne un résultat différent) et Y la longueur de la seconde
série. On veut chercher la covariance de X et Y .

Ona X(Q)=Y(Q) = N*U{+o0}. En notant S; l'événement «obtenir pile au
cours du i-iéme lancer», on a, pour tout n € N*,

P(X =n) = P((S1N S2..0 Sp) N (Snt1))
+ P((S1 N S2..N S,) N (Spt1)),
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donc P(X =n)=p"(1 —p)+ (1 —p)*p. D’autre part,
+00 +o
P(X =+00)=P([S)+P([)5)
=1 =1
= lim p"+ lim (1-p)" =0.
n—+00

n—+00

Soit m € N*, en utilisant la formule (4.8) on obtient :
+00
P(Y=m)=)Y P(X=m)Y =n).

n=1
Or, pour tout m, n € N*,
P(X=n,Y =m) =
P((S1 M 8 1.8 YW S0 ) V(812 N1 By ) (8t 1)
+ P((51 N 82..N08,) N sp 41 N (Sp2 N Sp43.. N Snim) N Spyma1)

=p" T (1 —p)" + (1 —p)*p™

Done

+00
On vérifie que >, P(Y =m) =1 donc, P(Y = +o0) = 0. Par suite

m=1
+00 +00
E(X)=) nP(X=n)=) n@"(1-p)+(1-p)p)
n=1 n=1
—+00 +00
=p(1—p)(D_np* '+ > n(1-p
n=1 n=1
P 1—p
g — -
De méme. on obtient :
+00 +00
E(Y)=) mPY =m)=>Y_ m(1-p) ™ 'p*+p" " (1-p)
m=1 m=1
B p? (1-p)?
SU-a-pE T
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Remarquons au passage que la moyenne de la longeur de la deuriéme série est
2 (indépendant de p) et que la moyenne de la longeur de la premiére série est
supérieure a 2. D autre part.

E(XY)= Y  nmamP(X=nY =m)
(n;m)€(N*)?

= Y mm@E™T'A-p)"+1-p)Tp™)
(n.m)e(N*)2

= Z np"tm (1 —p)™ + Z n(l —p)*limp™

(nm)e(N*)2 (n,m)€(N*)2
+00 +00 +o00 +00

= ™™D m1—p)™) + (O _n1—p)"TH(D_ mp™)
n=1 m=1 n=1 m=1

_ P l-p (- p)? p
(1-p)2(1-01-p)?) @Q-(1-p)?)(1-p)?

_ L1
I—-p »p

Finalement.
(2p — 1)?

Cov(X,Y) = B(XY) — BOB(Y) = -

. _ 1
Donc X etY sont non corrélées si, et seulement si, p = 3

La proposition 163 permet de définir 'application :
Cov : L2(Q,B,P) x L2(,B,P) — R
(X.Y) — Cov(X,Y)
Proposition 167

1. L’application Cov est une forme bilinéaire symétrique positive sur l’es-
pace L’Z(Q.B,P). et on a

Cov(X,X) =V(X).

2. Soit X € L‘.?{(Q.B. P). Alors, Cov(X,X) = 0 si, et seulement si, X est
constante presque surement.

3. Pour tous X,Y € L3(Q,B, P),
|Cov(X,Y)| < o(X)a(Y). (4.19)
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Preuve. Les deux premiers points résultent de la formule (4.18). Pour démon-
trer I'inégalité (4.19) on distingue les cas o(Y) =0et 0(Y) > 0.S10(Y) =0
Y est constante presque surement, Cov(X,Y) = 0 et I'inégalité est vérifiée. Si
o(Y) > 0. Pour tout t € R, on a :

0 < Cov(X —tY, X —tY) = V(X) + t23V(Y) — 2tCov(X,Y).

Cov(X.Y Cov(X,Y))?
En prenant t = %, on obtient : 0 < V(X)) — ( O\é(y) ) . ce qui
donne l'inégalité recherchée. [

Application 168 Soient A et B deux événements d'un espace probabilisé
(Q, B, P). Alors, on a l'inégalité :

| -

|IP(A)P(B) — P(ANB)| < (4.20)

/

W=

En effet. en remarquant que,
E(I4) = P(A), E(Ig) = P(B) et E(I4.Ip) = E(I4n) = P(ANB),

il vient :
|P(A)P(B) — P(ANB)| =|Cov(Ls,Ip)|.

|
D autre part, en utilisant l'inégalité x(1 — z) < 7 bour tout réel x € [0, 1], on

obtient :

|Cov(l4.1p)| < o(lg)o(IB)

(S

= (P(A)(1 — P(A))3(P(B)(1 - P(B))? <

=] =

4.5.4 Variance de la somme

En utilisant les propriétés de la fonction covariance. on peut exprimer la
variance d'une somme de variables aléatoires dans L'CQI(Q. B.P).

Proposition 169 Soient X;. Xo. ... X;; n variables aléatoires discrétes réelles.,
admettant un moment d’ordre 2 alors

V(X1 +Xo+.+Xa) =) V(X)+2 > Cov(X;, Xj). (4.21)
=1

1<i<j<n
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Preuve. Par bilinéarité de 1'application covariance, il vient

V(X1 +Xo+..+X,) =Cov(D_X;,) Xi)= > Cov(X;, X;)
=1 =1

1<i j<n

n n
= Cov(X;, X))+ Y, Cov(X;,X;).
i=1 1<i,j<n
i#]
La formule (4.21) s’en déduit en tenant compte du fait que

Cov(X;, X;) =V (X;) et Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X;) pour tous i, j.

Corollaire 170 Soient Xi.Xos. ... X,, n variables aléatoires discrétes réelles,
admettant un moment d’ordre 2, deux a deux indépendantes. Alors on a :

n
V(X1 +Xo+ ..+ X5) = XY V(X5).
t=1

Preuve. Cela résulte de la formule (4.21) et le fait que Cov(X;, X;) = 0 pour
tout 7 £ j € {1,2,..u} [

4.6 Fonctions génératrices

On introduit les fonctions génératrices pour les variables aléatoires a va-
leurs dans N. Ces fonctions permettent de simplifier les calculs qu’on peut
avolr a faire sur les lois, les espérances, les variances...

Définition 171 Soit X une variable aléatoire discréte sur l’espace probabilisé
(2, B, P), a valeurs dans N. La fonction génératrice Gx de la variable X est
la fonction somme de la série entiére

+00
Gx(t) =) P(X =n)t"
=0

dont on note R le rayon de convergence.

Remarquons, que par le théoréme de transfert, on a pour toute variable
aléatoire X a valeurs dans N,

Gx(t) = E(t¥).

En utilisant les propriétés classiques des séries entiéres, on a :
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Proposition 172 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

1. La série entiére définissant Gx est de rayon de convergence supérieur
ou égal a 1.

2. La fonction Gx est continue sur [—1,1] et indéfiniment dérivable sur
|—1,1].

3. La fonction génératrice Gx détermine entiérement la loi de X. Pour
toutn € N, on a:

62(0)
n!

Preuve. Pour tout t € [—1,1], on a |P(X = n)t"| < P(X = n) et la sé-
rie > P(X = n) converge. Ce qui montre la convergence normale de la série
" P(X =n)t" sur [—1, 1]. On en déduit, que R > 1 et que G x est continue sur
(—1,1]. La fonction Gx est de classe C* sur |—R, R|, en particulier elle est C*
sur |—1, 1[. De plus les coefficients de la série entiére définissant G x sont don-

(1
nées par P(X =n) = )‘;—'() o

Remarques :
1. Deux variables aléatoires a valeurs dans N suivent la méme loi si,
et seulement si, elles ont méme fonction génératrice.
2. Si X est une variable finie alors Gx est une fonction polynémiale

et R = +o0.

La proposition qui suit donne la relation entre le comportement de la
fonction génératrice en 1 et l'existence de l'espérance et la variance de la
variable aléatoire associée.

Proposition 173 Soit X une variable aléatoire a valeur dans N.

1. X admet une espérance finie si, et seulement si, la fonction Gx est
dérivable a gauche en 1 et dans ce cas, on a :

E(X) = Gy (1)]

2. X admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, la fonction Gx est
deux fois dérivable a gauche en 1 et dans ce cas, on a :

E(X(X - 1)) = G%(1).
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On commence par montrer le lemme suivant :
400
Lemme 174 Soit f(t) = Zantn une série entiére telle que a, > 0 pour tout
n=0

n € N et la série > a, converge. Alors f est dérivable a gauche en 1 si, et

+00
seulement si, la série Y na, converge, et dans ce cas on a f'(1) = > na,.
=0

Preuve. Remarquons d’abord que le rayon de convergence de la série définis-
sant f est supérieur ou égal a 1. On a pour tout t € [0, 1],

+00
——(f) = f(1) =) an(l+t+ 2+ .+ 7). (4.22)
t—1
n=0

Supposons que f est dérivable & gauche en 1. Pour tout NV € N, on a :

N N
: 2 n—1 -
= i <

Znafn lg}}zan(1+t+t + .4+t —}B}}

n=1 n=1

On en déduit que la série > na, converge, puisqu’elle est & termes positifs,
et que

+00
> na, < f(1). (4.23)
n=>0
Inversement, supposons que la série Y _ na, converge. L'égalité (4.22) montre
ft) - (1)

+00
- est croissante. Puisque g(t) < > na,, pour
- n=0

tout ¢t € [0, 1[, on conclut que g admet une limite finie a gauche en 1, donc f
est dérivable a gauche en 1 et on a :

que la fonction g : t —

AT 1) _ oy 3
—t = 8 4.2/
lim ——— f<1>_z_jnan (4.24)
+00
Les inégalités (4.23) et (4.24) montrent 'égalité : f'(1) = > na,. o]
=0

On démontre maintenant la proposition 173.
Preuve.

1. D’aprés le lemme précédent, la fonction Gx est dérivable a gauche en
1 si, et seulement si, la série > nP(X = n) converge, c’est-a-dire, X
admet une espérance finie. Dans ce cas on a

+00
Gx(1) =) nP(X =n) =E(X).
=0
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2. Si la fonction G x est deux fois dérivable a gauche en 1. alors, en utilisant
le premier point, la fonction Gx est dérivable sur [0,1] et

ZnP n)t" ! pour tout t € [0,1].

D’apreés le lemme 174 & l'intention de la fonction G’y qui est dérivable
a gauche en 1, la série >_n(n — 1)P(X = n) converge et par suite la
série Y n2P(X =n) converge. Ce qui montre que X admet un moment
d’ordre 2.

Inversement, supposons que la série Zn2P(X = n) converge, donc les
séries Y nP(X =n)et > n(n—1)P(X =n) convergent. En appliquant
le lemme 174, les fonctions Gx et CX sont dérivables a gauche en 1 et

on a
+00
Gx(1) =Y nn-1)P(X =n) =EX(X -1)).
n=1
Ce qui achéve la démonstration. [

Remarque : Si le rayon de convergence de la série entiére définissant Gx
est R > 1, alors Gx est indéfiniment dérivable en 1, par suite X admet
un moment d’ordre k, pour tout £ > 1, et on a :

P (1) = B(X(X - 1)..(X - k+1)).

Corollaire 175 Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N telle que Gx
est deux fois dérivable a gauche en 1, alors on a

E(X) = G (1), B(X?) = G (1) + Gx(1)
G'x (1) + Gx(1) — (Gx(1))%.

=
s
]

Fonctions génératrices des lois usuelles : Soit X une variable aléatoire
discréte sur (2, B, P).

1. Si X ~ B(p), ou p €]0,1[. Alors

Gx(t) =pt+(1-p),
E(X)=p, V(X) =p(1 —p).

En effet :
Gx(t) = (1 —p)t® +pt =pt + (1 - p),
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par suite
E(X) = Gx(1) =p, B(X%) =Gx(1) =0

donc V(X) =p2—p=p(p—1).
2. Si X ~ B(n,p), ou p €]0,1[. Alors

Gx(t) = (1—p+pt)”,
E(X) =np, V(X) =np(1 — p).

En effet.

ex) =3 (7) pa-pre
k=0

Sl

(3) @0t -prt ==+ oy

ol

=0
Donc G (1) =np =E(X), et

E(X2) = Gx(1) + Gx(1) et V(X) =np
3. Si X ~G(p), p€]0,1[. Alors

_ pt
Gx(t) T3 1 7)
s _(1-p)
E(X) = 5 V(X) = =
En effet,
00 +00
Gx (t) = p(l _ p)n—ltn - ptZ((l _ p)t)n—-l
_n=1 pt =
~T—t(1-p)
Donc E(X) = G/x(l) = % et

puis




4.6. FONCTIONS GENERATRICES 173

4. Si X ~P(A), A > 0. Alors

Gx(t) = ¢,

E(X) = ), V(X) = A.

En effet,

Par suite E(X) = G'x(1) = A, puis
VX) =22+ 2 -X2=)

Théoréme 176 Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, a valeurs
dans N. Si X et Y sont indépendantes alors pour tout réel t tel que Gx(t) et
Gy (t) sont définies on a :

Gx+y(t) = Gx(t)Gy ().

Preuve. Soit t € R tel que Gx(t) et Gy (t) sont définies. Les variables aléa-
toires tX et t¥ admettent donc, chacune, une espérance finie, la proposition
129 assure que t~ et t¥ sont indépendantes. D’aprés le corollaire 64, la variable
aléatoire tXt¥ = tX+Y admet une espérance finie et on a :

E@*) = BE)E(E") = Gx (t)Gy ().
Donc Gx.y(t) est bien définie et Gx .y (t) = Gx(t)Gy (). =
Remarque 177 A [l'aide du théoréme précédent on peut prouver la stabilité
des lois de Poisson et des lois binomiales.

1. Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes telles
que X ~ P(A) et Y ~ P(u) alors X +Y ~ P(A+ ). En effet, les
fonctions Gx et Gy sont définies sur R et

Gx(t) = &V, Gy (t) = eV pour tout t € R,
par indépendance on a :
Gx+y(t) = Gx(8)Gy(t) = eAED pour tout t € R

Comme la fonction génératrice détermine la loi de la variable, on en
déduit que
X4+Y ~PA+p)
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2. 5i X etY sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes telles
que X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p)

X+Y ~Bn+m,p)
En effet,
Gx4+v(t) = Gx(t)Gy(t) = (1 —p+pt)*(1 —p +pt)”
=1 -p+pt)"™
Par suite, X +Y ~ B(n +m,p)
Corollaire 178 Soient X1, Xs.... X,, des variables aléatoires a valeurs dans

N, indépendantes et S = X1 + Xo + .. + X,,. Alors, pour tout réel t tel que
Gx, (t) existe pour tout i € {1,2,..,n}, on a : Gs(t) existe et

Gs(t) = [[ &x @)
=1

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur n. Le cas n = 2 est déja
traité. On suppose que le résultat est vral dans le cas de n variables aléa-
toires indépendantes. Considérons (n + 1) variables aléatoires indépendantes
X1, X, ... X,,11. Les variables aléatoires

Sp = X1+ Xo+..+ X, et X,,11 sont indépendantes (ct. proposition 134).
Donc, pour tout réel ¢ tel que Gx,(t) existe, on a :

Gsn(t)GXn—:-l (t) = GSn".'Xn-‘—l (t)
n
Par hypothése de récurrence, Gg,(t) = [[ Gx,(t). Donc
2=L

n+1
Gw1+X2+.-+Xn+1 (t) = G5n+Xn+1 (t) _— Gsn(t)GXn-I-l (t) = H GXi(t)
=1

Ce qui montre le résultat. [

Remarque 179 La somme de n variables aléatoires indépendantes de méme
loi de Bernoulli de paramétre p € |0,1[, suit la loi binomiale de paramétre
(n,p). En effet, on se donne n variables aléatoires X1, X2, .., X,, de méme loi
de Bernoulli 3(p). Pour tout 1 <1 <n, Gx,(t) =1—p+ pt pour tout t € R.
Donc

Gxy+Xo+. 4%, (0) = [[ Gx:(8) = (1 — p + pt)",
=1
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ce qui montre que X1 + Xo + .. + X,, suit la loi binomiale de paramétre (n,p).

De méme on montre que la somme S = X1 + Xo + .. + X, de n variables
aléatoires indépendantes X1, Xs. .., X,, dont chaque X; suit la loi de Poisson
de paramétre \;, suit la loi de Poisson P(A1 + Ao+ .. +A,)

4.7 Inégalités et approximations

Théoreme 180 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire dis-
créte positive d’espérance finie. Alors. pour tout réel a > 0 on a :

E(X)

a

P(X>a) <

Preuve. Soit A I'événement (X > a). On a : E(I4) = P(A) = P(X > a). On

montre 'inégalité :

Iy < — (4.25)

a

X(w
En effet : soit w € Q, si w € A alors [4(w) =0 < () et si w € A alors
a
X(w
X(w) > a et par suite [4(w) =1 < ( )
a

En appliquant la fonction espérance a l'inégalité (4.25). on obtient :

X E(X)

a a

P(X 2 a) =E(l4) < E(

Ce qui montre 'inégalité. [ |

Exemple : Soit X une variable aléatoire telle que X ~ P(\) ou A > 0. Par
application de I'inégalité de Markov, on obtient :

(4.26)

Une conséquence de l'inégalité de Markov est l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev :

Théoreme 181 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) : Soit X une va-
riable aléatoire qui admet un moment d’ordre 2. Pour tout réel t > 0,

V(X)

P(X - B(X)| 2 1) < —5
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Preuve. On a l'égalité des événements suivante :
(X —EB(X)| 2 t) = (X - E(X))* > t?).

Il suffit maintenant d’appliquer l'inégalité de Markov a la variable aléatoire
(X —E(X))? et a =t Il vient :

P(X — B(X)| > £) = P((X — B(X))? > #2) < 2U& —t}ZE(X)F) _ V;X)_

Ce qui montre l'inégalité. [
Exemple : Soit X une variable aléatoire telle que X ~ P(A) ou A > 0.
Alors,
PX>22)=P(X—-A>2AN)<P(X=-AZ2AN=P(|X-EX)| =),
et par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on trouve donc :

P(X > 2) < ) _

-3 (4.27)

1
-
En comparant les inégalités (4.26) et (4.27), on en déduit que l'inégalité
(4.27) est plus précise pour A > 2.

Exemple : Sion suppose que le nombre d’erreurs de calculs dans un examen
de mathématique suit la loi de Poisson P(10) alors la probabilité d’avoir

plus que 20 erreurs est inférieure ou égale a —.

10
Exemple : On jette 3336 fois un dé. On cherche a minorer la probabilité que
le nombre d’apparitions du nombre 6 soit compris strictement entre 506
et 606. Notons X le nombre d’apparitions du 6. La variable X suit donc

la loi binomiale 5(3336, é) On cherche & minorer la quantité

605
333 1
P(506 < X < 606) = Z ( " 6) (g)k(g)3336—k
k=507

On ne peut pas dans la pratique calculer cette quantité, on a alors recours
a I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On a :

B(X) = 556 et V(X) = 500,
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Comme, on a :

(506 < X < 606) = (506 — 556 < X — 556 < 606 — 556)
= (=50 < X — 556 < 50),

on en déduit que :
P(506 < X < 606) = P(]X —556| < 50) =1— P(|X — 556| > 50)

V(X) 1390
- =1—-——-=0.814
- 502 ; 3 x 502 i

Théoreme 182 (loi faible des grands nombres) : Soit (X, ),ecn- une suite
de variables aléatoires discrétes sur le méme espace probabilisé deuxr a deux
indépendantes de méme loi, admettant un moment d’ordre 2. On pose

m = E(X;) et pour toutn € N*, S,, = X1 + Xo + .. + X,,. Alors pour tout
£>0,ona:

S
lim P(|——-m|>¢)=0
n—-+00 n

Plus précisément, on a :

3 v
P2 —m| > e) < OV

: . : : S .
On dit que la suite de variables aléatoires (—),cn converge en probabilité vers
n

la variable aléatoire constante m.

S
Preuve. La variable — € L'?i(Q,B. P) et par indépendance des variables
n

(Xn)nene, on a :

AN - B
E(g) = kzzlE(Xk) =m,

et
2 1 <« V(X1)
V = = 5
(ZH) == D V(Xe) = —
k=1
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, entraine :
S, V(X1)
P(|== —m|>¢) <
(122 —ml 2 ) < =

Ce qui achéve la démonstration. [
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Remarques.

1. La loi forte des grands nombres, assure que si (X, ),cn+ est une
suite de variables aléatoires discrétes sur le méme espace, mutuelle-
ment indépendantes, de méme loi, d’espérance finie m, alors la suite

g . n . . T ’
de fonctions — converge presque sturement vers m, c’est-a-dire, il
n
existe un événement A tel que P(A) =0 et

].. Sn ("d)
m

n—+00 n

=m pour tout w € Q\A4,

On donne une preuve de ce résultat, sous une hypotheése supplé-
mentaire, en exercice (cf. exercice 34).

2. La loi forte des grands nombres est la formulation rigoureuse des
faits suivants : si on fait des épreuves répétées indépendantes et
nombreuses, la moyenne des résultats observés est proche de 'espé-
rance. Par exemple, si on lance un grand nombre de fois une piéce
de monnaie équilibrée, il y aura en moyenne 50% de faces.

On termine ce chapitre par une preuve probabiliste du théoréeme d’approxi-
mation de Weierstrass :

Théoréme 183 Toute fonction continue sur un segment [a,b] y est limite
uniforme d’'une suite de polynomes.

On traite, d’abord, le cas ou [a,b] = [0,1]. Soit f : [0,1] — R une fonction
continue. On fixe £ > 0 et & € [0,1] et on considére une suite (X, ),cn- de
variables de Bernoulli de parameétre x, indépendantes, sur le méme espace

. . _ Sk
probabilisé. On pose Y,, = — avec
n

Sp=Xi +Xo+ ..+ X,.

Cherchons V(Y ). La variable S,, est la somme de variables aléatoires in-
dépendantes de méme parametre = donc suit la loi binomiale de parameétre
(n,x) (voir exemple 136). Donc,

E(Y,) =

et par indépendance des variables X, n € N*, on obtient :

V(¥a) = V(3 X) = o5 V(%) = a1 - ).
=1 =1
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D’autre part, comme f continue sur le compact [0, 1] il existe a > 0 tel

que :

| M

pour tous t,t' € [0,1] et |t —¢| < aona |f(t) — f(¥)| <

Pour tout ¢t € [0, 1], on dispose de I'inégalité :

20 Flloe t—2z)+ (4.28)

1) - F@) < 25

| M

En effet, Si [t — z| < a alors |f(t) — f(2)]| < % et si |t — x| > « alors

2| £lloo

78 — @) < 2lflloe < =57 (8 —2)™.

Comme Y, () C [0, 1] pour tout n € N*, on obtient :

70 - @) < W=y, a2 4

| W

La variable aléatoire Y, est finie. Il en est donc de méme de variables f(Y},)
et (Y, — x)? et par suite elles possédent une espérance. En appliquant la

proposition 148, on obtient :

Aflloz(l=2) = _ 2flol , &
E(f(Yn)) - f < - < -+ -
|E(f(Yr)) — f(z)| < 2 - +2— o TL+2
2| f £
Il existe N € N tel que pour tout n > N on a : |C|tf2!l°° = Par suite, pour

toutn > N on a

|E(f(Yn) — f(z)| <& pour tout z € [0,1]. (4.29)

D’autre part, en appliquant le théoréme de transtert, on obtient :

E(f(%) = Y F()P(Ya = &)
k=0
=3 13(}) - o= )@
k=0

Finalement, 1'égalité (4.29) s’écrit :

pour tousn > N et z € [0,1], |B.(f)(z) — f(z)| <=
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Ce qui montre que la suite de polynémes (B, (f)),en« converge uniformément
vers f sur [0,1].

Si f est une fonction continue sur un segment [a,b], en considérant la
bijection ¢ de [0, 1] dans [a, b] définie par

o:t—a+tb—a),

on se raméne au cas de segment [0,1]. En effet, la fonction g = f o ¢~ est
continue sur [0, 1]. Donc pour tout £ > 0, il existe une fonction polynémiale P
tel que |g(z) — P(x)| < 2 pour tout = € [0, 1]. Par suite, pour tout t € [a,b],
|f(t) — P(o(t))| < = et la fonction @ = P o ¢ est polynémiale. Ce qui montre
que f est la limite uniforme d’une suite de polynémes.

Pour finir :

1. Pour trouver la loi de probabilité d’'une variable aléatoire X :

— On commence par chercher X ().
— Pour chaque z € X(Q) on calcule P(X = z) = P(X~}({z})).
— On vérifie que Y. P(X ==z)=1.
z€X(Q)
On peut calculer la loi de probabilité de X en l'interprétant comme la
loi marginale d'un couple (X,Y) et en utilisant la formule (4.7).

|

[N

Pour calculer I'espérance, la variance d’'une variable X :

|

On utilise la formule de 'espérance.
On exprime X comme l'image d'une autre variable aléatoire et on

|

applique la formule de transfert.
— On exprime X comme somme, produit de variables aléatoires. On
utilise alors la linéarité de l'espérance.
On utilise la fonction génératrice.

|

4.8 Exercices

Exercice 1 : Ali affirme qu’il va obtenir au moins un six en lancant six dés.
Mehrez affirme qu'il obtiendra au moins deux six en jetant 12 dés. Samir
affirme qu’il va obtenir au moins trois six en jetant 18 dés. Lequel des
trois a les meilleures chances de porter a bien sa promesse 7

Exercice 2 : On lance une piéce de monnaie 2n fois. Quelle est la probabilité
Prn pour qu'on obtienne le méme nombre de face et de pile. Montrer que

‘ '_\

Pn ~ .
™
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Exercice 3 : (TPE 2016). X et Y sont deux variables aléatoires indépen-
dantes et a valeurs dans N. Elles suivent la loi géométrique de para-
meétre p ou 0 < p < 1. On considére les variables U et 1/ définies par

U=sup(X,Y) et V=inf(X,Y).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Expliciter les lois marginales de U et de V.
3. U et V sont-elles indépendantes ?
4. On introduit la variable aléatoire S = U + V. Déterminer sa loi.

Posséde-t-elle une espérance ?

Exercice 4 : (ENSAM 2016). Soient X; et X5 deux variables aléatoires in-
dépendantes suivant une loi géométrique G(p). On pose ¢ = 1 — p et
Y = |X; — X5

n
1. Pour tout n € N, montrer que P(X; — Xo =n) = lp—({I—
q

laloide Y.

2. Calculer I'espérance et la variance de Y.

et déduire

Exercice 5 : (Extrait sujet CCP 2016).

+4

1. Démontrer que la famille (22.—4_1.)(2-?]-)@\;2 est sommable et calculer sa

somime.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace
probabilisé a valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe du
couple (X,Y") vérifie :

i 5 2 D) _ amr g B
Pourtont {3,9) € N°, PIX =4,Y =3) = e
(a) Veérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi conjointe.

(b) Démontrer que les variables aléatoires X et Y suivent une
méme loi.

(c) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 6 : (Extrait sujet CCP 2016).

On rappelle que la suite définie par

n
|
H; = ’; z = In(n) pour tout n € N¥,
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converge vers un réel 7. On pose, pour tout entier naturel non nul n,

1

3
|

v(n) =

2>
Il
> =
|

1

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On effectue un premier
tirage d'une boule de I'urne et on adopte le protocole suivant : sion a tiré
la boule numéro k, on la remet alors dans I'urne avec k nouvelles boules
toutes numérotées k. On effectue ensuite un deuxiéme tirage d’'une boule.
On note X (respectivement Y') la variable aléatoire égale au numéro de
la boule choisie au premier tirage (respectivement au deuxiéme tirage).

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X ainsi que son espérance
E(X).

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y et vérifier que pour tout
entier naturel non nul k.

»

Py =kj= %(U(Qn +1)—9Y(Mn+1)+ m).

3. Calculer I'espérance E(Y).

Exercice 7 : Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme
espace probabilisé (Q2,B,P) et a valeurs dans N dont la loi est donnée
par :

e—l

P(X=9)n(¥ =j)) = 2151
1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire l'espérance
et la variance de X.

3. Déterminer l'espérance et la variance de Y. Les variables X et Y
sont-elles indépendantes ?

Exercice 8 : (Mines-Ponts 2017). Soit A > 0. Soient X et Y deux variables
aléatoires a valeurs dans N dont la loi conjointe est donnée par :

. 1/mn+m .
P(X =n,Y :m):x< y >(W)+ "1 (n,m) € N2,

i
(1 —t)p+1’

1. Soit p € N. Développer la fonction ¢ :
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2. Calculer pour tout (s,t) € [=1,1], F(s,t) = E(sXtY).
3. En déduire la fonction génératrice de X, sa loi, son espérance et sa
variance.

4. Calculer Cov(X,Y).

Exercice 9 : (Mines-Ponts 2017). Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes qui suivent une méme loi géométrique.

X

v

2. Calculer I'espérance E(U).

1. Trouver la loi de U =

3. Montrer que E(U) > 1.

Exercice 10 : On considére une piéce telle que la probabilité d’obtenir pile
est p €]0,1[. On lance indéfiniment la piéce et on note T la variable égale
au nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, la
séquence PF.

1. Calculer les probabilités P(T = 2), P(T = 3) et P(T = 4).
2. Justifier que pour tout n > 2on a:

P(T=n)=qP(T =n—1)+p" g,

avecq=1—p.
3. En déduire la loi de T'. Justifier que 7" admet une espérance et la
calculer.

Exercice 11 : On considére deux variables X et Y telles que
X(Q)=Y(Q) =N*et V(i, j) € (N*)?,

P(X=1Y =j)=p " (1-py + (1 —p)*'p.

[S—

. Donner les lois de X et de Y.

(]

. Montrer que X et Y admettent des espérances et expliciter E(X)
et E(Y).

. Justifier que la variable X (X —1) admet une espérance et la calculer.

= W

. En déduire V(X). Procéder de méme avec Y.

Ut

. 1 .
. Sip# = montrer que X et Y sont dépendantes.

6. Montrer que X et Y sont indépendantes lorsque p = 5
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Exercice 12 : Dans un magasin, le nombre de clients présents un certain jour

suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Chaque client a la probabilité

p d’acheter un produit A et on suppose que les différents achats sont

indépendants. On note X la variable aléatoire égale au nombre de clients

fréquentant le magasin et Y la variable aléatoire égale au nombre de

clients qui achétent le produit A.

1. Déterminer la loi de Y sachant (X =n).

2. Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

3. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de clients qui

Ut

n’achétent pas le produit A. Quelle est la loi de Z 7
Montrer que Y et Z sont indépendantes.

Calculer Cov(X.,Y)

ki
Pour k € Net z € R, on note S(k,z) = > x_'
j=0 J:
Soit T' = max(Y, Z). Exprimer P(T < k) en fonction de A, S(k, Ap)
et S(k,A(1—p)).

Exercice 13 : Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes

1.

On suppose que X et Y suivent les deux la loi géométrique de
parametre 0 < p < 1.

(a) Déterminer la probabilité des événements suivants

P(X=Y), P(X>Y)et P(X >rY) avec r un entier fixé.

X 1
(b) Quelle est la probabilité pour que la matrice A = ( 0 Y )

soit diagonalisable ?
(¢) Déterminer laloide Z =X +Y.
On suppose maintenant que X ~ G(p) et Y ~ G(p’). Montrer que
T = min(X,Y) suit une loi géométrique.

On suppose que X et Y suivent des lois de Poisson de parameétres
A et . Reconnaitre la loi de X sachant X +Y =n.

Exercice 14 : On considére une expérience aléatoire ayant la probabilité p

de réussir. On répete l'expérience indépendamment jusqu’a l'obtention

de m succés et on note X le nombre d’essais nécessaires a 'obtention de

ces M succes.
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1. Reconnaitre la loi de X lorsque m = 1.
2. Déterminer la loi de X dans le cas général m € N*.
3. Exprimer le développement en série entiére de la fonction définie

par : t— W

4. Déterminer la fonction génératrice de X et en déduire son espé-
rance.

Exercice 15 : On lance une piéce de monnaie (la probabilité d’obtenir pile
étant p €/0,1[ ) jusqu’'a l'obtention du premier pile. Soit N la variable
aléatoire représentant le nombre de lancers nécessaires. Si N = n, on
relance ensuite n fois la piéce et on appelle X la variable aléatoire repré-
sentant le nombre de piles obtenues.

1. Déterminer la loi de N, de (N, X), puis la loi de X.

2. Montrer que X a la méme loi que le produit de deux variables
indépendantes Y et Z telles que Y suit une loi de Bernoulli et Z
une loi géométrique de méme parametre.

3. En déduire I'espérance et la variance de X.

Exercice 16 : (Mines-Ponts 2016). Soit (X}, ),>1 une suite de variables aléa-
toires indépendantes suivant toutes la loi de Poisson de parameétre \.

n
1. Etant donné n € N*, déterminer la loi de S, := > X}, ainsi que sa
k=1
fonction génératrice.
S, —nA

[N

. Calculer I'espérance et la variance de 7,, =

vn
i

3. Pour x > 0, calculer I'espérance de x°» ainsi que sa limite quand n

tend vers +00.

Exercice 17 : (Mines-Ponts 2016). On fixe @ > 0. Une salle contient une
infinité de tables pouvant chacune accueillir une infinité de personnes.
Les personnes y arrivent une par une et s’installent & une table. La

de s’installer a la méme

(n + 1)-iéme personne a une probabilité T
n+ a

de s’installer a une table

table que la n-ieme et une probabilité T
n Qv
encore inoccupée. On note A, la variable donnant le nombre de tables

occupées a l'issue de l'installation de la n-iéme personne. Dans la suite
on pose ppr = P(A, = k)

1. Calculer p, .11 et trouver une relation entre P12 . Pnk €t Pr.k—1.
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[N

Exprimer A, comme une somme de variables aléatoires suivant cha-
cune une loi de Bernoulli.
3. Calculer I'espérance et la variance de A, .

4. Par comparaison avec une intégrale, trouver un équivalent de E(A,,)
lorsque n tend vers oc.

Exercice 18 : (Polytechnique 2016). On lance deux dés non équilibrés, et on
note Z la variable aléatoire donnant la somme des nombres obtenus sur
chaque dé. Montrer que Z ne suit pas la loi uniforme sur {2,3,..,12}.

Exercice 19 : On considére une suite (Z,),cn+ de variables aléatoires dis-
cretes, indépendantes telles que

P(Z,=14a)=P(Z,=1—a)==, avec0<a<

N | =

On pose Y = In(Zy). et I'on définit pour tout entier naturel non nul n

la variable : a i
N+ +.+Y,

n

Sn

On note (X, )nen la suite définie par Xg = 1 et X, = Z,X,,_1 pour tout
n € N*,
1. Montrer que pour tout n > 0, on a E(X,,) = 1.
2. Calculer la limite de V(X,,) quand n tend vers l'infini.
3. Montrer qu'il existe a > 0 tel que P(S,, > —a) tend vers 0 quand
n tend vers +00

4. En déduire que pour tout £ > 0, P(X,, > £) tend vers 0 quand n
tend vers 400

Exercice 20 : (Taux de panne). Soit (2, B, P) un espace probabilisé, X une
variable aléatoire discréte, définies sur cet espace probabilisé, a valeurs
dans N*, et vérifiant :

P(X >n) # 0 pour tout n € N* (4.30)
On appelle taux de panne associé & X la suite réelle (z,,),cn- définie par

s =X =0 | X > n)

1. (a) Montrer I'application n léfinit une loi de pro-
(a) Montrer que 'applicatior _)n(n+1) définit une loi pro

babilité sur N*.
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(b) Soit T une variable aléatoire & valeurs dans N* définie par

1
P =mn) = m pour tout n € N*. Montrer que T

vérifie (4.30), calculer le taux de panne (x, ),cn+ associé a T et
vérifier que 0 < z, < 1 et que la série > z,, diverge.

Y

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* vérifiant (4.30).
n—1

Montrer que P(X > n) = [] (1 — %) pour tout n > 2. Exprimer
k=1

P(X =n) en fonction des xy.

. Soit (Z )pen= le taux de panne associé & une variable aléatoire X.

Montrer que, pour toutn € N*, 0 < z,, < 1 et que la série de terme
général z,, diverge.

Réciproquement, soit (Z,)ncn+ telle que 0 < z, < 1 et que la
série de terme général x,, diverge, Montrer qu’il existe une variable
aléatoire dont le taux de panne est la suite (Z, ),en-.

. Montrer que la variable X suit une loi géométrique si, et seulement

s1, son taux de panne est constant.

Exercice 21 :

Soit T" une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. Montrer que
T admet une espérance finie si, et seulement si, la série > P(T > k)
k

+o0
converge et que dans ce cas B(T) = > P(T > k).
k=0

. Soit n > 1 un entier. Deux joueurs A et B utilisent un dé a n faces

(numérotées de 1 & n) pour jouer au jeu suivant : A lance le dé,
obtient le résultat X, et verse 3 dinars au joueur B. B lance alors
le dé jusqu'a ce qu’il obtient une valeur supérieure ou égale & X
(la partie s’arréte alors), a chaque lancer, il donne 1 dinar a A. On
note Y la somme versée au cours de la partie par le joueur B.

(a) Pour 1 < k < n, déterminer la loi de Y sachant X = k.

(b) Déterminer en fonction de n une expression de E(Y') de méme
qu'un équivalent lorsque n — oc.

(c) Selon la valeur de n, a quel joueur le jeu est-il favorable ?

Exercice 22 : (Fonction caractéristique). Pour toute variable aléatoire X
a valeurs dans N, on définit sa fonction caractéristique o x par :

ox R — C
t — E(costX)+ iE(sintX)
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. Calculer la fonction ¢ x si X suit une loi binomiale, puis une loi de

Poisson.

. Montrer que ¢ x est continue sur R et périodique.

Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N telles que
ox = oy. Montrer que X et Y ont la méme loi (Indication : on

™

pourra considérer les intégrales [}, = v [T ox(t)e **tdt pour tout
7‘— i

entier k).

Si X admet une espérance finie montrer que ¢y est dérivable sur

R et calculer o'y (0).

. Calculer la fonction caractéristique d'une variable aléatoire

Z =Y +1ouY estdeloi gbométrique de parameétre p.
Soit p un réel dans |0, 1[ et A une variable aléatoire telle que :

1

240) = T e

Calculer E(A). Identifier la loi de A.

Exercice 23 : Soit (X, ),en- une suite de variables aléatoires définies sur un

méme espace probabilisé (2, B, P) et mutuellement indépendantes. On
suppose de plus que. pour tout n € N*, X, suit la loi de Poisson de

parameétre 1. On pose, pour tout n € N*, S, = >~ X, et S la variable

n

k=1

centrée réduite de Sj,.

i 8
2.

1 ;
Montrer que P(S} <0) = =" fn+°c e~ ttndt.

Etablir que, pour tout n € N*,

n+1 1
*<0)— P(S'.,<0)= ———dt— et —.
P(S, <0) - P(S,,, <0) /n s (n+1)!dt Y

En déduire que la suite (P(S < 0)),cn+ est une suite décroissante
qui converge vers une limite ( € [0, 1].

Soit t un réel strictement positif. Montrer que la variable %= admet
une espérance finie. On définit, pour tout n € N, la fonction f, :
t — E(t5).

Montrer que la suite des fonctions (fy)nen= converge simplement
sur R7 vers une fonction que I'on déterminera.
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Exercice 24 : (Extrait sujet Centrale 2016 PSI).
Soit p €]0,1[. Soient X7, X5, .., X, des variables aléatoires mutuellement
indépendantes, définies sur un espace probabilisé (2, B, P) et suivant une

méme loi de Bernoulli de parameétre p.

1.
2.

Calculer la probabilité que Xi, Xo,... X, soient égales.

Quelle est laloide S = X;+...4X,, 7 On attend une démonstration
du résultat annoncé.

Soient 7 et j dans {1,2,...,n}. Donner la loi de la variable aléatoire

Xi.j = Xi X Xj.

Siw € €, on introduit la matrice colonne

X1(w)

et la matrice M(w) = U(w)*(U(w)). L’application

. Ma(R)
oh { s MR

est ainsi une variable aléatoire.
(a) Si w € Q, justifier que M(w) est une matrice dont tous les
coefficients sont dans {0. 1}.

(b) Si w € Q, justifier que tr(M(w)) € {0, 1 n} que M(w) est
diagonalisable sur R et que rg(M(w)) <

(¢c) Siw € Q, justifier que M(w) est une matrice de projection
orthogonale si et seulement si, S(w) € {0, 1}.

. Donner la loi, 'espérance et la variance de variables aléatoires tr(M)

et rg(M).

Exprimer M¥* en fonction de S et M. Quelle est la probabilité pour
que la suite de matrices (MF)pcn soit convergente ? Montrer que,
dans ce cas, la limite est une matrice de projection.

Quelle est la probabilité que M admette deux valeurs propres dis-
tinctes 7
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Exercice 25 : (Inégalité de Kolmogorov). Soient X, Xs.... X, des va-
riables aléatoires indépendantes centrées et S,, = X1+ Xo+ ..+ X,,. On
suppose que V(S;) > 0 pour tout k € N* et on pose

o = 0(Sk) = VV(Sk).

On se propose de démontrer I'inégalité de Kolmogorov : Pour tout ¢t > 0,

1

P(|Sk| < ton,Vk € {1,2,..,n}) > 1— ot (4.31)

On fixe un réel t > 0.

1. Démontrer l'inégalité (4.31) si n = 1. Dans la suite de l'exercice
on suppose que n > 1. On pose, pour tout j € {1,2,...,n}, les
événements :

B; = {weq: |SJ(W')| > to, et |Sk(w)| < to, pour 1 <k <j—1},

et
A={w:3ke{l,2,..,n} tel que |Sp(w)| >to,}.

On considere les variables aléatoires Y; =Ip,, 1 < j <n.

o

Montrer que
Yi+Yo+..4Y, =14.

n
3. Montrer que Y E(Y3S2) < o2.
k=1
4. On pose U, = S,, — Si. En remarquant que U et Y25 sont indé-
pendantes, Montrer que

E(Y%S2) > E(YiS3).

5. Montrer que 1"}55 > t202Y, puis I'inégalité (4.31).

Exercice 26 : (Extrait du sujet Mines-Ponts 2016).
Soit J la matrice de M, (C) définie par

0O 1 0 . 0
0 01 0 :
J= 0 0
0 o 1
1 00 0



4.8. EXERCICES 191

c’est-a-dire par J; ; =1sij—i=1oui—j=n—1, et J;; =0 sinon.

1. Calculer les valeurs propres réelles et complexes de J, et en déduire
que J est diagonalisable sur C.

[N}

Déterminer une base de C" de vecteurs propres de J.

Dans la suite n désigne un entier naturel impair > 3. Pour tout

entier m € N, on note X,,, une variable aléatoire a valeurs dans

{0.1,..,n — 1} telle que

— Xo = 0 avec probabilité 1,

- S1 X,, = k, alors ou bien X,,.7 = £ — 1 modulo n, ou bien
Xm+1 =k + 1 modulo n, ceci avec équiprobabilité.

On note
Pl K =0)
Pl = 1)
=
P(Xy,=n-—1)
3. Déterminer Uy et une matrice A de M, (R) telle que pour tout m

€ N, on a Up,+1 = AU,,. On exprimera A a l'aide de la matrice J.

4. Déterminer les valeurs propres de la matrice A et un vecteur propre
de R™ unitaire associé a la valeur propre de module maximal.

5. En déduire la limite de U, lorsque m — +oc.
Exercice 27 : (Inégalités dans £1(Q, B, P)).

1. Inégalité de Holder : Soit p et g des réels strictement positifs tels

1
que — + — = 1. Montrer que si X et Y deux variables aléatoires

réelles discrétes. alors :

Q=

E(XY]) < B(XP)>E(Y]%)

On commencera par montrer l'inégalité :
11 11 2
ab < —ar + —be pour tout (a,b) € R7..
p q ‘

2. Inégalité de Jensen :

(a) Soient X une variable aléatoire et ¢ : R — R une fonction
convexe. On suppose que les variables X et ¢(X) sont inté-

grables. Montrer que E(¢ (X)) > ¢(E(X)).
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(b) Application : Soit X une variable aléatoire admettant une es-
pérance finie et a € R. Montrer que

max(E(X),a) < E(max(X,a))

n
(c) Application : Soit (21,22,...2,) € (RL)" tel que > xp = 1.
k=1
Montrer que

n
- Zxk In(zx) < In(n).

k=1

Exercice 28 : (Espérance conditionnelle).Soit X une variable aléatoire

discréte réelle sur un espace probabilisé (Q2, B, P) et B un événement tel
que P(B) > 0. On dit que X admet une espérance conditionnée par
I'événement B si X admet une espérance finie lorsque la probabilité est
la probabilité Pg. On convient d’appeler espérance de X conditionnée

par B et de noter E(X |B)leréel E(X |B)= >  zP(X ==z|B).
z€X(Q)

1. Montrer que si P(B) > 0 alors E(L4 | B) = P(A | B), pour tout A € B.

o

On lance un dé trois fois de suite. Quelle est I'espérance de la somme
des numéros obtenus sachant que le premier dé donne 1.

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson. Quelle est l'es-
q
pérance de X conditionnée par 1'événement « X est pair».

Montrer que pour tout événement B non négligeable et pour tout va-
. . E(Ip X
riable aléatoire X,ona: E(X |B) = (—)
P(B)
On considére dans la suite une variable aléatoire d’espérance finie Y. Dé-
finissons l'espérance conditionnelle de Y sachant X comme la variable

aléatoire notée par E(Y | X) définie par :

E(Y

X)w)= Y Ix-ipp@EY | X =2).
z€X(Q)

C’est-a-dire E(Y | X) est la variable aléatoire réelle qui prend les valeurs

E(Y | X =2), z € X(Q), avec les probabilités P(X = z).

(a) Exemple : Soient Y, Z deux variables aléatoires telles que Y ~ P ()
AX
et Z ~ P(,LL) et X = )" + Z l[ontrer que E()r I X) = m

(b) Montrer que E(E(Y | X)) = E(Y).
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Exercice 29 : Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de
parameétre A > 0.

1. Montrer que la série > P(X = k)e®* est convergente pour tout réel
k
s. Calculer sa somme ¢(s). Montrer que &(s) = E(e*X).

2. Soient X;. X5..., X,, n variables aléatoires indépendantes de méme
loi de Poisson de parameétre A > 0. Calculer la loi de la variable
aléatoire S, = X; + Xo + .. + X,,. Déduire que E(e*5») = ¢™(s).

3. Soient f une fonction croissante de R dans R et X une variable aléa-
toire & valeurs dans N telle que la série > P(X =n)f(n) converge.
n

(a) Montrer que la série > P(X =n)|f(n)| converge. Montrer que
n
E(f(X)) est bien définie.

(b) Montrer que si de plus f est positive, alors pour tout M > 0,
on a

E(f(X)) > f(M)P(X > M).

(¢) En déduire que pour s > 0 et a > 0, S, étant la variable
aléatoire inroduite a la 2éme question, on a :

P8, >we)< P (8)e ™.
(d) En déduire que pour a > A\, on a:
P(S, > na) < e H@),

ot H(a) = max(at — \(e? — 1))
teR
4. Par analogie montrer que si f est décroissante sur R alors pour tout
M >O0ona:
E(f(X)) > f(M)P(X < M).

5. Montrer que pour tout £ > 0, on a :

Sn _/\‘ S ) < eHOFE) | gnHO—2),

P(n

6. En déduire la loi faible des grands nombres pour un échantillon
d’un loi de Poisson.

Exercice 30 : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, telle que pour
tout n dans N, p, = P(X =n) > 0.
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1. Montrer que X suit une loi de Poisson si, et seulement si la suite

de terme général n est constante.

Prn-1
Application. Pour 0 < T < T'. notons X.Y et Z les variables
aléatoires égales au nombres des appels recus par un standard té-
léphonique dans les intervalles de temps [0, T],[T,T"] et [0,T"] res-
pectivement. On suppose que X et Y sont indépendantes et que la

o

loi de X sachant Z = n est la loi binomiale B(n,p = F) pour tout
entier n € N,

(a) Montrer que pour tout (k,m) € N2,

P(X=k)PY =m) (k+m) , -
P(Z=k+m) “( k )p (1=

(b) En déduire que X suit une loi de Poisson.

Exercice 31 : Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de pa-
rameétre A > 0.

1. Montrer que P(X > 2)\) <

1

N

2. Inégalité de Cantelli : Soient U une variable aléatoire qui admet un
moment d’ordre 2 et a > 0.

(a) Montrer que pour tout = > 0,
P(U ~E(U) 2 a) < P(U - E(U) +2)* > (a +2)°).

(b) En déduire I'inégalité de Cantelli :

M)
P{U-EU)>a) < —>—.
( W) zd g+ a2
3. Déduire que P(X > 2)\) < L
- —A+1
4.
(a) Montrer que pour tout a >0ett>1, P(X >a) < G‘;(a(t).

(b) Déduire que P(X > 2)\) < (Z)A.
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Exercice 32 : (Convergence en probabilité)

— On dit qu'une suite (7}, ),cn de variables aléatoires converge en pro-
babilité vers une variable 7', si pour tout £ > 0

lim P(|T,, = T| >¢) =0.

n—o0
On admet que si une suite (7}, ),cn de variables aléatoires converge
en probabilité, alors la limite de cette suite est une variable aléatoire
presque surement unique. Plus précisément, si I'on a 7,, converge en
probabilité vers T et T”, alors P(T =T") = 1.

— On dit qu’une suite (U, ),cn de variables aléatoires discrétes converge

en moyenne vers une variable U, si pour tout entier naturel n, la
variable aléatoire |U,, — U| posséde une espérance et

lim E(|U,-U|)=0
n——+00

1. Dans cette question, on considére une suite (X,,),>1 de variables
aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, B, P) et une variable
aléatoire X, elle aussi définie sur cet espace probabilisé. Montrer
que, si la suite (X}, ) converge en moyenne vers X, alors elle converge
en probabilité vers X.
On se propose, dans la suite, d’étudier un exemple montrant que la
réciproque de cette propriété est fausse. Pour ce faire, on considéere
une suite (Z,),>1 de variables aléatoires définies sur un espace pro-
babilisé (2, B, P), indépendantes, et suivant toutes la loi de Poisson
de parameétre A (avec A > 1). Pour tout entier naturel n non nul,
on pose Y, = [[;_; Zk.

(a) Pour tout entier naturel n non nul déterminer P(Y,, # 0).

(b) En déduire que la suite (Y,,) converge en probabilité vers la
variable certaine égale a 0.

3. Supposons que la suite (Y}, ) converge en moyenne vers une variable
aléatoire Y.

(a) Montrer que Y = 0 presque strement.

(b) Calculer I'espérance de Y,,.

4. Conclure.



196

CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Exercice 33 : (Formule de Wald) : Soit (X,,),>1 et N des variables aléa-

toires réelles discrétes sur un méme espace probabilisé, & valeurs dans N,
indépendantes. On suppose que les variables X,,, n € N sont équidistri-
buées (de méme loi), et on pose :

Svn=X1+Xo+..+Xx.avec Sy =0s1i N =0,

N(w)
(c’est-a-dire Sy (w) = >, Xi(w), pour tout w € Q).
k=1

1. Montrer que Sy est une variable aléatoire.

S

Montrer que Ggs,, = Gn 0 Gy;.
En déduire que si X; et N sont d’espérances finies, on a la formule de

Wald :
E(Sy) = E(N)E(X7)

Exemple : Déterminer la loi et 'espérance de Sy, lorsque les X, suivent
la loi de Bernoulli de parameétre p et N la loi de Poisson de parameétre

A

Exercice 34 : (La loi forte de grands nombres).

Soient (X;);cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme

loi, définies sur un espace probabilisé (2,5, P). On suppose de plus
que X; admet un moment d’ordre 4 et on note a = E(Xf) On pose
Sp = X1+ Xo+ ..+ X, pour tout n € N*. Le but de cet exercice est

S,

, . x g n

de démontrer que la suite des variables aléatoires (—),cn- converge
n

presque sirement vers la constante u = E(X;), c’est-a-dire P(B) = 1 ou
. Sp(w
B={weQ: lim n ):,U,}.

n—-+00 n
1. Montrer qu'on peut se ramener au cas ou pu = 0.

On suppose dans la suite que p = 0.

N

Montrer que chaque Xj;. i € N* admet un moment d’ordre 2. On
note v = V(X3).

3. Montrer que E(S;) =na +n(n — 1)v pour tout n € N*.
S

4. Soit £ > 0. Montrer que la série S_ P(|—| > ) converge.
n

5. Vérifier que B = () B ou

keN*
By, = U ﬂ(|S—| < l) pour tout k € N*,
p ~ k
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6. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli (cf. Exercice 18 chap 3),
conclure.

Exercice 35 : (Série de variables aléatoires)

Soit (U;);en+ une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace
probabilisé (2, B, P). On dit que la série Y U; converge (respectivement
121
diverge) presque stirement si la série > U;(w) converge (respectivement
i>1

diverge) pour tout w € Q\A avec A € Bet P(A) =0.
1. Soit (U;);en+ une suite de variables aléatoires positives indépen-

dantes. On suppose qu’il existe g,2 > 0 tels que

P((U; > o)) > &, pour tout i € N*.
400 +00

(a) Montrer que P(() U (U; > 0)) =1.

n=1i=n

(b) Déduire que la série > U; diverge presque stirement.
121

2. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (2,5, P) et a
valeurs dans N.

(a) Montrer que si A et B sont des événements de B, alors
|P(A) — P(B)| < P(ANB)+ P(ANB).
(b) En déduire que, pour tout t € [—1, 1],
|Gx(t) — Gy(t)| <2P(X #Y).

3. Soit (U;);en+ une suite de variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes & valeurs dans N telle que la série des P(U; # 0) soit
convergente.

(a) Soit Z, = {weQ :ilexistei €n, U;(w) # 0}. Montrer que

(Zy,) est une suite décroissante d’événements et que

lim P(Z,) = 0.

n—0oo

(b) En déduire que 'ensemble {i € N*: U; # 0} est presque sure-
ment fini.
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n o0

(c) On pose S, = >_U; et S = > U;. Justifier que S est définie
=1 =1

presque surement. Montrer que Gg, converge uniformément

vers Gg sur [—1,1].
4. Soit (A;);en+ une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la
o0
série Y \; est convergente, et on note A = >_ \;. Soit (X;);en+ une
=1
suite de variables aléatoires indépendantes telles que. pour tout z.
X; suive une loi de Poisson de parameétre \;. On convient que. si
Ai = 0, X; est la variable aléatoire nulle.
(a) Montrer que la série > P(X; # 0) est convergente.
(b) Montrer que la série > X; est presque sirement convergente et
i>1
que sa somme (définie presque surement) suit une loi de Poisson
de parametre .

Exercice 36 : (Formule de Taylor). Soit f une fonction continue et bornée
sur |0, +00[. On fixe a > 0 et on considére une suite (X, ),cn de variables

aléatoires indépendantes suivant la loi de Poisson de parametre 2 > 0.
Xi+Xo+..+ X,

n

On pose, pour n > 2, S, =

1. Montrer que

(nh)*
K

+00 .
E(f(a+ Sw) =™ Y f(a+ )
k=0

2. Soit & > 0. Montrer que lim P(|S, —h| > p) =0.
n—o0

3. On fixe £ > 0. En utilisant la continuité de la fonction :

y — f(a+y) au point h, montrer que

lim P(|f(a+S,)— f(a+h)|>¢2)=0.

n—0o0

4. On pose pour tout n € N*

An:{S:kENtelque et

Fla+ )= fla+h)| 2

Bn:{S:kENtelque

fla+ %) —f(a+h)| <eg

Montrer que :

|E(f(a+ Sn)) — fla+h)| <2|fll P(Sn € An) +&.
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5. Montrer que lim E(f(a+ S,)) = f(a + h) et déduire la formule :

n—00

+00

, k. (nh)*
‘(a+h) = lim e -] = .
ki T e ) St

4.9 Solution des exercices

Exercice 1 : Soit X, la variable aléatoire indiquant le nombre de six obtenu
lorsqu’on lance n dés. alors X suit la loi binomiale B(n, %)

— La probabilité d'obtenir au moins un six lorsque n = 6 est :

P(X¢>1)=1-P(Xg=0)=1-(=)¢=0.6651

| ot

— La probabilité d’obtenir au moins deux six lorsque n = 12 est :

P(X12>2)=1-P(X12=0)—-P(X12=1)

=1-(2)2_12x é x (%)11 = 0.618 67

| Ot

— La probabilité d’obtenir au moins trois six lorsque n = 18 est :
P(X13>3)=1-P(X13=0)—P(X1s=1) - P(X15=2)

=1 — (2)18 — 18 % é x (2)17 o (18> v (1)2 % (§)16

= 0.597 35

Conclusion : Ali & plus de chance de porter a bien sa promesse.

Exercice 2 : Si X désigne le nombre de pile obtenus, alors X suit la loi

1
binomiale B(2n, 5) Par suite :

m\ 1 (2n)!
Pn = P(X =n)= <n ) 92n = (n!)222n'

En utilisant la formule de Striling, n! ~ V27nn™e™™ on en déduit que

Pn ~

il-
S
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Exercice 3 :

1. Ona: X(2) =N* Y(Q) = N* donc U(Q2) = N* et V(Q2) = N*.
Soit (n,m) € N*2,
— Sin < m alors I'événement (U = n,V = m) est impossible et
donc P(U =n,V =m) =0.

— Sin>m alorsona:
(U =9,V =m)= (X =m,Y =0)U{X =5, =m),

par indépendance. on obtient :

— Sin=malors, (U=n,V=m)=(X=n,Y =n), donc

P(U =mn,V = ’n,) = p(]_ .—p)n"lp(l __p)n~1
— p2(1 _ p)2n~—2.

o

En utilisant les formules (4.7) et (4.8), il vient :
= PU=1)=P(X=1)P(Y =1) =p?
— Pour tout m € N*,

+00 m
PU=m)=) PU=m,V=n)=) PU=m,V=n)
n=1 n=1
m—1
— p2(1 - p)Qm—-Q + Z 2p2(1 p)n+m~2
n=1

+00 +00
P(V=a)=)_ P{U=mV=m)= ) PU=mnV=r)
m=1 m=n
—+00
= pQ(l _ p)Qn—Q + Z 2]72(1 . p)n—‘.—-m—'Z
m=n-+1
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3. Ona: PU=1,V=2)=0¢
PWU=1)P(V=2)=p(1-p)*2-p)

ot

Donc U et V' ne sont pas indépendantes.
4. Ona:S=max(X,Y)+min(X,Y) =X +Y. On en déduit que
S(Q) = N*\ {1} et que pour toutn > 2 on a:

n—1

P(S=n)=) P(X=%Y=n—k)

=p*) (1-p" 2= -1p*(1-p)"2

La série de terme général n(n — 1)p?(1 — p)

puisque |1 — p| < 1. Par suite S admet une espérance finie et on a :

n=2 est convergente,

& -m 4’) 2
E(S)=p*Y n(n—-1)1-p)"2="-.
n=2 p
Exercice 4 :
1. Soit n € N, on écrit :
P(X;—Xo=n)=)» P(Xy=kX;=n+k)
k=1
n n
— Zp2q2n+k—l — _]%
k=1 q

Pour toutn € N, on a:
Y =n)=(X1—X2=n)U (X2 — X1 =n)

Sin € N* alors
PY =n)=P(X1—-Xs=n)+P(Xa— X1 =n) :21piq

et

P(Y =0)=P(X;— X2 =0) = %q.
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2. La série Y nq" est convergente, puisque |g| < 1, donc Y admet une
espérance finie et on a

= " 2q
E(Y)=2 n = —:.
nZ::l 149 (g+1)°

Comme Y? = (X; — X3)? et X; — X5 admet un moment d’ordre

2. on en déduit que Y admet un moment d’ordre 2. Par linéarité

de l'espérance et I'indépendance des variables X; et X2 on obtient
2N o1/ - i iz )

E(Y*)=2V(Xh1) = ol Il vient :

¢ 4
po)

p (g + 1)4'
Exercice 5 :

1. On vérifie par le théoréeme de Fubini la sommabilité de la famille

; e i+J ,
de réels positifs (u;; = Qz‘_+j)(irj)€N2' En effet, pour tout i € N, la
. i+
série ; Qi——J]' étant convergente et

= J=0 J=0
1 1
— 2(5 + 5)

Ou on a utilisé les formules suivantes :

+00 1 +00 -
= et na" = ——, pour tout x € |—1,1
DTN M S L
—_—— ol £ 8 92' 1 & claite .
a série zZ(Jgo 54 ] = ;_(5 & 5) est clairement convergente.

: 5k 1+
Ce qui montre que la famille (9—)(i.j)eN2 est sommable et

i+j

+00 +00 . +00

43 i+J, ai B I
Z 9i+j—z( Qi+j)“zz(2_i+2_i)“8'

(3,5)EN? i=0 j=0 i=0
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[N

(a) D’aprés la question précédente, la famille (%)(i.j)e?\ﬂ est

sommable et de somme égale & 1. Ce qui montre qu’'on définit
bien une loi de couple.

(b) On calcul les lois marginales. Pour tout i € R,

. _ o i+3 i+1
P =ily= Y P(X =i X=§)=3) o5 =5
J= j=
A . L .
De méme, pour tout j € N, P(X =j) = TR Par suite X et
Y suivent la méme loi. -
(¢) On a :
1
P(X =0)P(Y =0) = (1)2 £0=P(X =0,Y =0),

donc X et Y ne sont pas indépendantes.
Exercice 6 :
1. La variable aléatoire X suit la loi uniforme ¢({1,2,..,n}) donc

n—+1
E(X) = .

2. On a Y(2) = {1,2,..,n}. Soit £ € {1,2,..,n}, en appliquant la
formule des probabilités totales, il vient :

P¥y=E=Y PIY=F|X=9P{X =9
=1

177.
= — Y =k| X =)
R 2P =KX=

sii#k

| =
| =

Py =k | X =9)=

a3

sit=F



204 CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

donc
P(l,_n)_1(k+1 z": L
nn+k p 1_i%kn+z
n 2n
1 k 1 1 & 1
~E(TH—/YC zz_:n—ki)_ﬁ(nwwc zn;rl;)

D’autre part,

Z Z__Z%: Qn+1)—vn+1),  (4.32)

_nTI =1
finalement. on obtient
DY =k = 1( s +Y(2n+1)—-¢Y(n+1))
T T nt'n+

3. On écrit :
EY)=) kP(Y =k
k=1

1 K |
= E(kzln”f +n(v(@n+1) —¢(n +1))

n

+ (@20 +1) — ¥(n + 1),

Or, en utilisant l'identité (4.32), on obtient :
k=1 n+k k=n+1 .
2n 2n
S me 3

2n
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

>

’ 2 1

&

=n2(W@n+1) =¥ +1)) - 2n

= n3(U(2n+ 1) = w(n+1) = gn (- 1)

&
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Par suite
B(Y) =n((2n +1) = Y +1)) - 5 (1~ 1)
F (@20 +1) ~ ¥(n + 1)
= 5 (= 1)+ (1 + )@ +1) — Y +1))

Exercice 7 :

1. La loi de la variable X est donnée par :

P(X =i)= Y P((X =)N(¥ =)

e1R1 1
= ﬁZ—' = 577 bour tout 1 e N.
v i b 2

De méme la loi de Y est donnée par :
I

+00
= ZP((X =14) N (Y =j))

= J' Z‘)z T = ,! . pour tout ¢ € N.
2. On a (1+ X)(Q) = N* et pour tout ¢ € N*,
. . ]- 1 1 2'_1
P(1+X_z)_P(X_z~1)_§z.-_§(§)

N | =

ce qui montre que 1 + X ~ G(=). On en déduit que

E(1+X)=1+E(X)=
e
donc E(X) =1, et V(1+ X) =V(X) = -2 = 2.
4

1
3. La série ZjP(Y = Ji = Z]e— est convergente, donc Y ad-

met une espérance finie et E(} e ! g = 1. De plus la série
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5 €
ZjQP(Y =j] = 2327 est convergente (par application de la

régle de D’alembert), par suite ¥ admet un moment d’ordre 2 et
on a:

+00 9
e _ v i
E()2) =€ : Eom = 2.

Donc V(Y) =E(Y?) —E(Y)? =1.
On a pour tous 7,5 € N,

1 et
T2+l g1

P(X =4§)P(Y = j) =P(X =iY =),

donc les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Exercice 8 :

. En exploitant le développement de (1 + )

. Fixons (s,t) € [-1,1] et notons u =

“, on obtient, pour tout

1| TP M4p
el o= 5 ()
A

2X +1°
de transfert, la variable Z = s*t¥ admet une espérance finie, si,
et seulement si, la famille (s"t"™P(X = n,Y = m))4 m)en2 est

D’apreés le théoréme

, n+m
sommable. Pour tout n € N, la série > < >(|t|u)m converge,
m n
puisque |te| < 1. Donc la série
ST 1s™ [t|™ P(X = n,Y = m) converge et en utilisant la premiére
m

question, on a :

—+00

' 1

> I8l 1™ PX =n,Y =m) = [ol" 1 (7

m=0 - | l/‘L
On vérifie que 1 — |t| u < p, done sﬁ| < 1, par suite la série

— [t|p
de terme général (|s|” X(#)’Wl)nem converge. On en déduit,
— t|p

par application du théoréme de Fubini que la variable aléatoire
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sXtY admet une espérance finie et que :
400 +00
E(s*tY) = Z Z P =a,Y =wm)

n=0m=0
1 +00 Sn,un——l

— X _ +1
A= (1—tp)

1 op ]

T k11— tu 1—3 M

~ I3 —sA—8%
3. Pourt=1,0na:

_ 1
T

En développant la fonction Gx en série entiére, il vient :

F(s,1) = E(s%) = Gx(s)

+00

1 1 1 A
Gx(s) = = ngn,
x(8) =13 TR TP wn A
1 —s— n=0
14+ A
On en déduit que la loi de X est donnée par :
PlX =mn) = E(L)"+1 pour tout n € N
A14A '
Le rayon de convergence de la série définissant la fonction généra-
+A

trice est égale a > 1, vu la proposition 173, X admet une

espérance et une variance finies et on a :
E(X) =Gx(1) =\
V(X) = Gx(1) + Gx(1) - (Gx(1))?
= %4 % — 37 =42,

Remarquons que, le méme calcul montre que Y a la méme loi que
la variable X.

4. Pour calculer Cov(X,Y) il suffit de calculer E(XY'). La fonction F
est différentiable sur un voisinage de [—1,1] et on a :
2 2
A
ixd (2,03 =2 3
0s.0t (2N —tA—As+1)
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D’autre part, par la formule de transfert, on écrit :

Fs,t) = Z Pl =w,Y =m)
n,m)eN?

En utilisant deux fois le théoréme de dérivation sous le signe somme,
on montre que :

—{s.,1) = Z nmt" s IP(X =n,Y =m)
(n.m)eN2

Pour (s,t) # (0,0), on obtient :

OF,  1_ - sy

En évaluant en t = s = 1. il vient :

E(XY) = %—5(1. 1) = 2x2,

Par suite Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = \2.
Exercice 9 :

. ; a =
1. On a U(Q2) = QL. Soit r € Q% , en écrivant r = 5 ou a,b € N* avec

pge(a,b) =1, il vient :

400 : B
QXQ:C(]__ )k(a—l—b) _ p2(1_p)a.b
g C 1= (1-p)ert
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2,

Exercice

1.

[N

; 1 :
Comme les variables X et v sont indépendantes,

D’autre part
1 1 Inp
E(X)=-etE(=)= .
(X) " () —

Inp

p—1

Par concavité de la fonction z — In(l + ), ona : In(l +2) < z
pour tout  # 0 et x > —1. Comme p # 1, il vient : In(p) < p —1
et donc E(U) > 1.

(voir exemple 2 de la page 150), par suite E(U) =

10 :

Onposeg=1-—p

— L’événement (T = 2) est réalisé si, et seulement si, on obtient
(PF). Par indépendance des lancers, on a : P(T = 2) = pq.

— L’événement (7" = 3) est réalisé si, et seulement si, on obtient

(PPF) ou (FPF). Donc P(T = 3) = p*q + pg® = pq.

Soit A et B les événements définis par A «obtenir pile au premier
lancer» et B «obtenir face au premier lancer». Par la formule des
probabilités totales, on a :

P(T=n)=P(T =n|A)P(A)+P(T =n|B)P(B)

Or, sachant qu’on obtient pile au premier lancer, ['événement

(T =n) est réalisé si et seulement si, les (n —2) lancers donnent pile
et on obtient face au n iéme lancer. Donc P(T =n | A) = p*~2q.
De méme, sachant qu’on obtient face au premier lancer I'événement
(T = n) est réalisé si et seulement si, la séquence PF apparait apreés
(n — 1) lancers. Alors, P(T=n |B)=P(T =n-1).

Par suite

P(T=n)=¢qP(T=n-1)+p" L.

1
P g
vérifie : u,, = gun_l + 1. On distingue deux cas :

p

Posons pour tout n > 2, u, = P(T = n). La suite (up)n>2
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— Sip=gq,soitp=
1. Donc

. La suite (uy),>2 est arithmétique de raison

N | =

un:u2+(n—2):piqP(T:2)+(n—2)

=4x-4+n-2)=n-1.

1
4
Ce qui donne :

P(T=n)=(n—-1)(=)" pour tout n > 2.

| =

. 1
La série >_n(n —1)(<)" converge, par conséquent, 7 admet une
espérance finie. En utilisant les dérivées de la série géométrique,
on obtient :

E(T) = n(n - 1)(%)’1 — 4
=2

; 1 ; : ; ;
- Sip# 3" La suite (u,),>2 est arithmético-géométrique. Le réel

est I'unique solution de l'équation : x = g:l:' + 1. On

b—q b q
vérifie que la suite (un, — &)n>2 est géométrique de raison —. Par
- p

T=

suite, u, — = (g)n~2(u2 — ), ce qui donne :

)n—-2(1__ p ) + p

un:(g A
p b—4q p—q

On en déduit que :

Vi iV

‘ = q
P(T =n) =p" 1q((=
( ) Q((p p—q p—4q b—q

La série > . nP(T =n) = ﬂ(Z np"~t — S ng* 1) converge,
b—4q

car p,q € ]0,1[, on en déduit que T admet une espérance finie et

»q +00 —+00 P + q— 9
E(T)=——() np" ' =) ng" )= —pqg )
p—qZ Z___; (q—1)*(p—1)°

n=2
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Exercice 11 :
1. En appliquant les formules (4.7) et (4.8), on obtient pour tout entier

1€ N* ;
+00
P(X=9=) PX=iY=3)
7=1
—+00 . .
=) (P (1—-p) + (1 —p)Ttp?)
7=1

100 +00
=py (1—pY+(1-p)* ) p

Jj=1 7=1
=p(l-p)(@P '+ (1-p) ).

De méme, pour tout j € N* on a :

+00
Pr=@i=3 PE=LY¥=3)
=1
=>» @1 —p) +(1—p)Tp)
- .+OC . 2 -
=p(1—-py > P +p(1—-p)> (1-p)
i=1 =1

(v}

=p*(1-p)y 1+ (1 -p)¥p~L

2. Lasérie Y iP(X =i) =p(1—p) > ip* 1+ i(1—p)*~1) converge

donc X admet une espérance finie et on a :

+00 +00 +00
E(X)=) iP(X=i)=p(1—p))_ip" '+ > i(l—p)™"
=1 =1 =1

1 1
=H = ((p—1)2+1?)

De méme, on démontre que Y admet une espérance finie et

+00 ' +o0
E(Y)=p*) jd-pyt+(1-p?> jp =2
j=1 j=1
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6.

Exercice

|
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Le rayon de convergence de la série entiére > n(n —1)a" est égal a

+00 P~ _ .
letona: > nn—1)z" = —QW. Par suite la série de terme
n:l :L' -

général
n(n —1)P(X =n) =p(l - p)(n(n - 1)p"~ +n(n - 1)(1 - p)*)

converge.
Ce qui montre que la variable X (X — 1) admet une espérance finie

et on a: " .
29 2(1 —
P +( Qp).

E(X(X —1)) = T >

Un calcul simple, donne :
V(X)) =E(X(X -1)) +E(X) — E(X)?

—2p* +4p3 +p? - 3p+1
p?(p—1)°

On a:
P(X=1Y=1)=p*1-p)+(1-p)’p=p(1-p),
et
P(X =1)P(Y =1) =2p(1 —p)(®* + (1 — p)?)
On a égalité si et seulement si, 2p(1 —p)(p? + (1 —p)3) =p (1 —p).
Comme p € ]0,1[ alors p = = ce qui est exclu. Donc les variables

aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

Sip= 50 on vérifie facilement que X et Y sont indépendantes.

&

12z

La variable X suit la loi P()\). La loi de Y sachant (X = n) suit
la loi binomiale de parameétres n et p. Pour tout m € {0,1,..,n},
la probabilité que m clients achétent le produit sachant qu'il y a n
clients est

P¥=m|X=n)= (;)pm(l —pyr—m
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2. On a Y (22) = N. Soit 7 € N,

P(Y =) = f P(Y=i| X =n)P(X =n)

n=0

+00

. Y

= (7.1>p’(1 —-p" e —
1 n.

—

pie e (pfe 2 ((1—p)A)n?
Z 2' (n—id)!

] — i)
— i! o (n —1)!

_ Q) e (L=pA)" _ OpFe™ q o

i | - i
1. n: 2!
n=0

_ (Ap)re=PA

Ainsi, Y suit la loi de Poisson P(Ap), E(Y) =Apet V(Y) = Ap

3. Les variables Y et Z jouent des roles symétriques, le méme calcul

montre que Z ~ P(A(1 —p))
4. En utilisant 'égalité X =Y + Z, on obtient pour tous 7,j € N,

PY =i,Z=3§)=P¥ =i,X =i+}j)
=PY=i|X=i4+j)P(X=i+})

;4 g M\e+i i1 =p) By
:(“TJ)P (1—p)e =p(. .p) e VA,
J (i+7)! il5!

D’autre part,

_ (Ap)emP (A(1 —p))ie-(-PA
-l 5!

Ainsi, Z et Y sont indépendantes.

5. En utilisant la bilinéarité de 'application covariance,

Cov(X.,Y)=Cov(Y + Z,Y) = Cov(Y.Y) + Cov(Z.Y)
=V(Y) = Ap,

car Z et Y sont indépendantes.
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6. Par indépendance, on écrit :

P(T<k)=PY <k.Z<k)=P(Y <k)P(Z<k)
k k
=3 P¥=9) FiZ =13
=0 1=

Exercice 13 :
1. (a)
B Par indépendance, on obtient :
+00
BiX=¥j=¥ P =4¥ =3

=1

- _Z P(X =i)P(Y =1)
=1

+00 p-z
2 -2
=p*) 1-p*?=—.
i;( ) 1-(1-p)?
+00
BOna: ( X>Y)=UJ(X=9nNn(Y <1) donc,
=2

400 —1
=Y p(l=p) Y (1 -pY )
i=2 =1
_ 2+x i1 1—(1—ppt
=p Z_Z:;(l p) 5
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Ce résultat était prévisible car X et Y étant indépendantes
et de méme loi, on a :

1-P(X=Y) p-—1

PIX>Y)=Pd »X)= —.
p—2

N

j=ri
il vient :
+00
P(X >rY)=Y P(Y =i)P(X >ri)
=1

+00
=p)y (L-p) '(1—p)
t=1

<« ~ p(L—py~*
=p > (1—p) I = .
; I ={1=p)y

(b) La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, I'événement
(X #Y) est réalisé. Donc, la probabilité cherchée est :
PX#AY)=1-P(X=Y)
; -1
1-—PF =P

T—(1—pf ‘p-2
(c) On a Z(Q2) = N*\ {1} et pour tout k > 2,

k—1
P(Z=k)=P(X+Y=k)=) P(X=4iY=k—i)
=1
+00
=Y P(X =49)P(Y =k—1i)
=1
k—1 .
=) (1-pf'1-p)**
=1
k—1
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2. Soit T'=min(X,Y) alors T(2) = N*. Soit £k € N*, on a :

PT>k)=P(X>k)PY >k)=(1-p) 11 -yp)?

Ainsi
P(T=k)=P(T >k —P(T>k+1)
=(1-p)* 1 -p) -1 -pFa-p)*
=(1-(1-p)A-p)A-p)* (1 -p)"
=q(1—g)* ",

ot qg=1—(1-p)(1—7p). Par suite T suit la loi géométrique de
parametre q.

3.0na: X ~P\)etY ~P(u). La loi de X sachant X +Y =n est
donnée par la famille (P(X =m | X +Y =n))men. Soit m € N,
on écrit :

P(X=mnNnX+Y=n)

P(X+Y =n)
_P(X=m)P(Y =n-—m)
B P(X+Y =n) '

PX=m|X+Y=n)=

—-Sim>nalors PIX=m|X+Y =n)=0.

- Sim € {0.1,...n}. Par indépendance des variables X et Y, la
variable X + Y suit la loi de Poisson de parameétre (A + ) (cf.
Remarque 177). Par suite :

e P A AT
| _ |
PX=m|X+Y=n)= —2 A(” m)
e D
n!
_(n B e A e
_<m>()\+,u) (/\-{—,u) '

Ainsi, la loi de X sachant X +Y = n est la loi binomiale de

parametres n et :
A+ p

Exercice 14 :

1. Sim = 1, X désigne le temps d’attente du premier succés, donc

X ~G(p).
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2. Le cas général : X suit la loi de Pascal de paramétre (m.p) (cf.
exemple 106), donc X (Q) = {m,m +1,...} et

k—1
PX =k] = ( >pm(1 — p)¥™ pour tout entier k > m

m—1
1 +00
3. Pour tout réel t € |—1,1], T >~ t*. En dérivant m fois cette
- n=0
égalité précédente, on obtient :
m! — —
n=m
par suite :
1 =X (n X /m+m
—_— = 'l — T 4.33
ten =D D () aebD DY (NS LNN(E 2

n=m n=0

On aurait pu aussi exploiter le développement en série entiere de la
fonction t — (1 —¢)2.

4. On écrit :

6x(t)= Y PX=mr = 3 (1" ) -pre
= tmp™ Z <:1:11> (1 — plEie—
.+..
—eom 3 (" T @-pr
nz:% ( m—1 >
_ (pt)™
A—1-pr

Comme le rayon de convergence de la série définissant la fonction

génératrice est > 1. on en déduit que X est d’espérance finie

et B(X) = Gy (1) = %.
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Exercice 15 :

1. La variable N suit la loi géométrique de paramétre p.

Soit (n, k) € N* x N,
P(N=u,X=R)=PX=Ek

N =n)P(N =n)

0 sik >n

B (Z)pk(l —p)"Fp(l—pt sik<n
0 sitk>n
- (Z)pk+l(1 _p)k-l Gk <np

Par suite, pour tout k € N*,

400
P(X =&)= Y P(X =#| N=a)P(N =n)
n=1

% /n £
D’apres l'égalité (4.33), : "= ———.,d
apres l'égalité ( )., on a nZ::k (k) s donc
p(X:k):p’c“"l(l—p)“k“1 k(1 —p)**
B - (- pPn
1 — k—1
— W pour tout k € N*,
et
+00
P(X=0)=) P(X=0|N=n)P(N=n)
n=1
+00 1 _p
=Y p(l-p)yrt= ;
27 7

[N}

. Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes, telles que
Y suit une loi de Bernouilli de parameétre ¢ et Z suit une loi géo-
métrique de parameétre ¢. Ona P(YZ =0)=P(Y =0) =1 —gq.



4.9. SOLUTION DES EXERCICES 219

1-— 1
Si X et YZ ont la méme loi alors 1 — ¢ = 5 p, soit ¢ = 5 :
£—p 2—p

1 .
Inversement, supposons que ¢ = -, Soit k € N*, alors

&

P(YZ=k)=P(Y =1,Z=k)=P(Y =1)P(Z = k)

)k—1 _ 1 (1 —p)k-t
(2-p)% (2 -p)1

On voit, donc. que X et Y Z ont méme loi.

3. On écrit : B(X) = B(YZ) = E(Y)E(Z) = qé — i &

=E(Y?)E(Z?) -1
=EY)(V(Z2)+E(2)") -1
l1—gq 1
q( pr qg)
L=g
l-¢_,2-p
= =12 ;
q 1
2—-p

Par suite V(X) = 2(1 — p).
Exercice 16 :

1. Par indépendance des variables aléatoires X;. X, ... X,,. la variable
aléatoire S,, suit la loi de Poisson de parameétre (n\) (ct. remarque

177). La fonction génératrice de S,, est la fonction définie sur R
par : Gg, (t) = e (t-1),

2. Comme E(S,) =V(S,) =nA, T, est la variable centrée réduite de
S

T —ni

vnX

3. On a: I, = f(S,) avee flg) = pour tout z € R. Par le
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théoréme de transfert. il vient :
k—n\
+00
E(z™)=) =z v8A P(S, =§)
k=0

k
=0 k
_ —/nx S A
= Za: n i e
k=0

1
— g~V exp(nA(z VA — 1)

Comme
1 In(x)
nA(z VA —1) =ni(e VRA —1)
1 In?(x) 1
=n\ | —
M\ (S (o) + 50 + 0(=5)
2
o T Q(x) +o(1)
on obtient :
- In?(z)
E(z"") = exp(—VnAIn(z)) exp(VnA In(z) 5 +0(1))
In?(z)
On en déduit que lim E(z*) =e 2

n—+00
Exercice 17 :
1. La famille ((A,+1 = 1), (Ar+1 > 1)) est un systéme complet d’évé-
nements, pour tout n € N et on a, par hypothése :
n

P(An+1:1|An>1):0rP(An+1:1|An:1):n+a-

En appliquant la formule des probabilités totales, il vient

n n
Pry11 = PAp1=1)=

Pla. =1)= -
n+ o« ( ) n+ap’1

Comme p; 1 = 1, on obtient par récurrence que pour tout n € N* :
n!

ﬁ[(k%—a)-

k=1

-~k
pn+1’1:kl:[1k+a:
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Par la formule des probabilités totales, pour tout k£ > 2,

+00

Prttk = Y P(Ans1 =k | An = i)P(An = i).
=1
Sii ¢ {k—1,k} alors P(A,+1 =k | A, =) =0. Par suite :
Qv n

=1
nta 1T e

Prn+i1k = Pn.k

2. Pour tout n € N*, on pose X,, la variable aléatoire qui prend la
valeur 1 si la n-iéme personne choisit une nouvelle table et O si elle
choisit la table occupée par la (n —1) iéme personne. Alors, X, suit

la loi de Bernouilli de paramétre
A, = X1+ Xo+ ..+ X,,.

3. Par linéarité de l'espérance,

et on a bhien

n n

E(4n) = ) E(Xi) =

a
k+a

=

Les variables X7, X3, .., X, sont indépendantes, on obtient :

4. On écrit, pour tout k € N,

k+1 odt L@ ko adt
k t+a " k+a” frgt+a

en sommant ces inégalités, pour 1 < k <n, il vient :

n+1 n : n
1 t+a'“b1k+a"“o t+

I

Ce qui donne
aln(n+a+1)—In(l+a)) <E(4,) <ao(ln(n + a) — In(a).

Donc E(A,) ~ aln(n).
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Exercice 18 : Supposons que Z ~ U({2,..,12}) alors, la fonction génératrice
de Z s’écrit :
12 | 22 2 10
=Y PZ=nr==Y =2V
2P S

Soit X (respectivement X5) la variable aléatoire indiquant le numéro obtenu
par le premier dé (respectivement le deuxiéme dé). Posons, pour tout

1<n<6,p, =P(X;=n)et g, = P(X2 =n). Alors,

=1 Z qn_.)_lt

C)q antn —~ tzpn—Ht et CXQ

Le polynéme L~ est de degré 5 donc il admet au moins une racine
admet au moins une racine réelle. Puisque l'on

réelle. De méme

a: Z = X1+ Xs on obtient, par independance

t2
Gx, (1) Gxy () = Z e
: Ganil)Gxll) . ;
Mais le polynome X 22 X2 (1) n’admet pas de racine réelle, car
11—t
Gx,(0)Gx,(t) _ )] — sit#1
2 = 11 1—-1¢
| sig=1
Contradiction.
On peut procéder autrement. Supposons que Z ~ U({2,..,12}).

Méthode 2 :
Posons, pour tout 1 < ¢ < 6, p; (repectivement ¢;) la probabilité de
I'événement «le premier dé ameéne le numéro i» (respectivement «le
second dé donne i»). On obtient, par indépendance des lancers que

1
P(Z =1) = -
( ) =p1q1 11
On obtient 'absurdité. en écrivant :
1 1 g @ 2
—=P(Z=T7) > =) > —,
11 ( ) > P1ge + PeqL = u%+@6—u'

ou, on a utilisé 'inégalité arithmeético-géométrique

tout = > 0.
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Exercice 19 :

1. Pour tout entiern > 1, on a X,, = Z,Z1 X =

2
dance des variables (Z,)ncn+, on en déduit que :

Z;. Par indépen-

n
=1

E(X,) = [[ B(Z) = E(Z))"

=1

E(Z)=(1+a)P(Zi=1+a)+(1-a)P(Zi=1—a) =1

Done, E(X,,) = 1.
2. Onai

V(X) = B(X2) - E(Xa)? = [T B(Z2) — 1 = B(Z2)" — 1

=1
D’autre part
E(Z})=(1+a)?P(Zy=14a)+ (1 —a)*P(Z; = 1—a)
=1+ad?

Par suite V(X,,) = (1 + a?)" — 1. Donc, V(X,,) tend vers +oo,
puisque 1+ a? > 1.

3. Les variables Y. £ € N* sont finies donc elles admettent des mo-
ments d’ordre 2. Pour tout k € N*,

1
E(irk) = 5(111(1+a)+1n(1—a)) = In (1_.a2)
La loi faible des grands nombres montre que pour tout £ > 0,

Sn—lll\/l-—a2‘>€) — 0,

P(

or,

0< P(S, >e+1Inv1—a2) < P

S, —In \/1—a2} =&}

donc la suite (P(S, > £ +InV1 —a?)),en+ tend vers 0. 1l suffit,
donc de choisir  tel que In V1 — a2+z < 0et a = —(In V1 — a2+2).
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[N]
(W]
NG

4. On écrit :

n—1 n—1
In(X,) =Y In(Z) =) _ Yi =nS,
k=1 k=1
Comme P(S, > —a) tend vers 0,
In(X
i n(Xn) > —a) = P(X,, > e %) tend vers 0.

n

Soit £ > 0. il existe un rang ng tel que e "% < 2 pour tout n > ny.
Pour n > ng on a:

0<P(X, >¢z) <P(X,>e ™) tend vers 0.

Exercice 20 :

1
1. (a) La série ) m converge et
— 1 ic : 1 1 -
nz1n(n+1) —on o n+l
Donc, la suite (m)neN* définit bien une loi de probabi-

lité.
(b) Pour tout n € N*,

+00

1 1
1 > = — = i
P(T 2n) Z;k(kﬂ) .
Le taux de panne de la variable T est la suite (2, ),cn- définie
par :
_ _P(X=n)N(X>n) _P(X=n)
" P(X >n) ~ P(X >n)
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2. Pour tout entier n € N*,
S P(X=n)N(X>n) P(X=n)
" P(X >n) ~ P(X >n)
_P(X>n)-P(X>n+1)
N P(X >n)
ce qui donne la relation :
PX>n+4+1)=P(X >n)(1 —z,).
On en déduit, par récurrence, que :
n—1 n—1
P(X>n)=P(X>1) JJ(1 —ax) = [J (1 - zx), (4.34)
k=1 k=1
car P(X > 1) = 1. On obtient enfin :
P X=n)=P(X>n)—P(X>n+1) (4.35)
n—1 n n—1
:1_[(1—:1:;c 1_[1—”c;c _:z:nH(1~xk)sin22.
k=1 k=1 k=1
(4.36)

et P(X: 1) = .

3. On a z, € [0,1] pour tout n € N*. Sl existe un entier n tel que
x, = 1 alors on obtient, d’aprés 1'égalité (4.34), P(X >n+1) =0
qui contredit I'’hypothése de l'exercice. Montrons la divergence de
la série > x3. On suppose que lim z,, = 0, sinon le résultat est

n—oo

evident. Comme

In(P(X >n+1)) = Z In(1 — 2y),

et lim In(P(X >n+1)) = —o0, car P(X >n+1) tend vers 0, on

n—-+400
en déduit que la série Y In(1 — z;,) diverge. Or, In(1 — z) ~ —zy,
donc la série > xj diverge.
4. Soit X la variable aléatoire discréte a valeurs dans N* définie par :
P(X =1) = z; et pour tout n > 2,

P(X=n)==, [[A-ax) = [J(A—=2x) - [JA—2x). (437
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Montrons que la relation (4.37) définit bien la loi de la variable
aléatoire. Il suffit de montrer que > P(X = n) converge et que
+00

> P(X =n) = 1. La série >_ P(X = n) est télescopique, donc il

n=1
n

suffit de montrer la convergence de la suite o, = [] (1 — x1). Or,
k=1

In(cv,) E In(1 — z) tend vers — 0o,
k=1
car, si la suite (x,),cn+ ne tend pas vers 0, alors la suite de terme
général In(1—z,, ) ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement
et si la suite (2, ),cn+ tend vers O la série > In(1 — z) a la méme

nature que celle de > x, donc diverge. Par suite lim «, =0, la
n—-1+00

série > P(X =n) converge. D’autre part :

+00 +00
T +ZP(X =#)=&1 +Z(an—1 — 0p)

n=2 n=2

=+ =z1+(1—21) =1.

Donc, la relation (4.37) définit bien la loi de la variable aléatoire
X. Reste a montrer que P(X >n) # 0 pour tout n € N*. on a :

P(X >1) ZP

et pour tout entier n > 2, on a :

n—1 00
P(X>n)=1-) P(X=k)>1-) P(X=k) =0
k=1 k=1
Enfin. on a :
n—1
n 1 —
Px=n) L0-o)

PlX =n|X =2n)=

n—1
Tn H (1 - xk)
k=1 —
n—1 =
I1(1— =)
k=1

Par suite (z, ) en+ est le taux de panne de la variable X.
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5. Si X suit une loi géométrique de parameétre p € |0, 1] alors, pour
PlX =n)

toutn e N*, P(X >n)=(1—-p)" 1 #0et 2, = ———-—

(X 2n)=0-p" " # "= P(X >n)

Inversement, supposons que le taux de panne (z,, ),cn+ de la variable
X est constant et égale a p € [0, 1[. D’apreés la formule (4.35) on a :

=P

n—1

P(X=n)==, [J(A-=x) =p1-p)"~".
k=1

+00
Comme, de plus, > P(X =n) =1 alors p € ]0,1[, donc X suit la

n=1
loi géométrique de parametre p.

Exercice 21 :

1. Le résultat est déja démontré (voir la remarque 140). On donne ici
une autre preuve. Pour tout entier n € N*,

zn:kP(T: k) = zn:k(P(T >k—1)—P(T > k))
k=1 k=1

(k+1)P(T > k)— > kP(T > k)
k=0

S
|
==

Il

S
Il
= O

Il

P(T > k) —nP(T >n).

bl
Il
=)

— Si T est d’espérance finie. Comme

oo oo
0<nP(T>n)= Y nP(T=k)< Y kP(T=k),
k=n-+1 k=n-+1

fa'e)
et lim >  kP(T = k) = 0 puisque la série > kP(T = k)
n—-+00 k:n—+—1
converge, on en déduit que la série > P(T > k) converge. On

obtient, par passage a la limite :
+00 +00
B({T)=) kPT=§=) PT>k.
k=1 k=0

— Si T n’admet pas une espérance finie. Comme pour tout n € N*,

n—1 n

> P(T >k)> > kP(T =k) et la série > kP(T = k), on en
k=0 k=1

déduit la divergence de la série > P(T > k).
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(a) On a Y () = N*. Soit 1 <k <n, la loi de Y sachant (X = k)
est le temps d’attente du premier succes ou la probabilité de

—k+1
succes est % Donc la loi de Y sachant (X = k) est la
) ) n—k+1
loi géométrique de parameétre p = ———.
n
(b) Par la formule des probabilités totales, on a : Or,
. : —k+1,; k-1,
PY>i|X=k)=(1-pi=(1-2"2FTy_(E_2y
n n
C 12 k-1, L
On trouve : P(Y > i) = — > ( )*. On en déduit, d’apres
n p—1 n
la premiére question, que :
+00 1 +00 n k‘ _ 1 .
\ 7 N = = ?
BY)=) P >i)=-3 3 ()
1=0 =0 k=1
1 ”(f(k—1)2)_1 - 1
n ; n n k-1
k=1 i= =11~

7

(¢c) Le jeu est favorable pour le joueur A si E(Y) > 3 c’est-a-dire
Zn: 1 > 3, on trouve que n > 11.
=13
Exercice 22 : Soit X une variable aléatoire. Les variables aléatoires cos(tX)
et sin(tX) sont bornées pour tout ¢t € R, donc elles admettent une espé-
rance finie. Par la formule de transfert, on a :

+00 +00
0x(t) = (cos(tn) +isin(tn))P(X =n) =Y €"P(X =n).
n=0 =0

1. - Si X ~ B(n,p),

+00 n
ox(t) =) *PX =k) =) et (’;)p’“(l —p)*

k=0 k=0
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~ B X ~ PO
ot -— tn /\/\n
tn 2 =
ox(t E e X =n)= E e )
n=0 n=0
TR ( ity\n
et : —_
- e—A ( ) = e~/\ exp(ezt)\) — e~—)\e>\ costez)\ sint

|
n!
n=0

— e(/\—'l) cos tez/\ sint

2. La fonction t — €' P(X =n) est continue sur R. L'égalité
|eitnP(X = n)| = P(X =n) pour tout n € N,

montre la convergence normale par conséquent uniforme de la série
des fonctions Y €™ P(X = n). D’aprés le théoréme de continuité
des fonctions définies par des séries. la fonction ¢ x est continue sur
R. Il est simple de voir que ¢ x(t + 27) = o x(t) pour tout t € R.

3. Soit £ € N. On écrit :

m 00

1 " —ikt itn —kt
I, = ;/ ox(t)e *tat = 97/ ;e P(X =n)et*tdt
x +00
2“ —FZP _n z(n k)tdt

La série Y. P(X = n)ei(®=®)t converge uniformément sur [—m, 7],
par permutation des deux signes somme et intégrale on obtient :

dy = Z P(X 7/_ / AL

Or ,
I " i(n k)t = 0 Si n # k
— TG =00 = )
25 4 .. € ik lsin=k
ainsi

Par suite, o x = ¢y entraine
I, = P(X = k) = P(Y = k) pour tout k € N,

ce qui montre que X et Y suivent la méme loi.
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. Pour tout entier n, posons g, la fonction : g,(t) = ¢ P(X = n)

pour tout t € R. La fonction g, est de classe C! sur R et
d.(t) = ineé™P(X =n).
Pour toutn e Nett € R,on a:
d4(8)] =nP(X =n)

et la série > _nP(X = n) converge, puisque X admet une espérance
finie. Par suite la série des fonctions > ¢/, converge normalement
donc uniformément sur R. Par le théoréme de dérivation sous le
signe somme, la fonction ¢ x est de classe C! et

+00
o'y (t) = ZineitnP(X =8}
=0

+00
On a bien ¢’x(0) =i Y nP(X =n) =E(X).
n=0

On écrit :

+00 ] +00 )
¢z(t) =) €mP(Z=n)=) €mP(Y =n—1)
n=2 n=2

+00 S+
- Z eztnp(l o p)n~2 — peta Z(ezt(l o p))n
n=2 =0

pe2it

1—et(l—p)’

puisque |e"t(1 - p)| =1-pe]0,1].
Comme 1+ p > |eitp|, 04 est bien définie et dérivable sur R, par
suite E(A) = —i¢/y(0) = p. D’autre part on a :

ba(t) = 1 1 1
DA _1_+_p_peit_1_+_p1 peit
L+p
;] I P
— neint.
1+,onz::0(1+p)

Soit X la variable aléatoire a valeurs dans N dont la loi est donnée
par :

oy 1 P \n
P(Xﬁn)ﬁl—kp(l%—p)'
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Exercice

1.

La loi de X est bien définie car :

+00

> 5=t
r Sl e
Donc .
oo
ox(t) = Z L(L)neint = o¢a(t)
S LA 1+p 1+p Bhca
n=>0

Par suite A suit la méme loi que X, c’est-a-dire,

1 ) 1 1
= = (—\* = 1 — (L
Pad=n) =1 oG =101

Il est simple de voir que la variable A + 1 suit la loi G( -
p

23 :

On fixe n € N*. Les variables X;.1 < i < n sont indépendantes

donc S,, suit la loi de Poisson P(n) (cf. remarque 177). Il s’ensuit
. -—n .

que E(S,) = V(S,) = n, par suite S} = —= est la variable

Jn

centrée réduite de S,,. Donc

n n k
PSS <0) =P8, <w)=")  Pis,=&) =
k=0 k=0

D’autre part, posons pour tout > 0, I,(z) = [

intégration par parties donne :
e

In(2) = —— + I (@), (4.38)

n xke—x

Par récurrence, on montre que I,(z) = > x
k=0 2

. Ce qui donne :

+00 tne—t
dt.

P(S; <0 =) = [

" n!

On pourra aussi démontrer cette identité en utilisant la formule de
Taylor avec reste intégral appliquée a la fonction exp. En effet, on

écrit : =
k n
n __ n l n —t
e —kg_ok!+n! ote dt.
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puis en utilisant 1'égalité classique

1 I'n+1
— thetdt = w =nl,
n' 0 n'
on obtient :
n k n
n 1
Fe'" =1 = the tdt
k=0 ’ i 0
1 +00 n
= m( / e tdt — / t"e~tdt)
- Jo 0
1 +00
== e~ idt.
wl A,

2. Nous conservons les notations de la premiére question on écrit :

P(S; < 0) = P(Sty1 < 0) = L(n) — Loga(n + 1),

tn+1

Or Iny1(n+1) = : . mE)! dt En utilisant 'égalité
(4.38), il vient :
n+1 tn+le—t
P(S, <0)-P(S ;<0 =1 — L. ——dt
(5220~ PSia SO =) = ha(m) + | T
B nntl . /n+1 tle—t &
=m0 t) mErD™
tn—:-le—t

3. La fonction t —

@+ 1) est croissante sur [0,n + 1], par suite pour

toutt € n,n+ 1], on a:
tn~[—le~t nn-l-l
> e
n+1)! = (n+1)!

—

en intégrant les deux membres de l'inégalité entre n et n + 1, on

obtient :
n+1 tn+le-t nn+1
/ dt > g,
» (n + 1)! (n+1)!

Donc P(S; <0) — P(S;.; <0) >0, pour tout n € N, par consé-
quent la suite (P(S; < 0)),en- est décroissante, Par suite conver-
gente, puisqu’elle est minorée.
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4. Soitt € Rf.On a:
£5% = ¢~V (V7).

La variable S,, suit la loi de Poisson P(n), donc sa série génératrice
est définie sur R et on a, pour tout z > 0 :

Gs,(x) = E(z™) = exp(n(t — 1)).

bt g 2 . 2 ) 2 * ’
On en déduit, par linéarité de 1'espérance, que t°» admet une espé-
rance finie.

5. Pour tout réel ¢t > 0 on a:

folt) = B(t5%) = —B((t97)5) = —Gs, (t77)
== G TR
exp(n(tvF — 1)
_ — ,
Lorsque n tend vers +00, on écrit :
s In(t) In(t) In®(t) 1
tVe —1 = ex ~1= X
xp(=2) et T +00)
par suite
e In?(t
exp(n(t% — 1)) = 1% exp(" ) exp(o(1)
2
A t
~ t\/15 exp(IHQ( ))

In?(t)
2

Donc f,(t) ~ exp( ). Ce qui montre que la suite (fy)nen

In?(t)
2 )

converge simplement sur R vers la fonction ¢ — exp(

Exercice 24 :

1. On a:
(1= X3 =..= Xy)
= (X =1,X2=1,.,X, =1)U(X; =0,X3 =0,.., X, =0),
-
Py ==, =] =

PXi=1,Xs=1,.,X,=1)+ P(X; =0,X2 =0, .., X,, =0),
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car les deux événements sont incompatibles. Par indépendance des
variables X;,1 < i < n, on obtient :

PXi=Xo=..=X,)=p"+(1—p)"

&

. La variable aléatoire X; + Xo + .. + X3 suit la loi binomiale de

parameétre (n,p) (voir remarque 179 ou exemple 136).

. Soient 7,5 € {1,2,..,n}.

— Bit = j, alors X35 = XZ? = X, suit la loi de Bernoulli de para-
metre p.

— Sii# jlavariable X; ; = X;X; est a valeurs dans {0,1} et

P(X%;=1)=P(X; =1,X; =1) = P(X; = 1)P(X; = 1) = p°
P(Xi_j = 0) =1 -—pg.

Ainsi, X; ; suit la loi de Bernouilli de parametre P>

(a) Sion note M(w) = (m;;(w))i<i,j<n alors
m; j(w) = X;(w)X;(w) € {0,1}
(B Onas
tr(M(w)) = Zn:mk,k(w) e{0,1,2,.,8},
k=1

puisque, M € {0,1} pour tout 1 < k < n. La matrice M(w)
est symétrique réelle donc diagonalisable.

Les vecteurs colonnes de la matrice M (w) sont proportionnelles
au vecteur U(w), donc rg(M(w)) < 1.

Remarque : On a :

M(w)? = U(w)tU (w)U (w)tU (w) (4.39)
=t U(w)U(w)M(w) = tr(M(w)) M (w). (4.40)

Deux cas se présentent :

— Si tr(M(w)) # 0 alors le polynéme X2 — tr(M(w))X est
scindé a racines simples qui annule M (w), donc M(w)) est
diagonalisable et rg(M(w)) = 1.

— Sitr(M(w)) =0, alors tU(w)U(w) = 0 par suite U(w) = 0 et

M (w) est la matrice nulle donc diagonalisable.
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(¢c) On a :

tr(M(w)) = X1(w)? + .. + X, (w)?
= X1(w) + Xo(w) + .. + Xn(w) = S(w).

— Si S(w) = 0 alors M(w) = 0, par suite M(w) représente la
projection orthogonale sur le sous-espace nul {0}.

— Si S(w) = 1 alors d’aprés (4.39), M(w) est la matrice d'un
projecteur si et seulement si, S(w) = 1 et dans ce cas, comme
de plus M(w) est symétrique alors M (w) représente la pro-
jection orthogonale sur Im M (w) = RU(w).

Inversement, si M(w) est la matrice d'une projection, alors

tr(M(w) = rg(M(w)) < 1. Comme tr(M(w)) est un entier,

donc tr(M(w)) € {0,1}.

5. OnatrM = X?+X2+..+ X2 = S. Donc trM suit la loi binomiale
B(n,p),
E(tr(M)) =np , V(tr(M)) =np(l — p).

On a : rgM est a valeurs dans {0,1}. Comme on a

(rg(M) =0) = (trM = 0), donc

Donc, rg(M) suit la loi de Bernoulli de parameétre ¢ =1— (1 —p)".
6. Si S(w) =0 donc trM(w) = 0 alors M(w) = 0. Sinon, comme

M(w)? = tr(M(w))M(w) = S(w)M(w),
on en déduit par récurrence que :
M(w)* = tr(M(w))M(w) = S(w)* 1 M(w) pour tout k € N*.

Conclusion : Pour tout k € R*, M* = Sk=1)/[.

Soit A I'événement «la suite (MF¥) converge». On a w € A si, et
seulement si, M(w) = 0 ou —1 < S(w) < 1. Ainsi, w € A si, et
seulement si, tr(M(w)) = 0 ou S(w) =0 ou S(w) = 1. C'est-a-dire,
A=(S=0)U(S=1). Par suite

P(A)=P(S=0)+P(S=1)=1-p)"+np(l —p)~ !
=(1-p)" (14 (n—1)p).
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Si S(w)=0alors lim MF*w)=0.Si S(w)=1 alors

k—+00

lim M*(w) = M(w).
k—+o00
Dans les deux cas la limite est une matrice de projection orthogo-
nale.

Comme rg(M(w)) < 1, 0 est une valeur propre de M (w).

Si M (w) admet deux valeurs propres distinctes alors M (w) # 0 donc
tr(M(w)) # 0. Inversement si tr(M(w)) # 0 alors D’apres (4.39) le
spectre de M (w) est inclus dans {0, tr(M(w))}. Si sp(M(w)) = {0}
alors M (w) = 0 puisque elle est diagonalisable, contradiction. Donc,
M(w) admet 0 et tr(M(w)) comme valeurs propres distinctes. Par
suite M (w) admet deux valeurs propres distincts si, et seulement
si, tr(M(w)) = S(w) # 0. La probabilité pour que M posséde deux
valeurs propres distinctes est donc :

P(S#0)=1-P(S=0)=1—(1-p)".
25 :
Sin =1, d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a :

P(|X1] > to1) = P(|X1 — E(X1)| > to1)

V(X
=1 P(X; — B(Xy)| < toy) > 1 — Sx1)
t“oi
1

. Les ensembles Bj, j € {1.2,..,n}, sont disjoints deux & deux et

n
A = |J B:t. Eneffet : il est clair que B; C A pour tout j € {1,2,..n}.
=1
D’autre part, si w € A alors il existe k tel que |Si(w)| > to,, donc
w € By, avec

ko = min {k : |Sk(w)| > to, }.

Par suite.

A =1n = =1 e oo fn
I 0 B, ZHBz Yi+Yso+..+1})

i=1 =1
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3. On écrit : i,
Y ViS2 =14.8% < 82,
k=1

par linéarité et postivité de l'espérance, on obtient :

n
> E(YiS2) < E(S2) = E(S2) —E(Sa) =V(Sa) =02.  (4.41)
k=1
4. La variable aléatoire U;, dépend uniquement des variables aléatoires
Xpi1. Xgeo. .. X, et les variables Y, et Si ne dépendent que des va-
riables aléatoires X;, Xo...X}. donc Uy, et Y25, sont indépendantes.
Par conséquent,

E(Y3S2)

I

E(Y3(Ux + Si)?)
E(YiU?) + E(YxSE) + 2E(Yx Uk Sk)
E(Y:U2) + E(YS2),

Il

I

car, par indépendance de variables aléatoires. on a :

E(YUiSk) = E(Y3Sk)E(Uy),

et B(Ury) = Y. E(X;)=0.Comme E(YkUlf) > 0 car YkUlf >0 on
1=k+1
obtient :

E(Y:S?) > E(Y:S?) (4.42)
5. Si Yi(w) =1 alors Si(w) > to, et donc
Yi(w)Sa(w) > 202V (w)

Si Yi(w) = 0 l'inégalité Yi(w)SZ(w) > t202Yx(w) est trivialement
vérifiée. En utilisant cette inégalité et les inégalités (4.42) et (4.41),
on obtient :

n n n
i i 1 i
P(A)=E(ly) =E(}_Y) =) E¥)< 55> ES)
=1 =1 L |
1 = ror o2 1 & 1
< @;E(lzsn)s tga%an:t_g

Par suite.

P(|Sk| < ton,Vk € {1,2,n}) = PA) > 1 — =
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Exercice 26 :

1. On calcule le polynéme caractéristique de J en remplacant la co-
lonne C; par C; +XCs+ ..+ X" 1C,,_1 et en développant selon la
premiére colonne on obtient :

xJ(X)=det(XI, - J)=X" - 1.

Les valeurs propres complexes de J sont les racines n-iémes de

&

’ o0 5 . . ) — \
I'unité, par suite le spectre de J est I'ensemble {1. w,w?, .., w" 1} ou

21

w = exp(—). La matrice J € M, (R) et admet n valeurs propres

distincts, donc J est diagonalisable.

L1
T2
2. Soit k € {0,1,..,n — 1} et X} = . € C™ un vecteur propre
xn
associé a la valeur propre w*. L’équation JXj = w*X} est équi-
valent a
Ty = Wk
r3 = wka
Tn = wk-rn—l
z; = Wz,
aisi
Lk Lok
W W
.12k 2k
w W
X =B ’ € vect(e, = ' )
w(n—l)k w(n—l)k
1 1
Par suite (eg,€1,..,€,_1) est une base de vecteurs propres de J.
1
0
3. Soit Uy = . |.Soit m € Net j € {0,1,..,n — 1}. D’aprés la
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tormule des probabilités totales, on a :

n—1
P(Xpm1 =)= ) P(Xma1 = j | Xon = i) P(Xn =1).
=0
-S8i1<j<n-2
P(Xmy1=1J) =

P(Xm+1:jIXm:j‘“l)P(Xm:j_l)
+P(Xm+1:j|Xm:j+1)P(Xm:j+1)

1 1
:5P(Xm:j—1)+§P(Xm:j+1)

~Si j=0,

Pl Xpya =0) =
P(Xm41=0| Xpm =n-1)P(X, =n—1)
EP{ Xnsa =8| X, = 1)P(X,, = 1)

1 1
:sP(Xm :n—l)—{—aP(Xm = L}
-Sij=n-1,

PlEgp =n=1)=
P(Xm-lzn—l|Xm:n—2)P(1m:n—2)+
P(Xpe1 =1 —1| X = 0)P(X, = 0)

1

1
= 5P(Xm =1 —2) + 2 P(Xm = 0).

. 1
Par suite U117 = AUp,, avec A = §(J +* J).
Comme la matrice J est orthogonale (les vecteurs colonnes forment

1
une base orthonormée de R?), *J = J~1, par suite A = §(J+J"1).

4. La matrice J s’écrit J = PDP~! avec P € GL,(C) et
D = diag(1,w,w?,..,w" 1)
1
alors A = P§(D + D71 P71 Par suite les valeurs propres de A

sont

%@k+w*):Rawh:C%ffH:OSkgn-1
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1
1
La plus grande valeur propre est 1. Le vecteur ; est un vecteur
1
1
1 1
propre associé a la valeur propre 1. Le vecteur v; = T : est
n
1

un vecteur propre unitaire associé a 1.

La matrice A est une matrice symétrique réelle, il existe une matrice

P orthogonale, dont la premiére colonne est le vecteur vy, telle que

2km
A = Pdiag(1.\1.)\2, .., An—1).tP, avec A\ = COS(T) < 1 pour

tout k € {1. 2,10 — 1}. Pour tout entier m on a :

A" = Pdiagll, XP, .. X% ) P

s ‘n—1

-
/

{

avec A\, = cos( ) < 1. Par suite :

Un = A™Up = P.diag(1,A\T*..,\m_,).tPUy,,

et
mg}}gx diag(1.AT", ... A" ;) = diag(1.0,0)
Ainsi, limoc Un = P.diag(1,0,..,0).tP.Us. Or,
m—s—+
1
1 0
liag(1,0,...0)"PUy = —
diag( )" PUy "
0
Il vient,
1 1
0 1
1 1 1
Pdiag(1,0,..,0)PUy = —P | . | = —=v1=—
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Exercice 27 :

8

o

Soit (a,b) € Rg_. Par concavité de la fonction In, on a :

111(1(11’ + %bq) > In(a) + In(d).
p

On applique la fonction exp qui est croissante, obtenant l'inégalité :

1 1 .
ab < ]—)ap - abq pour tout (a,b) € Ri_. (4.43)
L'inégalité (4.43) peut étre aussi obtenue en éudiant, pour b > 0
fixé, la fonction x — xb — —aP + —b9.
p q

Pour montrer I'inégalité de Holder, on distingue deux cas.
Si E(|X[?) = 0 ou E(|[Y|?) = 0, alors |X| = 0 ou |Y| = 0 presque
surement et de méme |XY| donc E(|XY|) = 0 et I'inégalité est
vérifiée. Sinon, notons Z et W les variables aléatoires

RY

S el —
E(X[?)? B(Y[%)s

g 5 . : ! |- g
D’aprés l'inégalité (4.43), on écrit : ZW < —ZP + —W4. Par crois-
p q
sance et linéarité de l'espérance, on obtient :

1 1
B(ZW) < B(Z?) + B(W),

Comme E(Z?) = E(W?) =1, on obtient :

BUXYD  _mewy<lilog,
E(|X[P)?E(Y]%)« P9
par suite E(|XY|) < E(|X|p)%’E( qu)%-

(a) L’inégalité de Jensen se démontre facilement si la variable X
est finie. En effet, si X(Q) = {z1,22,..,2,} et p(X = ;) = p;
pour tout 1 < 7 < n alors, par convexité de ¢ et le fait que
n
> pi = 1, on obtient :

=1



242

CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Dans le cas général, Notons m = E(X). La convexité de ¢
entraine l'existence d'une fonction affine g(z) = ax + 3 telle
que o(m) = g(m) et g(x) > g(x) pour tout z € R (on prend
par exemple g(z) = ¢);(m)(x —m) + ¢(m)). En appliquant
I'espérance a l'inégalité ¢(X) > g(X), on obtient :

B(p(X)) > B(g(X)) = aB(X) + 8 = g(B(X)) = p(B(X)).
(b) Il suffit d’appliquer 'inégalité de Jensen, en vérifiant la convexité

de la fonction f : z — max(z,a).

(c) Considérons la variable aléatoire X & valeurs dans I'ensemble

{ 1 1 1 }
—, —,..,— ¢ telle que

1 ;
P(X = —) =x; pour tout 1 <i <n,
7
et la fonction convexe ¢ = — In. Par la formule de transfert, on
ah

E(¢(X)) = —E(In(X Z & ln Z o W{a; )

En appliquant I'inégalité de Jensen, il vient :

szln ;) = B(p(X)) > ¢(B(X)) = —In(n).

Exercice 28 :

|

o

Par définition de 'espérance conditionnelle, on écrit :
E(I4 | B)=0x P(I4=0|B)+1xP(I4=1|B)=P(A| B),

puisque I'événement ([4 = 1) = A.

Soient B l'événement «le premier dé donne 1» et X la variable
aléatoire indiquant la somme obtenue. On a

0 si8<1<12

P(X:“B):{ 1|6 si2<i<7

car, si B est réalisé, (X = i) est réalisé si, et seulement si, le
deuxiéme dé donne ¢ — 1. Par suite,

E(X |B) = Z— -
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3. On écrit :

P(X =k | (X pair) = P((X = k)N (X pair))

P(X pair)
O,
T 2
P(X pair) ZP Z = ch(\)e™.
1=0
Il vient :
P(X = 2 | (X pair)) = DX =2) _ W*
— P = "P(X pair) _ (2k)lch(N) ©
P(X =2k + 1| (X pair)) =0.
Donc
2k A
E(X | (X pair) ZQL Ch()\)sh(/\)
4. On a:

E(XX|B)= Y zP(X=z|B)
z€X(Q)

1
= er;m zP((X =z)NB).

Pour tout x € X(Q), (X = 2)NB = (IgX = ), puisque on a :
w € (]IBX =z) si et seulement si, [p(w) =1 et X(w) = 2. Comme

[X(Q2) = {0} U X(Q), on en déduit par la formule de transfert
que :
1 E(IzX)
E(X |B)= —— g PlIgX =z)=

2€lp X(Q)
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(a) Soit n € N, on écrit :

E(Y | X =n) ZkP "=k | X =n)

1 n An
= % K] . X5 = .
(A+u)”k§ (k) Sl v

ou on a utilisé les faits que X ~ P(A + ) et la formule

Z k( ) kyn=k — naz (z +y)" . On en déduit que :

AX
E(Y | X) = /.
Y | X) Y
(b) On écrit :
E(E( = ¥y FX (E(Y | X =z))
z€X(Q)
Y P(X=z) Y yPY=y/X=nz)
z€X(Q) yeY (Q)

= >,  yPX=x2)PY=y/X=1)(®)
(xy)EX(Q)XY ()

Y y Y PX=z)PY=y/X=xz)

yey(Q) zeX(Q)

> yP(Y =y)=E(Y)

yeY (Q)

Pour justifier I'égalité (@), il suffit de montrer la sommabilité
de la famille

(YP(X =2)P(Y =y/X = 2)) @ y)ex(@)xy(Q)-
Pour tout y fixé la famille (y P(X = 2)P(Y =y/X = 2)),cx(0)

est sommable puisque

y| P(X =2)P(Y =y/X =) < [y| P(X = z),
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)
=
Ot

et

Sy= Y. WIP(X=2)P(Y=y/X=2)=y|P(Y =y)
z€X(Q)

donc la famille (Sy),cy (o) est sommable. Ce qui montre le ré-
sultat.

Exercice 29 :

Ae®)k ) i ;
1. Ona: P(X =k)e** = ( k') e~ qui est le terme général d’une série
‘ 180 it e” o s
convergente et pour tout s € R, o(s) = >_ ( k') e~ = M),
k=0 :

Par la formule de transfert
+00
E(e*®) =) e*P(X = k) = ¢(s).
k=0

2. Par indépendance des variables aléatoires X1, Xs. .., X,,. la variable
aléatoire S, suit la loi de Poisson de parameétre nA (cf. remarque
177). Comme les variables aléatoires e>X1,e5X2, . e5X» sont indé-
pendantes et suivent toutes la méme loi de e5X, on en déduit que

E(ess”) = E(eSXleSXQ..eSX")

E(e*X) = E(e*X)™ = ¢(s)".

[l
=t

?

(a) La fonction f est croissante, donc la suite (f(n)),en garde un
signe constant a partir d'un certain rang, par suite, la conver-
gence de la série > f(n)P(X = n) entraine celle de la série
Y |f(n)| P(X =n). Par le théoréme de transfert, on en déduit
que la variable aléatoire f(X) admet une espérance finie.

(b) Comme f(k) > f(M) pour tout k > M et f(k) > 0 pour tout
k € N, on obtient :

FOMP(X >M)= Y P(X =k)f(M) < Y P(X = k)f(k)
keN keEN
k>M k>M

< k%P(X = k)f(k) = E(f(X))
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(¢) Soit s > 0. La fonction f : x —— e est croissante, positive et
la série Y f(k)P(S, = k) converge. Le résultat de la question
précédente, ou M = na, entraine

E(e***) > P(S, > na)f(na),

ce qui donne
é(s)* > P(S, > na)e™*
D’ou
P(S, > na) < e "*%¢p(s)"
(d) Pour tout s >0 on a
P(S, >na) < e—nsacnA(e’—1) _ o—nlas—A(e*—1) (4.44)
La fonction t +— at — A(e! — 1) admet un maximum H(a) au
point t = ln(%) > 0 car @ > A. Donc l'inégalité (4.44) s’écrit

pour s = ln(%) : P(S, >na) < e "H(@),

. On suppose que [ est décroissante et positive. Soit M > 0, donc

E(M)
FMP(X <M)= Y f(M)P(X = k)
k

—

Il
=}

ou E(M) désigne la partie entiére de M. La décroissance et la po-
sitivité de f montrent que :

E(M) 400
FIMP(X <M)< > f(k)P(X=k)< > f(k)P(X =k)
k= k=0

= B(f(X)).

(=

. Soit s < 0. La fonction f : z — e est décroissante, positive et

la série > f(k)P(S, = k) converge. D’aprés la question précédente,
ou M = na. on obtient :

E(e*>*) > P(S, < na)f(na)
ce qui implique que o(s)" > P(S, < na)e™?. D'ou

P(S, < na) < e™(s)* = e~ as—A(e*-1) (4.45)
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Pour 0 < a < A. La fonction s — as—A(e*—1) admet un maximum
au point s = ln(%) < 0. Donc pour s = ln(;) I'inégalité (4.45)
s’écrit :

P(S, <na) < e "H(@)
Soit £ > 0. On a :

&—/\'>e)§P(%-/\>e)+P(%—/\<—a)

P(|=

< P(Sp >n(A+2))+ P(S, <n(A—¢))
£ e—nH(A+a) +e—nH(/\—€)

. Une étude de fonction montre que

H(a) = aln(;) . )\(; —1) >0, pour tout 0 < a # A.

_ S
Par suite P({?n - /\{ > £) tend vers 0 pour tout £ > 0.

Exercice 30 :

1)

Si X suit une loi de Poisson de parameétre A alors :

n
A_.e-A
|
I, ] =,
pn—l /\ e_)‘
(n—1)!
donc la suite (n s Jnen+ est constante. Inversement, supposons
Prn—-1
que la suite (n——),cn+ est constante égale & A\. Donc pour tout
n—1

n € N* p, = 7—an_1. Par récurrence on obtient

Pp = (H E)po = —7Pbo. powr tout n € N.
k=1 '

o0
En utilisant I'égalité >_ p, = 1. on en déduit que :

n=0
n

o0
Do Z o = l.donc py = e~*. Par suite,
=0 1

i =Pl =n)= )‘—e‘)‘

n!
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Remarquons que I'hypothése implique que, P(Z = n) # 0,
pour tout entier n et que Z = X + Y. Par indépendance de X
et Y. on écrit :
PiX =k)PY =m)=PX =&Y =m)
=PX=k,Z=k+m)
=P(X=k|Z=k+m)P(Z=k+m).

Donc.
P(X =RB)P(Y =m)
— X =k =
P(Z=k+m) £ & =)
k+m
. ( : >p’“(1 .
P(X =
Il suffit de montrer que (nP(X(' — i)l))ne_\:* est une suite

constante. De la question 2.a. on en déduit que, pour tout entier
n € N, P(X =n) > 0. Fixons n € N*. En divisant les deux
égalités suivantes :

PX=n-1)P(Y=2) (n+1\ ,_
P(Z=n+1) B (n—l)p =) et
PX=n)P(Y=1) (n+1\ ,
P(Z=n+1) “( n )p (1-p)
, PX=n)P(Y=1) _ p .
on obtient PX=n-DPT =2 n—p) C’est-a-dire
P(X=n) = pP(Y=2)

"PX=n-1) (1-pP¥ =1

Ce qui montre le résultat.

Exercice 31 :

L

L’inégalité de Markov ne donne pas I'estimation voulue, puisque,

E(X) A 1
P(X >2)\) < = — = —.
(X224 < 4\2 402 4\
On utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Comme on a
E(X)=V(X) = A, on en déduit que

P(XZQA):P(X—AZA)gp(|X—A|zA)ng) :%.
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(a) Soit z € R™. Comme a + z > 0, alors, on écrit

(U—E(U)>a)=U—-EU)+z>a+z)
(U-E(@U) +2)* > (a+2)?)

M

Ce qui donne l'inégalité recherchée, en appliquant l'appli-
cation P.

(b) Pour tout réel positit z, la variable aléatoire positive
(U —E(U) 4+ z)?® admet une espérance finie, I'inégalité de
Markov donc s’applique et on obtient :
P(U -E(U) > a) < P(U-E({U) +2)* > (a+2)?)
< E(U-E@) +2)%) _ V() +a?
- (a+ x)? (a+z)2

Cette inégalité est vraie pour tout z € R™. Il suffit, main-
V(U) + z2 . V(U)
(a+z)2  a24+V(U)’

tenant, de choisir x > 0 vérifiant

comme solution positive.

cette équation admet

3. On applique I'inégalité de Cantelli a la variable X, il vient :

B vu) 1
P(XZQ/\)_P(X—/\Z)\)S)\2+V(U)_)\+1.

(a) Remarquons, d’abord, que Gx(t) = E(t¥) pour tout t € R.
D’autre part, pour tout t > 1, on a
(X 2 a) € (In(t)X = In(t)a)
= (exp(In(t)X) > exp(In(t)a) = (t* > t*).

Par I'inégalité de Markov, il vient :

E(t*)  Gx(t)
te  te

P(X>a) <Pt >t*) <

(b) Comme Gx(t) = e**~1, donc Gx(2) = €*. En appliquant
I'inégalité précédente avec t = 2, on obtient :
Gx(2) €

P(X > 2) < —5— = 5 = (™

(N
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Exercice 32 :

1. Supposons que la suite (X,,) converge en moyenne vers X.
Fixons £ > 0. La variable aléatoire |X,, — X| est a valeurs
positives et posséde une espérance. L'inégalité de Markov s’ap-
plique :

EU)Qz_QYD.

£

Comme lim E(|X,, — X|) =0, on en déduit que,

n——+00

lim P(|X, —X|>¢)=0.

n——+00

Ce qui montre la convergence en probabilité de la suite (X,,)

vers X.

(a) Soit n € N*. On a Y, (w) = 0 si, et seulement si, il existe
ke{l,2,...n} tel que Zp(w) = 0. Alors

n n

(Ya=0)=|J(Ze =0) et (Yo #0) = [(Zx #0),

k=1 k=1

donc

P(Y, #0) = P([ | (Zx #0))

k=

—

Par indépendance il vient :

P(Y, #0)=[[P(Z #0) = [[(1 - P(Z: = 0))
k=1

k=1
=il —e~ ",

(b) Soit £ > 0. Il faut montrer que lilll P(|Ya] > ) =0.1La
n—-+00
variable Y,, est positive car les variables

Zy, Zs. .., Zn prennent des valeurs positives ou nulles, donc
P(Ya| > ) =P(Y, >¢) < P(Ya £0) = (1—e)

Comme 0 < 1—e* < lalors lim (1—e)* =0, ainsi
n——+0o0

lil;l_l P(|Y,| > ) = 0. La suite (Y, ) converge en probabi-
n—-—+00

lité vers la variable certaine 0.
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(a) SiY, converge en moyenne vers Y, alors elle converge vers
Y en probabilité, d’aprés la premiére question. Par unicité
de la limite presque strement, ¥ = 0 presque strement.

(b) Par indépendance des variables aléatoires 21, Zs, .., Zy,
E(Y,) = [] B(Z) ="
k=1

Par croissance de 'espérance, il vient :
E(|Ya]) =2 E(Yn) =A%,
Comme A\ > 1,

lim E(|Y, —Y])= lim E(|Y.|) = +oo.
n—-+0o00

n——+00

Ce qui est absurde car, par hypothése, la suite (Y}, )ncn
converge en moyenne vers Y .

4. La suite (Yy)nen converge en probabilité sans converger en
moyenne.

Exercice 33 :

1. On a Sy(Q2) C N et pour tout k € N, on a :

+00
(Sv=k) =N =n)n(X1+ X2+ X, = k).
n=0
Donc, l'ensemble (Sy = k) est un événement puisqu’il est

réunion dénombrable d’événements. Ainsi Sy est une variable
aléatoire.

[N

Pour tout entier n > 1, on pose S, = X; + Xo + .. + X,,. la
somme des n variables aléatoires indépendantes (avec Sy = 0).

Alors, Gg, (t) = [[ Gx,(t) = (Gx,(t))" pour tout t € [—1,1].

=1

+00
Soit t € [~1,1]. On a G, (t) = Y t*P(Sy = k). Par indépen-
k=0
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dance de variables aléatoires. on écrit :

P(Sy =k) = ZP N(X1+Xe+..+ X, =k))

—ZP P(X1+Xo+..+ X, =k)
On trouve :
P(Sy =k) Z P(N = k). (4.46)

Par suite.

Gsy (t Zt’“ZP S, = k)

=Y P(N =n)(Gx, ()" = Gn(Gx, (1))

n=0

Pour justifier (®). on montre que la série double
(P(N =n)t*P(S, = k))(n r)en?

est sommable. Pour n fixé, la série de terme général
(P(N =n) [t|* P(Sn = k))ren

est convergente et
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Comme la série > P(N = n) est convergente alors la série
n=0

Z P(N = n)|t|* P(S, = k)) converge, ce qui montre la
n>0 k=0

sommabilité de la famille (P(N =n)t*P(S, = k) n kyenz-

3. Le fait que N et X; ont une espérance finie implique que les
fonctions Gx, et Gy sont dérivables sur [0, 1] (voir proposition
173). Comme Gx;, (t) € [0,1] pour tout ¢ € [0,1], on en déduit
que Gy est dérivable en 1, donc G admet une espérance finie.
On écrit :

E(Sn) = Gy (1) = G, (t)GNn(Gx, (1))
= E(X,)E(N ).

car, Gx,(l)=1.

4. D’apres la formule de Wald.
E(Sn) = B(X1)E(N) = pA

Soit k € N, en utilisant 1'égalité (4.46), on obtient :
P(Sy=k)= ZPN_n = k)

avec S, = X7 + Xo + ..+ X,,. Or, pour tout n € N, S, est
la somme de n variables indépendantes qui suivent la loi de
Bernoulli de paramétre p, donc S, suit la loi binomiale de pa-
rameétre (n,p) (ctf. remarque 179). Par suite

+00 A" k
P(Sy=k)=) —e“*( )p"(l -

|
ha n: n
_ e—/\p (/\p)k
N k!
On retrouve ainsi E(Sy) = Ap, puisque Sy suit la loi de Poisson
de parametre Ap

Exercice 34 :

1. Comme 0 < XZ? £ Xz-4 + 1 et la variable Xz-4 + 1 admet une

espérance finie. on en déduit que X; admet un moment d’ordre
‘)
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2. En développant S3 et en utilisant de la linéarité de I'espérance,
il vient :

E(S)) = Y, B(XyXipXiXi,).

21.29.23.24=1
Par indépendance, pour tous entiers distincts 7, j, k, [ € N*,
E(X;X?) = B(X;)B(X}]) = 0 et B(X;X; X, X;) = 0.

Par suite
n
ESH=YExH+ Y EXX?
i=1 (i.5)€{1,2,..n}?
i#]j

n)E(Xf) =na+n(n — 1.

=nE(X{) +2 <2

3. En appliquant I'inégalité de Markov, on obtient :

S v ,
P(|=%| 2 &) = P(|Sy| 2 ne) = P(S, 2 n'e?)

E(S;) na+nmn—1p 1

<
- nt nt

; . S
Ce qui montre que la série > P(|7n| > £) converge.
4. On a : w € B si et seulement, si pour tout £ € N* il existe un

S. 1 : ’
rang n tel que |—£| < % pour tout p > n, ce qui est équivaut a

: S. 1
dire que w € |J N (|-2| < =) pour tout k € N*. Donc w € B
neENp>n k
si, et seulement si, pour tout k € N*, w € By.

S, 1
5. Pour tout £ € N*, la série ZP(|#‘| > E) converge, par le

lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que :

Sp 1 =

P(() U212 1)) = P(Bx) =0.
P k
nENp>n

Dou P(Bj) = 1 pour tout £ € N*. La suite d’événements

(B )ren+ est décroissante, par suite

P(B)=P(() Bx) = Jlim P(By) = 1.
—00
keN*



4.9. SOLUTION DES EXERCICES

(]
ot
Ut

: . On
Ce qui montre la convergence presque partout de la suite (7)
vers 0.

Remarques : Le résultat est vrai si on ne suppose pas que X3 est inté-
P I 1

Exercice 35 :

1.

(a)

grable, mais sa preuve sous I'hypothése X; intégrable nécessite des
résultats de la théorie de 'intégration.

Par hypothese, la série de terme général (P(U, > 0))pen- di-
verge, en on déduit par application du lemme de Borel-Cantelli

oo
(ct. exercice 18 du chapitre 3) que P( () U ((U; > o)) = 1.

n=1:>n
Soit w € A, alors il existe une sous suite (U, (w)) tel que
Upn,(w) > 0. Par suite la série ) U, (w) diverge grossiérement.
On en déduit que la série > U, diverge sur Q\A, c’est-a-dire
la série diverge presque surement.

On démontre, d’abord, que |I4 —Ig| <1, 5 + I3 5. En effet,
clairement on a l'inégalité [y < Ip+I5-5 doncly—Ip <Iz-p
de méme on montre Ip —I4 < 1,5 ce qui donne I'inégalité re-
cherchée. En appliquant la fonction espérance a cette inégalité,
on obtient :

|P(A) — P(B)| = |[E(Is — I)| < E(|Ia — L|)
< E(ly g +I5.5) = PANB) + PANB).

On pourra aussi montrer directement 'inégalité, on démontrant
les inégalités :

P(A)— P(B) < P(ANB) et P(B) — P(A) < P(ANB).

En appliquant I'inégalité précédente. on obtient pour tout en-
tier n :

|P(X =n) — P(Y =n)|
<P(X =n,Y #n)+ P(X #n,Y =n).

Comme on a 'égalité :

(X£Y) = | (X =0, £m)= | (X £=,¥ ==,

neN neN
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on en déduit par o-additivité de 'application probabilité que les
séries > P(X =n,Y #n) et >, P(X #n,Y =n) convergent

et on a :
+00
P(X #Y) ZP =, ¥ £uj= Y FXZaY =35
n=0

Compte tenu de I'inégalité précédente, on en déduit que la série
Y |P(X =n) — P(Y =n)| est convergente et que

+00
Y |P(X =n) - P(Y =n)| <2P(X #£Y).
n=0

Pour tout réel t € [—1,1], on écrit
Gx(8) = Gy (t)] < Z|P P(Y =n)|t"

< STIP(X =n) - P(Y =n)| < 2P(X £ ).
n=0

+00
On écrit, pour tout n € N, Z, = |J (U; # 0), ce qui montre
1=n
que Z, est un événement pour tout n € N. La suite (Z,),en
est clairement décroissante. D’autre part comme

Z,) <3 P(U; #0)

et la série > P(U; # 0) converge. on obtient :

limn PlZ,) =0

n—-+0o0
D’apres la question précédente, on a :

P(() Zn) = _lim_P(Z,) =0,

n—-+00
neN

par le théoréme de continuité décroissante. Soit A 1'événement

+00
N U #0) = N Z, qui décrit la propriété «une infinité
neENi=n neN
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des événements (U; # 0) sont réalisés». On a, donc, P(A) =1,
c’est-a-dire que l'événement «un nombre fini des événements
(U; # 0) sont réalisés» est presque certain.

Si w € A alors I'ensemble {i € N: U;(w) # 0} est fini, donc
la série Y Uj(w) converge. Par suite la série Y U; converge
simplement sur Q\A avec P(A) = 0. D’aprés la question 1.a,
ona:

|G, (t) — Gs(t)| < 2P(S, # S) pour tout t € [—1,1] .

Il suffit, pour montrer la convergence uniforme, de montrer que
lim P(S, #5)=0. Remarquons que si w € A alors il existe

n—-+00
un entier n € N, telle que U;(w) = 0 pour tout n > 7 et donc

Sn(w) = S(w). Cest-a-dire A C |J (Sp = S). La suite d’éveé-
neN
nements ((S, = 5)),ecn est croissante, puisque S, < Sp,11 < S,

en appliquant le théoréme de continuité croissante que :

PAj=1= Pl | (s =8=_BIm P(S,=8)

n—+00
neN
Donc

im P{S,£8)=1= lim P(S,=8)=0.

n—-+400 n+——+00

Comme
0< B0 =01-PX; :0):1—6—/\i < N
et la série > \; converge, on en déduit la convergence de la
série > P(X; #0).
D’aprés la question 2.C, la série )  X; converge presque stire-

400 n
ment vers X = > X;. Notons, X,, = >_ X; pour tout n € N.

=1 =1
Par indépendances, on écrit, pour tout t € [—1,1] :

Gx,(6) = [[Gx () =[]+ = exp((t - 1) 3 M)
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On sait que la suite G x, converge vers Gx uniformément, donc
simplement, sur [—1, 1], par suite :

(£ = I i ) — =1
Gx(t) = lim exp((t 1);/\2) e :

On en déduit que X suit la loi de Poisson de parameétre A.
Exercice 36 :
1. Ona:
(a+ 5,)(Q) = {CH—S i & EN}

Par la formule de transfert.

+00 g )
E(fla+ S,)) = f(a+T—L)P(a+Sn :a+%)
k=0
+00 . .
=Y fla+ DPE, = )
k=0 -
Or
k (nh)k

P(Sp=~)=P(Xy+ Xo +..+ Xp =k) = ™7

car, X1 + Xo + .. + X,, suit la loi de Poisson de parameétre nh
(ct. remarque 177). Donc

(nh)*
k!

+00
E(f(a+Sn)) =e ”kEZOf(Hm (4.47)

2. Les variables X, sont indépendantes et de méme loi, possédant
une espérance h et une variance. D’apreés la loi faible des grands
nombres, on a :

lim P(|S, —h|>p)=0
n—0o0

3. Par continuité de la fonction y — f(a+y) au point A, il existe
pw>0telquesily—h|<ponalf(a+y)— fla+h)| <= Par
suite, pour tout y > 0, on a :

|f(a+y)— f(a+h)| >z implique |y —h| > p
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Donec,
|f(@+ Su) — fla+h)| > = implique |S, —h| > 4
Ainsi on a l'inclusion :
(If(a+Sn) — fla+h)| 2 &) C (|ISp —h| = p),
ce qui montre que
0< P(|f(a+Sp) — flath)| =) < P(|Sp —h| = p).

Par passage a la limite, on obtient

lim P(f(a+5,) ~ fla+h)2e)=0

4. Pour tout n € N*, on a :
[E(f(a + Sn ) — fla+h))]

ik k
kzzj fla+h)P(S, =)
+00 A 3
<) |fla+=)—fla+h)|P(S,=-)
k=0
Posons
Se= 3 |fla+2) = fla+h)| P(Sy = Z) et
k /7 n
—€cA,
n
k k
T.= ) |fla+ )= fla+h)| P(S,=~).
k

—€EBy,
n

On a, donc : |E(f(a+ S,) — fla+h))| < S, +T,,. Comme, on

a .

k
S <2(|floe D P(Sn =) = 2[|fllo P(Sn € An) et

k
—€cA,
n

T,<¢ > P(S,=-

—EBn
n
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on obtient :

[E(f(a+ 5n) — fla+h))| < 2| fll P(Sh € An) +&.

. Comme P(S, € A,) = P((|f(a+S,) — f(a+h)| > ¢)) tend

vers 0 & l'infinie, on en déduit qu’il existe un rang ng tel que
pourn >ngona: 2| f|, P(S, € A,) < &. Donc, pour n > ny,

IE(f(a+ Sp) — fla+h))| < 2.
Le réel = est choisi arbitraire, on en déduit que

lim E(f(a+S,)) = f(a+h).

n—-+00
En utilisant I'égalité (4.47), on obtient :

fla+h)= lim E(f(a+ S,)

n—-+00
. (nh)k
) k!

S|

+00
- L ik ;
Jim e kE_Of(a +



Chapitre 5

Sujets de révisions

Sujet 1 : loi hypergéométrique

Dans un jeu, il y a n numéros (de 1 a n) dont p numéros gagnants choisis a
I’avance et connus du seul meneur de jeu. On suppose n € N*, p < % Dans la
premiére phase du jeu. le joueur tire au hasard, successivement et sans remise,
p numéros différents. Le meneur dévoile alors p numéros perdants parmi les
n —p numéros qui n'ont pas été tirés. Dans la deuxiéme phase du jeu, le joueur
a le choix entre deux stratégies.

— Stratégie A : il garde les p numéros qu’il a tirés.

— Stratégie B : il échange les p numéros qu’il a tirés contre p nouveaux
numéros tirés au hasard. successivement et sans remise, parmi les n — 2p
numéros qui n'ont été ni tirés, ni dévoilés durant la premiére phase.

Le but de ce probléme est de déterminer laquelle des deux stratégies permet

d’espérer obtenir le plus de numéros gagnants.

A Etude de la stratégie A :
On note X la variable aléatoire égale au nombre de numéros gagnants parmi
les p numéros tirés dans la premiére phase.
1. Quelle est la loi de X.

En déduire la formule de Van der Monde : > Py(r=PY) _ (7
k=0 \k/ \p — k p

o

3. Montrer que X est la somme de p variables aléatoires suivent tous
une méme loi de Bernoulli.
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[N
D
[N

4. Calculer I'espérance de X est déduire la formule :

(D)0 =5()

k=0

B Etude de la stratégie B :

Pour 1 < i < p, on note Z; la variable aléatoire égale a 1 si le i-éme numéro
tiré dans la deuxiéme phase est gagnant, 0 sinon. On note Z la variable
aléatoire égale au nombre de numéros gagnants parmi les p numéros tirés
dans la deuxiéme phase.

1. Soient 0 < k < petl <1i < p, calculer la probabilité conditionnelle :
P =1]| X =%)
2. Pour 1 < i < p démontrer que :

e e

p
3. Montrer que Z = > Z;, puis calculer E(Z).

=1
4. Des stratégies A et B, laquelle est prétérable 7 On pourra comparer
E(X) et E(Z), qui correspondent au nombre moyen de numéros
gagnants dans chaque stratégie.

Sujet 2 : convergence presque sure.

L’objectif de ce probléme est d’étudier la convergence presque stire de va-
riables aléatoires.

Partie A. Distance entre lois de variables aléatoires

L'objet de cette partie est d’étudier 'approximation de la loi binomiale
par la loi de Poisson. Toutes les variables aléatoires considérées sont définies
sur le méme espace probabilisé (2, B, P) et sont a valeurs dans N.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Pour tout k£ € N, on pose
pr =P(X =k) et g =P(Y = k). On définit la distance entre X et Y par :

+
dX.Y) =35 Ipr—al

]

N | —

§

ol
Il
o
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. Montrer que d(X.Y) est bien définie. Que dire des variables aléatoires
XetY quand d(X.Y) =07

. Soit A une partie de N. Montrer que
P(xe A) —P(Y € 4)| <d(X,Y).
On pourra remarquer que

IP(z € A) —P(Y € A)| = |P(z € A) — P(Y € A)|.

. Exemple : Soit p €]0, 1[. On suppose que X est une variable suivant la loi
de Bernoulli de parameétre p et Y une variable suivant la loi de Poisson
de parameétre p. Calculer d(X,Y) et montrer que d(X.Y) < p2. (On
pourra démontrer d’abord que € > 1 + z pour tout z € R).

4. Démontrer la formule : d(X,Y) =1— Y77  min(pe. qr).

5. En déduire que : d(X,Y) <P(X #Y).
6. Vérifier que pour tout z € [0,1], le réel f(z) =1— (1 —x)e* € [0,1].

Soit Ui, ..,U,. Y1....Y, des variables aléatoires mutuellement indépen-

dantes. On suppose que, pour 1 < i < n, U; suit la loi de Bernoulli
A

de parameétre f(—) et Y; suit la loi de Poisson de paramétre —( avec
n n
n
0<XA<n).Onpose, Y =) Y.

. Montrer que Y suit une loi de Poisson.
Enfin, pour 0 < 7 < n, on consideére la variable de Bernoulli X; telle que
X;=0s1U; =Y, =0et X; =1 sinon.

n
(a) Déterminer pour tout , la loi de X;. En déduire laloide X = > Xj.
=1

A
% -
(b) Montrer que P(X; #Y;) = 5(1 —e n) et déduire que

)\2
B(X; # %) < .

n

(c) Montrer l'inclusion : (X #Y) U (X X )

2
(d) En déduire I'inégalité de Le Cam : d(X,Y) < %
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Partie B. Convergence presque strement
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles et X une variable
aléatoire réelle définies sur (2, B, P). On pose :

B={weQ: lim X,(w)=X(w)}

n——+00

On dit que la suite (X}, ),cn converge presque sturement vers X si P(B) = 1.

1
Soit pour tout k e N*, Cp, = U N (| X, — X| < -).
nENp>n k

1. Montrer que w € B si, et seulement si, w € C}, pour tout k£ € N.
En déduire que P(B) = lim P(Cy).
k—+o00

o

3. On suppose que pour tout £ > 0, P( (| U (|X, —X| > )) = 0. Montrer
nENp>n

que la suite (X, ),en converge presque sirement vers X.
4. Montrer que si la série de terme général P(|X,, — X| > =) converge alors
la suite (X, ),cn converge presque strement vers X.
Partie C. Transformée de Laplace
Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (., B, P). On suppose
qu'il existe un intervalle o, 3[ contenant 0 tel que la variable aléatoire et
admet une espérance finie, pour tout t €|a, 3[. La transformée de Laplace de
X est la fonction Ly définie par Ly (t) = E(e!X) pour tout ¢ €]a. 3[.

1. Soient k € N*, [a,b] Clav, B[ et 9 > 0 tels que Ja — 0,b + o[ Clav, 3.
(a) Montrer qu’il existe un réel C; > 0 tel que pour tous réels u > 0 et
t € [a,b], on a : uket* < Crel+o),
(b) Montrer qu’il existe un réel C' > 0 tel que pour tous réels u et
t € [a,b], on a : |u|fet < C(eC+d 4 gla—d)u),
2. En déduire que X*e*X admet une espérance finie pour tout ¢ €ja. 3|.

3. On pose X(Q) = {z, : n € N}. Montrer que Lx est de classe C> sur
Ja, B[ et que

Lg?)(t) = E(X*et*) pour tout t €]a, 3[.

4. En déduire que pour tout k£ € N, X posséde un moment d’ordre k.
On note m l'espérance de X.
5. On pose, pour tout t €|, B[, U(t) = In(Lx()).

Calculer W¥(t) et montrer que ¥’ (t) est croissante sur Ja, 3[. On note [;
et [ la limite de ¥’ (finie ou infinie) en « et 3 respectivement.
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6. Soit ¢ €]l1,l3]. On pose f.(t) = ct — ¥(t) pour tout t €|a, 3[. Etudier les
variations de f, sur Ja, 3[. On note g(c) le maximum de f..
7. Justifier que m €]ly,l2[. Montrer que :

g(c) = max (ct — ¥(t)) sic<m
t€lo.0[

g(c) = max (ct —¥(t)) sic>m
£]0.3]
8. On considére une suite (X, ),cn+ de variables aléatoires indépendantes

n
suivant la méme loi que X. On pose, pour tout n € N*, S, = > X.
k=1

(a) Soit ¢ €]l;,m[ et t €], 0. Montrer que

(=2 <o) = (45 > &™),

n
et déduire que P(—= < ¢) < e n(ct=¥(®)),

Sh

(b) Montrer que P(—= < ¢) < e"9(¢),
n

(c) Sic€lm,ls[. Montrer de méme que P(f >ig) < e—n9()

(d) En déduire que pour £ > 0 assez petit, on a :
S,
P(|== —m| >¢) < 2",
n
avec h = min(g(m + ), g(m — &)).

- . . S
9. En utilisant le résultat de la partie B, montrer que la suite (—),cn-
n

converge presque sturement vers m.

Sujet 3 : extrait du sujet centrale 2016 MP

Le probleme étudie quelques propriétés des variables aléatoires réelles finies

n

de la forme > apXp, o les ap sont des réels et les X sont de variables
=1

aléatoires mutuellement indépendantes a valeurs dans {1, —1}. La premieére

partie établit des résultats sur des intégrales, utilisés dans les parties suivantes.

A partir de la deuxiéme partie, on suppose donnée une suite (Xn )nen- de
variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un espace proba-
bilisé (Q, B, P), a valeurs dans {1, —1}et vérifiant, pour tout k € N*,

P(X, =1)=P(X), = —1) = %
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I. Suites et intégrales
I.A — Etude d’une intégrale a paramétre :

Pour z € R, on pose f(z) = [ 1—cos(t)

—xt
0 2 e T dt.

I.A.1) Montrer que f est définie et continue sur [0, +oc[et de classe C?
sur |0, 4+o0].

I.A.2) Déterminer les limites de f et f' en +oc.

I.A.3) Exprimer f” sur |0,+oc] a l'aide de fonctions usuelles et en dé-
duire que pour tout = > 0, f/(z) = In(z) — %ln(ac2 +1).

I.A.4) Montrer que

&

1 .
f(z) =zIn(z) — 5.73111(1'2 +1) —arctan(z) + = siz >0

S f0)=

o 3

ol =

2 f+x 1 — cos(st)

I.A.5) Montrer pour tout s € R, |s| = — |, 2
T &

dt .

I.B — Etude d’une suite d’intégrales :
Dans cette section, on étudie la suite (uy,),cn+ définie par :

T 1 — (cost)”

Up = / %dt pour tout n € N*,
0

I.B.1) Justifier l'existence de la suite (4 )pen+ et préciser la monotonie

de la sous-suite (U2, )nen--

I.B.2) Montrer que u; =ug =

no| =

I.C — Calcul d’un équivalent de u,, :

I.C.1) Montrer que pour tout n € N*,

2u
- +00 1 — cos™(4/ <)
ity = V8 Vp, avec U, = / " du.
0

9 4/D u\/u

I.C.2) Montrer que pour tout (n,u) € N* x ]0, 1],

/2
1 — cos™( %) <

u
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I.C.3) Montrer que la suite (v, ),cn+ admet une limite finie [ vérifiant :

o5 1 —e™™
= [ i du

g uy/u
I.C.4) On admet la relation fofoo

vVnm
\/§ .

IT Autour du pile ou face

e—u
——du = /7. Conclure que

Va

Uy ~

Dans cette partie, comme il est indiqué dans le préambule, on considere
une suite (X}, ),cn+de variables aléatoires mutuellement indépendantes,
a valeurs dans {1, —1} et telles que, pour tout k € N*,

P(Xp=1)=P(Xp = -1) =

DN =

Pour tout n € N*, on pose S, = X; + Xo + .. + X,,.
L’espérance d'une variable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa
variance V(Z).

II.A — Etude de E(|S,])

IT.A.1) Déterminer 'espérance et la variance de S,,.

IT.A.2) Soient S et T deux variables aléatoires réelles finies indé-
pendantes définies sur (2,3, P). On suppose que T et —7 ont
méme loi.

Montrer que E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

II.A.3) On considére la fonction ¢, de R dans R telle que pour
tout réel t, ¢, (t) = E(cos(S,t)). Montrer que
©On(t) = (cost)” pour tout n € N* et t € R.

2
II.A.4) Montrer que, pour tout n € N*, E(|S,|) = —un. On uti-
T

|
lisera 'expression intégrale de la valeur absolue obtenue a la
question [.A.5.

II.A.5) Déduire de la question précédente que, pour tout n € N,
U2n+1 = U2n+2.-

II.B—Etude de %

: .. S
On se propose de démontrer que la suite (— ),cn+ converge presque
n

sturement vers 0, c’est-a-dire qu’il existe un événement négligeable
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Sp (w
Z € B tel que n(w) — 0 quand n — +00 pour tout w € Q\Z.
n
i S,
Pour tout n € N*, on pose U,, = (—)* et
n

Ly = {w € Q : il existe k > n tel que Up(w

2 72}

I1.B.1) Montrer que E(S%) = 3n% — 2n pour tout n € N*,
1 3
I1.B.2) Montrer que pour tout n € N*, P(U, > ﬁ) < m
I1.B.3) Montrer que Z, € B pour tout n € N* et que
im P(Z.)=0.

n—-+=0o00

; S.
I1.B.4) En considérant Z = () Z,. montrer que (—) converge
neN* n
presque surement vers 0.

IIT D’autres sommes aléatoires

On conserve la suite (¢, ),cn+ de la partie précédente et on considére de plus
une suite (@ )n,en+ de réels positifs ou nuls. Pour tout n € N*, on pose
n

Tn = Z CkaYk.
k=1

ITII.A — Etude de E(|T;,])

ITI.A.1) Montrer que la suite (E(|7,|),en+ est croissante.

ITI.A.2) Montrer que sila série 3 a2 est convergente, alors la suite
(E(|T|)nen+ est convergente.

ITI.A.3) On suppose que a; > a2 + ag + .. + a,. Montrer que
E(|Tx]) = E(|T1]) = a1

III.B — Application & une suite d’intégrales

t (7
1 — cos(t) cos(=).. cos(.2 1)
Pour tout n € N*, on pose J, = 01—30 2 =2 dt.

ITI.B.1) Montrer que (J,),en+ est une suite bien définie et qu’elle

est croissante et convergente. On posera a; = et on

2k —1
exprimera l'espérance de |T,,| avec la méthode de la question

I1.A 4.
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2
ITI.B.2) Montrer que J,, = — pour tout 1 <n < 7 et que (Jp)n>7
= >

est strictement croissante.

Sujet 4 : extrait du sujet Mines-Ponts 2015

Soit n un entier strictement positif. On identifie R™ a I'espace M,, 1(R) des
I P :

vecteurs colonnes a n coordonnées réelles. Pour tout = *(z1, ..., ,,) dans R",
on note :
- 2
lzll = [ D =2
1<i<n

La sphére unité de R™ est notée S ! = {z € R*; ||z|| = 1}. On identifie
une matrice M € M, (R) & I'endomorphisme de R™ canoniquement associé et
on note o(M) I'ensemble de ses valeurs propres réelles.

A. Norme d’opérateur d’une matrice
Soit M € M, (R).

1. Montrer que S? ! est un compact de R” et en déduire I’existence de
q P

1M||,, = max{|| Mz| ;x € S~}

o

Montrer que I'application qui a M € M,(R) associe |[M]|,, est une
norme sur M, (R). Montrer que pour tous x et y dans R™, on a I'inégalité

| Mz - My < [M],, e —yl.

3. Si M est symétrique, établir I'égalité || M||,, = max{|A|; A € a(M)}. On
pourra commencer par le cas ou M est diagonale.

On note J,, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a
1

4. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de J,, en précisant
la dimension des sous espaces propres. En déduire la valeur de ||J, ||Op .

Soit M = (A[i,j)lgi,jgn = ./\/ln(R).
5. Démontrer l'inégalité || M],, > max{|M; ;| : 1 <i,j <n}.

n n
6. Etablir que : [[M],, < B AIZ-_?;. Donner une condition nécessaire et
1=15=1
suffisante sur le rang de M pour que cette inégalité soit une égalité.
On note ¥, I'ensemble des matrices M = (M; ;)1<i j<n € Mn(R) telles

que |M; ;| <1 pour tous i, j € [[1,n]].
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10.

11.

13.
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Montrer que pour tout M € X, [[M][,, < n. Caractériser et dénombrer
les matrices M de X, pour lesquelles |[M]||,, =n.

B. Variables aléatoires sous-gaussiennes

Dans toute la suite du probléme, toutes les variables aléatoires considé-
rées sont réelles et discrétes, définies sur un espace probabilisé (2, B, P).
Soit a > 0, on dit qu'une variable aléatoire X est a-sous gaussienne si :

at?
Vte R, E(exp(tX)) < exp(T).

. exp (t)+exp(—t
On rappelle la notation ch(t) = p(®) 5 p( )
t2
Montrer que pour tout t € R, on a ch(t) < exp(;). On pourra au

préalable établir le développement de la fonction ch en série entiére sur

R.

Soit t € R. Démontrer que si € [—1,1], on a I'inégalité de convexité :

g 1-
i exp(t) + 5 .r

1
exp(tz) < exp(—t).

Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée. Montrer que
X est 1-sous gaussienne. En déduire que si X est bornée par a > 0 et
centrée, alors elle est a-sous gaussienne.

Soient X7, Xs. .., X,, desvariables aléatoires mutuellement indépendantes

et a-sous gaussiennes, et [, 2. ..., b, des nombres réels tels que
i u? = 1. Montrer que les variable aléatoire i 1; X; est aussl a-sous
2g:;.lussie nne. =
. Soit X une variable aléatoire a-sous gaus;ieénne et A > 0. Montrer que
pour tout t > 0: P(X > \) < exp(aot — tA). En déduire que :
A2 )
P(|X] 2 A) < exp(=5—).

Dans la suite du probléeme, on admet qu’'une variable aléatoire X a va-

leurs dans N est d’espérance finie si et seulement si, la série > P(X > k)
fo%e)

converge et que dans ce cas : E(X) = >, P(X > k) (cf remarque 140).
k=1

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans R™, montrer que X est

d’espérance finie si, et seulement si, la série de terme général P(X > k)



14.

15.

16.

converge et que dans ce cas :

ZP(X >k) <EX)<1+ iP(X > k)
k=1 k=1

On pourra pour cela considérer la partie entiere [X].
o0

Pour tout s €]1, +0o0[, on note ((s) = >_ k™.
k=1

Soit X une variable aléatoire a-sous gaussienne et 3 > 0. Montrer que
R2 v 2

) > k) < 2k7", ou l'on a posé

32X2
=)

pour tout entier k£ > 0 : P(exp(

n = a~2372. En déduire que si a8 < 1, la variable aléatoire exp(
est d’espérance finie majorée par 1 + 2¢(n). En particulier, en prezlant
af = % et en utilisant 'inégalité 1 + 2¢(2) < 5 (que l'on ne demande
pas de jzlstiﬁer), on obtient immeédiatement, et on l'admet, que si X
est une variable aléatoire a-sous gaussienne, on a l'inégalité d’Orlicz :

x 2
E(exp(—5)) < 5.
(exp(5)) <
D. Norme d’une matrice aléatoire
On fixe un nombre réel @ > 0 et on pose v = 12 Soit n un entier
1oy

strictement positif. On définit une famille de variables aléatoires réelles
f\[z-(Z-) indexées par 7,5 € {1,2,...,n}, mutuellement indépendantes et a-
sous gaussiennes. On note M ™) la matrice aléatoire (*Mz‘(.r;'))lsi,jén- Si
z € 51, on note y = M™z qui est ainsi un vecteur aléatoire dont les
composantes yi, ..., Y, sont des variables aléatoires réelles.

Montrer que pour tout ¢ € {1,2,...,n}, la variable aléatoire y; est a-sous
gaussienne.
En déduire que E(exp(7 ||y]|?)) < 5™ et que pour tout réel 7 > 0 :

P(lyll = rvm) < (5e777)".

On admet l'existence d'une partie finie A,, de S*~!, de cardinal majoré
par 5" et telle que :
1
s 1tc | ) B(a,2).
c UB@d)
ac\,

Soit A,, une telle partie de S™~!. Pour tout réel 7 > 0, montrer que
| A[(")Hop > 2ry/n implique l'existence d'un a € A,, tel que :

HM(”)aH > r/o.
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En déduire que P(||] [(n)”op > 90\ /m) < (258_7#)71.

\Correction du sujet 1 |

A. 1. Ona: X(Q) ={0,1,..,p}. Soit 0 < k < p. I'événement (X = k)

[N

« i

est réalisé si, et seulement si, on obtient £ numéros parmi les p
numeéros gagnants et p — £ numéros parmi les n — p numéros non

p g R y e
gagnants. On a I réalisations possibles, chacune est réaliser avec

k pp—Fk
ASA.
. An . R .
qui est le nombre d’arrangements de m objets parmi n objets. Soit

une probabilité égale a ,avec A =n.(n—1)..mn—m+1)

aprés simplifications des arrangements en combinaisons :

s (6D
meen- (- W)
:

Remarque : On dit que la variable X suit la loi hypergéométrique

de parametres n,p et 2
n

p

. Il suffit d’'utiliser la relation > P(X =k) = 1.

k=0
Pour tout 1 <7 < p. on pose X; la variable aléatoire que vaut 1 si
la boule numéro 7 est gagnant et 0 sinon. Chaque Xj; suit la loi de
Bernoulli 3(%) et X =X;1+Xo+..+ X,.

Par linéarité de 'espérance. on obtient

p 2 p p2
EX)=) E(X;)=)_ ===
=1 =1
p p2
En écrivant la relation E(X) = >  kP(X = k) = —, on obtient la
k=0 "
formule recherchée.
I'événement (X = k) est réalisé alors 1'événement (Z; = 1) est

réalisé si, et seulement si, la boule 7 est tirée parmi les p — k. Par
suite

p—k

P(ZiZIIX:k):n_Qp.
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2. En utilisant les résultats obtenues dans la question A.2. il vient :

n

e
N
I
[
(]
A
N
I
i
I
=
i,
»
I
=

|
£}
|
y |~
S
Nea””
x>
M-
(=}
S
|
-
D
>3
N
= O3
[
a3
N e

p
—L@_;ﬁ(n)_w
R i n\n n(n—2p)’
<n—2p)(> P <n_2p><> p) ~ nin—2)
p p
Clairement, Z = Z; + Z3 + .. + Z,. D’autre part
E(Z)=P(Z =1) = 2P =P
2 (3 n(n_Qp)
Ce qui donne E(Z)_pz(n——p)
’ ~ n(n—2p)’
3. Ona:
R S
T nn-2p T nn-—2p

Par suite la stratégie B est la meilleure.

\Correction du sujet 2 |

Partie A :

1. La série de terme général (p;, + ¢;.) converge. Comme de plus on a
IpE — q| < pr + i, on en déduit que la série Y |pr — qi| converge,
par suite d(X,Y) est bien définie. On a d(X.Y ) = 0 si, et seulement
si, P(X = k) = P(Y = k) pour tout k£ € N, donc si, et seulement
s, X et Y suivent la méme loi.
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2. Soit A C N. On écrit :

|IP(X € A)—P(Y €A)|=[1-P(X €A) -1+ P(Y € 4))|
=|P(X € A)— P(Y € 4)|.
par suite
2|P(X € A)—P(Y € A)|
=|P(X €A)-P(Y € A)|+ |P(X € A) — P(Y € A)|

=D pe—ak|+|D_pe—ax

keA k€A
< ok — el + > I — @l = Ik — @l = 2d(X,Y).
kcA keA keN

. Comme X ~ 3(p) et Y ~ P(p), on obtient :

2dX,)Y)=|P(X=0-PY =0)|+|P(X=1)— P(Y =1)|
=[1-p—e[+[p—pe?|
=eP+p—1+p—pe?=(1-p)eP.

4. Pour tout entier k. on écrit :

Pk + @ + [Pk "Qk|

min(pr, gr) = 5
Par suite :
+00
> min(pk, ) ZPk+ Zpk+ Z|pk_(ﬂc|
k=0
=1+ d(X.) ).
.Ona:
+00
PX=Y)=) P(X=knN( =k))
k=0
+00 +00
= minf{ P{{ X = &), P{Y =k)) = Z min(pr., gk )-
k=0 k=0
Donc
—+00

P(X#Y)=1-P(X=Y)>1-) min(pr.qx) =d(X.Y).
k=0
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6. Pour tout réel z € [0,1], 1 —2 < e™*, donc 0 < (1 —z).e* < 1. Par
suite f(z) € [0, 1] pour tout = € [0, 1].

7. La variable Y est la somme de n variables aléatoires indépendantes

A
qui ont la méme loi de Poisson de paramétre —. Donc la fonction
n

génératrice Gy de Y s’écrit :

n n A
Z-1
=[IGv@®) =]]en e,
2=1 =1
Ce qui montre que Y ~ P(A).
8.
(a) On a: X;(Q) ={0,1} et
P(X; =0)=P(l; =0,Y; =0) = P(X; =0)P(Y; =0)
A A A g A
=(1-— —_ = - n = — =),
(-7 =(1-Dene n =(1-2)
A A
Donc, P(X; = 1) = —. Par suite, X; ~ 3(n)

Chaque X; est une tonctlon en U; et Y;. comme. de plus, les
variables U; et Y; sont indépendantes, on en déduit par la pro-
position 134 que les variables X, X, .., X, sont indépendantes.
La variable aléatoire X, somme de variables indépendantes qui
ont méme loi de Bernoulli, suit alors la loi binomiale B(n.,—)
n
(voir la remarque 179).
(b Ona:i X =%)={(X; =0.F =0, =11 =1) O

(X; =0,Y; =0) = (X; =0) car, clairement, on a :

(X; =0,Y; =0) C (X; =0)
et si X;(w) = 0 alors Y;(w) = 0, donc

(Xi Ce 0) Q (Xi — 0); B 0)
De mémeona: (X;=1Y;,=1)=(Y; =1). Il vient :

P(X;=Y:) = P(X; =0) + P(Y; = 1)
A
n

=1——+—e

3>
S >
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D’ou
A

P(Xi#Y)=1-P(X;=Y)="(1-¢ n),

A
—— X A
Comme 1 —e 1 < =, on en déduit que P(X; #Y;) < (=)
n

S

(c) Soit w € Q tel que X;(w) = Y;(w) pour tout 1 < ¢ < n, alors
X(w) =Y (w). Donc

n
(X =Y)C(X=Y).
=1
Par passage au complémentaire, on obtient le résultat désiré.

(d) D’apres la question 5, on a :

n

dX,Y)<P(X£Y)<P LnJ X £Y) <) PX: £Y)

=1

Partie B 1. On a w € B si et seulement, si pour tout £ € N* il existe
1 .

un rang n tel que |X,(w) - X(w)| < % pour tout p > n. ce qui

est équivaut a : pour tout £ € N*, il existe un entier p tel que

1
we U NIX, - X| < ) Donc w € B si, et seulement si, pour
nENp>n
tout k € N*, w e Ck'

2. La suite d’événements (C})rcn+ est décroissante, par le théoréme
de continuité décroissante (théoréme 72), on a :

+00
=P([]Cx) = lim P(Cy).

3. Par hypothése, on a :

P(C)=1-PC)=1-P([| U |IX, — X > ’) 0=1,
neENp>n
donc P(B) = 1, ainsi, la suite de variables aléatoires (X, )nen

converge presque sturement vers X.
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4. Soit £ > 0. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli (cf. exercice 18,
chapitre 3), on en déduit que

P(J N(X, - X|>¢) =0,

neNp>n

puisque, la série > P(|X, — X| > ¢) converge. Il résulte, d’apres la
question 3 que la suite (X, ),cn converge presque sirement vers X,

Partie C :

1. (a) Pour tout t € [a,b] et u >0, 0n a:

ukeht = yke=dugt+ou < y/kg=u (b+3)u
Comme la fonction u — u*e % est continue sur RTet tend
vers 0 quand u tend vers plus 'infinie, on en déduit qu’elle est
bornée. Donc, il existe un réel Cytel que u¥et* < Cyelttok pour
tout t € [a,b].

Siu < 0, alors il existe une constante Cy telle que
(—u)Ee™ < Cyelotids,
En effet :
(_u)ketu — (_u)keéue(t—é)u < ukeéue(a—é)u.

De méme la fonction u — (—u)¥e% est continue sur R™et tend
vers 0 quand u tend vers moins l'infini, on en déduit qu’elle est
bornée par un réel Cy. Donc, (—u)ket* < Crel®=9%, Par suite
pour tout u € R, on a

|u|k et < Cle(b+5)u 3 Cze(a—é)u < C(e(b+5)u 4 e(a—é)u).

ou C = max(Cq, Cs).

2. Soit a < t < 3. Il existe un segment [a,b] C |a, 3] et t € [a,b]. Soit
0 > 0 tel que Ja — 9,0+ 0[ C |a, 3[. Comme pour tout réel z,

lek et < C(e(b+5):c + e(a—é)x),

on obtient donc l'inégalité suivante :

|X|k etX < C(e(b+5)X o e(a—cs)X).

Par hypothése, les variables e®T9X et e(@=9X gont intégrables,

donc la variable | X|*

etX admet une espérance finie.
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3. Ona:

+00
Ly(y= ) e®*PX=g)=) *P(X=ua,).
z€X(Q) =0

Posons, pour tout n € N, f,(t) = e®*»P(X = z,). Chaque f, est
de classe C*° et pour tout k € Non a:

(k) (¢) = zket* " P(X = z,).

Soit [a,b] C Ja, B[. Il résulte de la question 1 qu’il existe C' tel que,
pour tout ¢t € [a,b] on a :

|z, |F et*» P(X = z,) < C(e®+9*= P(X = z,,)+e@= %= P(X = z,,)),

et les séries 3 e®T2n P(X = z,), 3 e(¢=9*» P(X = 2,,) convergent
par hypothése. On en déduit que la série D f,S") converge unifor-
mément sur [a,d], pour tout k£ € N. Ce qui montre que la fonction
Lx est C*™ sur |a, 3], et

+00
LPt) =Y ake™P(X = z,) = B(X*e¥),
=0

par le théoréme de transtfert.

. Comme 0 € Ja, 3, on a Lx(0) = E(X*). Ainsi X admet un moment

d’ordre k, pour tout £ € N.

. On a, pour tout t € |a, 3] :

!

_ Lx(®)
Lx(t)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

!

_ LY (t)Lx(t) — L (t)?

U (t) et ¥'(t) = Lx(t)?

Lx(t)? = E(XeX)? < E(X2e!X)E(eX)
= Ly (t)Lx(t).

Ce que montre que ¢ est croissante sur Ja, 3[. Donc, ¥/ admet des
limites en « et 3 et que

¢/ (o 8) = | lim ¢/ (1), lim v/ ()| = V. Lol

t—o
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6. Pour tout t € |, B[, f.(t) = ¢ — ¥/(t). En utilisant la croissance de
¢/ on en déduit que f, est croissante sur |a, V] et décroissante sur

(v, B[ ott ¥ = ¥/~1(c). Par suite, max f.(t) = g(c) existe.
t€le, 8]

7. D’abord, on a : m = E(X) = ¢/(0) € Ji1,ls].
— Sic < m donc ¢ < ¥/(0), par suite v = ¥/~1(c) < 0. Le maximum
de f, sur |a, 0[ est atteint en v, c’est aussi le maximum de f, sur

Ja, B[. Donc g(c) = max f.(t).
t€lo,0]

— Si ¢ > m donc ¢ > ¢/(0), alors ¥ > 0. Le maximum de f, sur
Ja, B[ est le maximum de f, sur |0, 3], donc g(¢) = max f.(t).
by

€03

(a) Pour tout t € |o,0[, on a :

Sn

— < 0) = (88n 2 tne) = (" 2 &™),

(

En appliquant I'inégalité de Markov, il vient :

Sn

P(— <c)= P(et5» > ete) < (et )e ™™, (5.1)

D’autre part, on a :

n

ity X e
etSn — o ,§1 e H et Xk
k=1

comme les variables eXk, 1 < k < n, sont indépendantes, on
obtient :

B(eS") = [] BE) = (BE) = Ly(or = 0.
k=1

En utilisant I'inégalité (5.1) on trouve :

Sn ,-
P(-* <)< g HE=%E), (5.2)

(b) En prenant ¢t = v dans 'inégalité (5.2), on obtient

P(Z2 <c¢) < e,
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(c) Sic>m. Pour tout t € ]0, 5[, on montre de méme que :

P(i > C) 2 E(etSn)e—ntc - e—n(ct-—v(t)).
n

et en prenant ¢ = v, on obtient

Sn
n

P(== >¢) < e

9. Poure >0, telquea<m-—-s<m+e< B, ona:

P &-m|25)=P<ize+m>+P<iSm~e)
n n n

o e-—ng(m—:—a) +e—-ng(m—-a) 5 e ™ min(g(m+a),g(m—€)).

; S,
10. La série de terme général P( ?n —m| > £) converge pour tout
£ > 0 assez petit. En utlisant la question B.4, on en déduit que la

. n A
suite (— ) converge presque sirement vers m.
n

\Correction du sujet 3 |

I Suites et intégrales

LA
LA.1.
— Pour tout z € R™,
1 —cos(t) _ 1 — cos(t)
‘t—_ze == 2 (5.3)
1 —cos(t
Or, la fonction ¢ — %() est intégrable sur |0, +00[, en effet :
1 —cos(t 1 g | .
au voisinage de 0, 5—203() o5 et la fonction ¢ — 5 est inté-
erable sur |0, 1]. Si ¢t € [1, +o0], alors
1 —cos(t) 2
bs— =z

2
et la fonction t — 2 est intégrable sur [1, +o0[. L'inégalité (5.3)

montre que f est bien définie sur R™.
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l%ss(t)e‘xt définie sur 0, +o00[ x RT. La

fonction = — g(z,t) est continue sur R™ et on a

1 — cos(t)

r pour tout z € R™. (5.4)

lg(t, )| <

D’apres le théoréme de continuité sous le signe intégral, f est
continue sur R,

La fonction g admet des dérivées partielles par rapport a la va-
riable  d’ordre inférieur ou égal a 2, et on a :

@ _ L= COS(t) —xt & _ _ —at
ax(t.ac) =— et 92 (t,x) = (1 — cos(t))e™™".
Soit [a,b] C ]0, +0oc[. On a pour tout z € [a, b
%) 1 —cos(t) _,
2 (t,)| < f() :
et
2
%(tx) < (1 — cos(t))e~et.
1 — cos(t)

Les fonctions t — e % et t — (1 — cos(t))e ™ sont

intégrables sur |0, 400/, en effet :

1-— t t
B La fonction L()e"‘t %5 qui est intégrable sur ]0,1] et
1-— 2 1
COS(t) e—at S _e—at — 0(_)
t t +o0 12

B t— (1 —cos(t))e* est continue sur [0, 1] et

(1 — cos(t))e™* — 0(%2).

9 2
Comme de plus, les fonctions = — a—i(t, x)etx— a—xg(t, x) sont

continues sur |0, +00/, on en déduit par le théoréme de dérivabilité
sous le signe intégral que f est de classe C2 sur |0, +oc[ et que

r@= [ " (1~ cost))e"at pour tout € 10, +.
0
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I.A.2. Soit (2 ),cn une suite telle que z, — +o00.
— On a: lim g(¢t,z,) = 0. D’autre part, la suite z,, est positive a
n—oo

partir d'un certain rang, donc d’aprés l'inégalité (5.3) on a :

1-— t
lolt, 2 )] £ ;—208() pour tout n € N.
1 — cos(t
et la fonction ¢ — t—Q() est intégrable sur |0, +oc[. Par le

théoréme de convergence dominée, on a donc lim f(z,) = 0.
n—+00

Par suite

lim f(z)=0,

x—400

par caractérisation séquentielle de limite.

. O : .
— De méme, on a lim —g(t zn) = 0. Il existe un entier ng tel que
n—oo O
n—+00

Ty, > 1 pour tout n > ng. Par suite, on a

dg

1 —cos(t) _;
&r(t

By ) = — € pou tout n > ng.

1 — cos(t)

et la fonction t — 76-t

est intégrable sur |0, +o0[. Par
le théoréme de convergence dominée, on obtient lim f'(z,) =0,
soit o
lim f'(z) =0.
Z—+00

I.A.3. Pour tout £ >0, 0on a:

+00
Fifz)= /0 (1 — cos(t))e *tdt

+o00 +o0
= / g Re(/ e(=2)tdt)
0 0

1 1 1 %
= — R = — — 3
a:+ e(i—x) x 241

Donc, pour tout = > 0,
1
f(z) = In(z) — 5 In(z? + 1) + est.

Comme, de plus, lim f/(z) =0 et
x—~+00

1
lim (In(z) — =In(z® +1)) = lim In(

T
T y=0
200 2 2400 Va2 + 1)
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on en déduit que
f'(z) =In(z) — %ln(af2 + 1) pour tout = > 0.
I.A.4. En intégrant par parties, on obtient
/ln(az:2 +1)dz = 2arctanz — 2z + zln (22 + 1) et
/ln(x)dx =zlnz — z.
Par suite il existe une constante C' telle que pour tout x > 0,
Jlg)=oche—2— %(2 arctanz — 2z + x In (mz +1)+C
=zlnz — %xln (332 -+ 1) — arctanz + C.

Comme, lim f(z)=0et
——+00

. 1 5
xl{glocx Inxz — §:cln (a: + 1)

1

— 1 - - —

_x(_liTxxlnx 2:vln(:tc) 2x111(1+x2)
R .1 1

= lim —-z2(—= +o(=)) =0,

z—too 2 "2 x2
on en déduit que
T
C=—.
2

Donc, pour tout z > 0,
1 m
flz)=znz - §xln (a:2 +1) — arctanz + /§
Par continuité de f en 0, on a :

£(0) = lim () =

bo| =

' ' oo 1 — cos(st .
I.A.5. Remarquons que la fonction s — f0+°° #dt est définie

&

sur R et paire. Soit s > 0. Par changement de variable linéaire,
u = st on obtient :

/+°° 1 — cos(st) it — S/+°° 1-— cos(u)du _ s(0) =
0 0

s.
t2 u?

|5
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Donc

2 [T 1 —cos(st
B = —/ %dt pour tout s > 0.
T Jo

Par parité on a donec,

2 [T 1— cos(st
8] = —/ #dt pour tout s # 0.
™ Jo t

L’égalité est trivialement vraie pour s = 0.

I.B Pour tout n € N*, on a :

T 1 — cos™(t)
R = ——=dt.
n /0 tz

L.B.1

— Pour tout n € N*, on a

1 —cos™(t) (1 —cos(t))(1+cos(t)+..+cos®1(t)) n
2 2 02
1 — cos™(t
Ce qui montre l'intégrabilité de ¢t — ct—c;s() au voisinage de

0. Au voisinage de +00 on a

| 1 — cos™(t) ‘ 2
—0 S _2.
{4 t
_— 1 —cos™ (¢ ; .
donc la fonction t — t—Q() est intégrable au voisinage de

+0o0. Done, u,, est bien définie pour tout entier n € N*.
— On a pour tout n € N*¥,

1 —cos?*(t) _ 1— cos2+1)(¢)
<
¢ - i

pour tout £ > 0.

En intégrant I'inégalité précédente, on obtient :
U2 < U(n41) Pour tout n € N.

Donc, la sous-suite (uay, )nen est croissante.
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—. D’autre part, en utilisant 1'égalité de la

I.B.2 On a u; = f(0) = 5
question I.A.5., on obtient :
1+ cos(2t)

+00 1 _ cos2 400l — ——=~
u2=/ c;;s(t)dt:/ 22 dt
t t
0 0

1 [T 1 —cos(2t) 1
= — ————dt = =.2.
2 /0 i d .

No| 3

l\3'| =

LC.
I.C.1. Soit n € N*. Par le changement de variable u = %tQ, on obtient :

&

+oc-1—-cos”(\/27u) 1 /2

T 1 — cos™(t)
Unp :/0 t—zdt:/o o § adu
n
N /+:>o 1 — cos™( %)d NG
= — U = ——VUnp.
2v/2 Jo uvu 2v2 "

_1\k+1
I.C.2 Pour tout z € ]0,1], la série > %x% vérifie le critere spécial des

séries alternées. Donc, pour tout z € |0, 1],

2 I k+1 .
& —1)k T
1—008(1'): ‘7+ ((‘)—])C)"xgks E‘

+00 (_1)k+1

puisque, > —'xzk < 0. Soit n € N*. Pour tout u € |0,1], on a :
k=2 (2k)!

2u
1 —cos™(y/—
cos™ ( n)
2 2 2
:(1-—cos(\/—))(l-{-cos(\/—u)+..+cos"'1( _u)
n n
2u
<5, M=
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2u
cos™ ( 7) = exp(n Incos

2
n In(cos _u) =nln(l - ¢ + of
n n

; 2u ) , 2u
donc lim nln(cosy|/—) = —u, et par suite lim cos™(y/—) = e™*.
n——+00 n n—+00 n

La suite h, converge simplement sur |0, +0o0[ vers la fonction :
=g =

) et

) = —u+o(1),

S|+

U +—

qui est continue par morceaux sur |0, +oc[. D’autre part,
u

d’apres la question précédente. on a la majoration suivante :

u

™ Vu  si u <
2

uy/u

et la fonction ¢ est, clairement, intégrable sur |0, +oc[. En appliquant le

gl <y

théoréme de convergence dominée, il vient :

+o0 1 — cos™( Qn—“)

lim v, = lim du = du
n——+00 n—+00 [ u\/ﬂ 0 U\/u

1 1—e€
I.C.4. Posons, pour tous réels a, A >0, [, 4 = f: 3

du. Par une inté-

gration par parties, il vient

B = N (274 - 2) - % (27 —2) — /: <—%e““> du,

lorsque a — 0 et A — +0o0. on obtient :

+00 1 —e ¥ +00 e U \/_
l:/ —du:Q/ —du = 2/7.
0 us 0o Vu
vnooovn vnm
22 " 22 V2

II. Autour du pile ou face
II.A II.A.1. Pour tout k € N*, E(X};) =0 et V(X) = 1. Par suite

X 2T =

Par conséquent, u,, =

E(S») =) E(Xi) =0
k=1
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et par indépendance des variables aléatoires,

V(Sp) =) V(X)) =n.
k=1

II.A.2. On écrit :
cos(S +T) = cos(S) cos(T) — sin(S) sin(7T).

Les variables aléatoires cos(S), cos(T) sont indépendantes, de méme
que les variables sin(S) et sin(7"). Done

E( cos(S) cos(T))= E(cos(S))E(cos(T)) et
E(sin(S) sin(7T))= E(sin(S))E(sin(T)).
d’autre part, sin(7") et sin(—7") = —sin(7) suivent la méme loi,

donc

E(sin(T))= E(—sin(T)) = —E(sin(T)),

par suite, E(sin(7")) = 0. Par conséquent, on obtient :

E(cos(S+1T))

E( cos(S) cos(T)) + E( sin(S) sin(T))
E(cos(S))E(cos(T)) + E(sin(S))E(sin(T))
E( cos(S))E(cos(T)).

II.A.3. Soit t € R. Pour tout entier k € N*,

E( cos(tXy,)) :% cos(—t) + %cos(t) = cos(t).

Par indépendance de la famille (X} )ren- et en tenant compte du
fait que t X}, et —t X}, ont la méme loi, on en déduit d’apres (I11.A.2)
que

¢n(t) = E(cos(tS,)) = E(cos(tSn—1 +tXn11)) = cos(t)pn_1(t),
pour tout n > 2. Ce qui montre que
Pn(t) = (cos(t))" " p1(t) = cos™(t).
IT.A.4. D’apres (I.A.5) on a

2 [T*1-— e
/ cos(tS )dt.
0

Sl ==
15l = = -
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donc, pour tout entier n on a

2 Lol P ts.,
E(S.)) = 2B( [ 1T osEn) gy
T 0 t
2 2 o] —
) _/ B cos( tS ))dt
™ Jo

Ao

/+°° 1 — E(cos(tS, ))dt
0

400
/ cos (t) e
0

t2

Ao

Justification de ® : Par le théoréme de transfert. on a :

E(/%O 1C°—S(t5)dt)

t2
T 1 — cos(tk
Z / Lol o, —.
kES,H(
+00 _ ke
. / - C‘;S(t )P(Sn — k)| at
. keSn(o)

~+00 _
/ E( 1 — cos( tS ))dt.
0

Remarque : la permutation série et intégrale est bien justifiée puisque
la somme est finie.

II.A.5. Il suffit de mont1e1 que E(|S2,+1]) = E(|S2,+2|) pour tout entier
n.Or,ona S,(Q) ={2k—n:0<k <n}et
P(S =2k -n) = () (5"
BN V'Y AD)
Dou E(|S,|) = e i 12k —n| (7). en particulier :
U = ©). enp ulier :

1 2n+1 n 41
E(|S2n+1) = o7 > 2k - n)—ll( g )et
k=0

2n+2
1 2n+2
B(Sansal) = gz 3 20k —=m) =2 (7).
k=0



D’autre part, on a :

2n+1

Z"’ . _”<2n+1)

2n +1 . 2n
:;Qn—‘)k ( ; >+ Z(Qn—2k+1)(

= n+1
2(271—2A+1)<”]:" >(k—2n+1—k)
k=0
= 55 i — B T T ] i Ty
k k
k=0
- n n
=2 2
_Z((2n+1)(k> (n+1)(k_1>)
k=0
- n 2n
=9 9 o
“”“)((k) (,_1)
k=0
2
- 2(2n+1)< ")
n
de méme on obtient :

2n+2

ZIQ —n)—2) (271;2)

Finalement. il vient :

. 1 2n+1
E(|S2n+2]) = 53,52(2n + 2)( )
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I1.B.1. Par la théoréme de transfert, on a :

n

E(SY) = 2in 32k —n)* (’Z)

k=0
Or, en dérivant par rapport a x l'égalité
n
3 (Z)rk = (1+2)", (5.5)
k=0

on obtient.
n

A(’Z) 2kl = (1 + 2" L, (5.6)
k=0
& ; 1
d'ou > k(Z) = §2nn. En multipliant 1'égalité (5.6) par x puis en
k=0

dérivant, 1l vient

Xn:k2(z>xk_l =1+z)"2n+nr -1)(1+x)), (5.7)
k=0

en évaluant en £ = 1. on trouve :

- n 1
ZkQ( ) =-2"n(n+1).
k=0 k 4

De la méme facon on obtient,

= n 1
Zk3(k) = §2nn2 (n+3) et
k=0

n
Z k* (TZ) = 1—162"71 (n+1) (n?+5n-2).
k=0

En développant, il vient :

E(sY) = QLn Xn:(% —n)} (Z)
k=0

> (16k* — 32k%n + 24k*n* — 8kn® +n?) <Z>
k=0
=n(3n—2)

1

P
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I1.B.2 La variable aléatoire U, est positive et admet une espérance finie
égale a
1

E(U,) = ;E(Sn) %(371 —2n).

Par application de I'inégalité de Markov, on obtient :

P(U, >

par suite,
1 i(3n2 —2n) 3
3 2
P, > < = :
(Un 2 \/r_z) - 1 n\/n
vn
; 1 ; .
I1.B.3 Puisque Z, = |J (Upx > —=). réunion dénombrable d’événe-

k>n \/E

ments, on en déduit que Z, est un événement. On écrit :

+00
3
0< P(Z PlUg > —) —_—
kX_; RS LW
+o0 3
Ona lim = 0 comme reste d'une série convergente, donc
n——+00 k=n k\/—
lim P(Z,)=0.
n——+00
II.B.4. Ona Z = () Z, € B, comme intersection dénombrable d’évé-
neN*

nements. Il est clair que la suite d’événements (Z, )pen- est décrois-
sante. En utilisant la propriété de la continuité décroissante, on

obtient P(Z) = lim P(Z,)=0.

n—+00
D’autre part, si w € A\Z, alors il existe n € N* tel que w € Z,,
donc 0 < Ui(w) = (ﬂkki))~l < ﬁ pour tout k£ > n, ce qui montre
: Sk (w
que lim (M

)* = 0. Par suite
k——+00 v

lim
k—too k
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ITI. D’autres sommes aléatoires
ITI.A.
III.A.1. On a, pour tout n € N*,

il = {"c = Zskak (e € {1.—1}}.

k=1

1
ot UL, = g) = 5 bour tout x € T, (). Par la formule de trans-

fert. on écrit :

E(|Tn‘): Z |5U|P(Tn :x):.)_n |x|
€T, (Q) T 2€T,(Q)
1 n
LY [T
(1.29480)E{—1.1}" |k=1
Pour tout (£1,22,..5,) € {-1,1}", on a:
n n n
2 Zc”kak = Z Ok + Qpy1 + Z EpQp — Qp+1
k=1 k=1 k=1
n n
< Z ErQr + Qpil| + Zékak — Qn+1
k=1 k=1

En sommant cette inégalité. on obtient :

> 2

(51752,..€n)€{_1.1}n

< 2

n

E ELQr

k=1

n

E Erar + Api1

(51.62...€n)€{~1.1}n k=1

n
Y e
(e1.22,.6n)e{-1,1}" k=1

n+1
- Y [Baal
(182, enEns1)e{-1,1}" lk=1
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On en déduit que :

n

D_cka

k=1
n+1

D> _cna

k=1

1
o I

(61.62,..571)6{—‘1.1}"

1
S oart 2,

(e1.2..enEns1)e{-1,1}"

= E(|Ta4a))-

III.A.2. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

E(|Tn])? < B(T2) = B(()_ axXx)?)
k=1
n
=Y E(aX2)+2 Y E(ae;X;X;)
k=1 1<i<j<n
n
=Y a+2 >  aaEX;)E(X;)
k=1 1< <j<n
n —+00
=Y a4 <) af
k=1 k=1

+00
Dou E(|T5,]) < kzl az. Comme, de plus la suite(E(|7},|))nen- est
croissante, on en déduit qu’elle est convergente.

ITI.A.3. On montre que dans ce cas, E(|T,|) = E(|T,_1|). D’apreés la
démonstration dans la question (III.LA.1), on a E(|7,|) = E(|Tx-1])
s1, et seulement si.

n—1 n—1
D ekak+an + Y ckar —an
k=1 k=1
n—1 n—1
= Ex0k + Q| + Zakak—an .
k=1 k=1

pour tout (£1,..5,—1) € {1, —1}"—1. Or, si (€1, ..6,-1) € {1, —1}n—1.
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on a:
n—1 n—1
Zskak+an =a +Z€kak + an
k=1 =2
n—1
> > (1+er)ar +an >0,
k=2
et
n—1 n—1
Zekak —ap, =a; + Zekak — Qp
k=1 k=2
n—1
> (1+eg)ar >0,
k=2

ce qui montre que E(|7},|) = E(|T-1]). Par récurrence, il vient :
E(|Tx]) = E(|T1]) = E(laa X1|) = a1.

III.B. Soit
t t

[ 1 — cos(t) cos(g).. COS(Qn - 1)
gl = dt.
0 t2
On a
2 71 —eoslil;
& - _/ W‘“-
T t
0
donc

dt

T 1 — cos(tT},) 2 /"">C 1 — E(cos(tT},))
v nlg) = =
t2 T™Jo tQ

B(Ta)) = 2B [

n
o [+ 1-— E(cos(kg tarXi)
= —/ .2~1 dt
™ Jo t

car la variable aléatoire 7T, est finie. D’autre part, on démontre par ré-
n n

currence que E(cos( > apXy) = ] E(cos(arpXy)) pour tout n > 2. En
k=1 k=1
effet, pour n = 2, la formule est déja démontrée dans la question (I11.A.2).
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Si la formule est vraie a 'ordre n. alors

n+1

E(cos(Y  arX) = E(cos(D_ arXy + Xpns1))
k=1 k=1

= E(cos(z ap Xp))E( cos(Xni1))
k=1

n+1
= [ ] E(cos(axXy)).
k=1
n+1
o 1 — J] E(cos(tarXy))
Par conséquent, E(|T,|) = - 0+°C = 2 dt.

Par la formule de transfert on a :

E( cos(tapXy)) = cos(tak)% + cos(—tay,)

o

= cos(tay).

o DN =

1 :
5 1 0 obtient E(|T,|) =

(E(|T5.|))nen- est croissante, on en déduit que la suite (J, ),en- est crois-
sante. De plus la série 3_ a7 converge, donc la suite (E(|T;,|))nen+ et par

En posant a; = J,. Comme la suite

™

suite (J, )nen+ est convergente.
II1.B.3. Il suffit de vérifier que

1
a1:12a2+a3+..+a7229k 1
k=2~ a
D’aprés (II.LA.4) on a
Jr = IR(T)) = ZR(T)) = Za, = Z.
E(T7]) = SE(T1)) = 501 = 5

, vy
Par croissance de (J, ),ecn- on a Jp, = 5‘ pour tout k € {1,2,..7}.

\Correction du sujet 4 |

Partie A.

1. L’ensemble S*~! est un compact, puisqu’il est fermé borné de R”. D’autre
part, I'application X — || M X|| est continue sur R", comme composée
de deux applications continues, donc bornée sur le compact S*~!, donc

IM]|,, = max{|MX|| : X € S"'}

existe dans R.
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2. Ona:

B ||*M||op € R™ pour tout M € M,(R).
- Si ||]\I|| = 0 alors MX = 0 pour tout X € S*~1. Ainsi, pour tout

vecteur non nul X € R*, MX = | X|| M.— X

= 0. par suite M = 0.
[BY]
— Soit A\ €R,on a:

H)\AIHOP = max {|AMX| : X € s~ 1}
= max {|\| |MX]| : X € "1}
= [A|max {|MX]| : X € S"7'} = \| | M]],,

— Soient M, N € M, (R). Pour tout X € S*L.
I(M + N)X|| < [MX]| + |[NX]| < [[M]|,, + IN]l,,

Donc

=max{||[(M + N)X| :

llﬂ.[ + 17\'7 op op + ||"N”op

Ainsi, I'application M — || M|, est une norme sur M, (R).

Pour tout vecteur non nul X € R* !, on a:

M

1MX1= By

< |1, X1

cette inégalité reste vraie lorsque X = 0. Donc pour tous X.Y € R”,
|MX - MY|| = [M(X - V)| < [|M],, | X - Y].
Si M = diag(\1, g, .., An). Pour tout X =t (z1,23,..,2,) € S* lona:
MX =* (M1z1, X222, ., Ann)
et
I \IXH = ZA2 z? < llgza;; (X Zx = 11212a<*; ()= )\2

Par suite |[M'||op < |Aip |- D’autre part, le vecteur

20

Xy = &, =* (0,..,1,0,..,0y € ™1



vérifié |[MXo|| = [Xs| < |M]|,,- On en déduit que :

Dans le cas ou M est symétrique réelle. Il existe une matrice orthogonale
P et une matrice diagonale D = diag(\1, A2, ..\, ) telles que M = PD?P.
Pour tout vecteur X € S™~1,

|IMX| = ||PD*PX| = | D*PX|| < |IDll,, ||*PX]|| = DI,

op |I

Par suite || M||
Par suite

op < |ID|l,p- De méme, on démontre que || D, <

M|, = Dll,, = max IXi| = max {|\| : X € o(M)}.

. Comme rg(J,) = 1, on en déduit que 0 est une valeur propre de multi-
plicité au moins (n — 1). La somme des valeurs propres est égale a

tr(J,) = n, donc 'autre valeur propre est n. On en déduit que :
o(J,) = {0,n}, dimker(J,) =n — 1 et dimker(J, —nl,) = 1. D’aprés
la question 3, |||, =

5. Pour tous 4,j € {1,2,...,n},on a

Mij = (Mes,e5) < | Mesl| ] < 1],

Ainsi, |M; ;| < [|M],, pour tous i,j € {1,2,..n}. Donc
1M]l,, = max {|M; ;| : 1 <4,j <n}.

. Pour tout X € S”~1, on écrit :

IMX|? =t (MX).MX =t X MM.X = MMX,X)
< ||t /B =max {\ € c(!MM)} := pu.

car EMM est symétrique réelle et ses valeurs propres sont positives (si
A € o(!M M) alors il existe un vecteur X € S™7! tel que tMMX = \X,
donc tX*M ’\[X = A ||X|? = ||[MX]J il s’ensuit que A > 0). D’autre

part, on a : Z Z 1\[2 =tr((MM) = ZAea(tMM) A. Par suite,
1=139=

IMXIP<p< Y a=)> ME

AEa(tMM) i=1 j=1
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n n
3 ﬂ[fj. On a égalité
1

Ceci pour tout X € S*~1, donc HA[HOP =
1=1j=

s1, et seulement si, p = 5> A donc MM admet 0 comme valeur
A€o (tMM)

propre de multiplicité au moins (n — 1) si et seulement si, rg(*M M) < 1.

Comme, ker(M) = ker(*!M M) car, si *MMX = 0 alors

A[XH2 = 'X*MMX = 0et donc MX =0, on en déduit qu’'on a égalité

si, et seulement si, rg(M) < 1.

D’apres la question précédente, on a :

=1 g=1
et donc rg(M) < 1. Comme [[M]|,, # 0 donc rg(M) = 1. Les fait

n n
que > >, ﬂ[z-‘“?j = n? et ﬂ[fj < 1 pour tous 1 < 4,5 < n entraine
o, o '
que Afgj = 1, donc M;; € {—1,1}. Inversement, si rg(M) = 1 et
M j;e{-1,1},1<i,j<naloess M e M €%, et ||ﬂ-[Hop =4,
Pour constuire une telle matrice, il suffit de construire la premiére co-
lonne C7, on a 2" choix. Chaque C;,2 < i < n s’écrit C; = C7 ou —C1.
Donc pour chaque choix de C1 on a 2*~! matrices. Par suite le nombre
des matrices M € ¥, et |ﬂ[||op = ésh 1 =,
B. Variables aléatoires sous-gaussiennes

Pour tout t € R,

o t'2n t'2 0 t2n
SO Z;)(Qn)! " eXP(E) - z%?”n!'

On montre par récurrence que (2n)! > 2"n!. Cette inégalité est évidente
pour n = 0. Supposons (2n)! > 2"n! alors

(2n +2)! = (2n +1)(2n + 2)(2n)! > 2(n +1)27n! = 2* T (n + 1)
2n t2n

=
(2n)! — 27n!

ce qui montre que pour toust € Retn € N, . par suite

2

ch(t) < exp(’

3) pour tout t € R.



: 1+ 1-— 1+ 1-—
9. Soit z € [-1,1]. On a xZO.TxZOet 9x+ szl.Par
convexité de la fonction exp ona: B
142 1-— 1 1-—
exp(tz) = exp( 5 t+ 5 x(—t)) < :2—3: exp(t) + 5 = exp(—t).

— On suppose que X est a valeur dans [—1,1] et E(X) = 0. D’aprés la
question 9, on a pour tout t € R,

1 _
exp(tX) < exp(t)%X + exp(—t) - QX.

La variable X est bornée donc exp(tX) est bornée, donc elle admet une
espérance finie. La croissance et la linéarité de I'espérance entrainent,

1+ E(X)—J;-exp(—t)w =eh(t) < eXp(t_;')'

E(exp(tX)) < eXP(t)T 2

Donc X est 1-sous gaussienne.
— On suppose que X est a valeurs dans [—a, ] et E(X) = 0. La variable

— est centrée et a valeurs dans [—1, 1], ainsi — est 1-sous gaussienne.
« «

t2
)) < exp(—) pour tout t € R. Donc

C’est-a-dire, E( exp(tg 5

a'2t2

E(exp(tX)) < exp( 3

Donc X est a-sous gaussienne.

10. Les variables aléatoires exp(u; X;), 1 < i < n, sont indépendantes, donc

E(exp(t) p;Xi)) = B([ [ exp(tuiX;)) = [ [E(exp(tu: Xi))
=1 =1 =1
n 2. 22 222
< IIIGXP(T) = ekp(T;#i)
252
= exp(%).

n
Ce qui montre que > u; X; est a-sous gaussienne.
=1
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11. On a : (X > A) = (exp(tX) > exp(t\)). D’autre part, comme X est
a-sous gaussienne, alors exp(tX) admet une espérance finie. L'inégalité
de Markov, entraine :
E(exp(tX
P(X > 2) = P(exp(tX) > exp(t\)) < LX)
exp(t\)
2.2 2.2
< exp( ) exp(—tA) = exp( —tA).
D’autre part on a P(|X| > A\) = P(X > A) + P(—X > )\). La variable
— X est a-sous gaussienne, puisque,
a2t2
B( exp(t(~X))) = E(exp(~tX)) < exp(5-).
a?t?
Donc P(—X > \) < exp(T — tA\) pour tout t > 0. Par suite, pour
’2t2
toutt >0ona: P(|X|>A) < Qexp(aT — tA). En choisissant ¢ > 0
242 2
- A A
tel que —t\ = ~%a2 = po) > 0), il vient
2
P(IX| > ) < 2exp(~ o).

12. Remarquons d’abord que 0 < [X] < X < [X] + 1. Donc X admet une
espérance finie si et seulement si, [X| admet une espérance finie si et
seulement si, la série > P([X] > k) converge. D’autre part, comme k est
un entier, 1'événement ([X] > k) est exactement 'événement (X > k).
Donc X admet une espérance finie si et seulement si, > P(X > k)
converge et par croissance de l'espérance on a :

+00 +00
E(X]) =) _P(X]2k) =) P(X >k
+00
<E(X)<E(X])+1=) P(X>k)+1
k=1
13. On a
K< 21n(k 21n(k)
expTE) 2 by = (x7 > 220 (x> V220,
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D’apreés la question 12, on a :

21n (k)
" e 2
P(exp(Z2—) > k) < 2exp(——p—)
2 202

~23~2

= exp(—a~2872In(k)) = 2k~

1 1
Si af < 1, alors n = PR < 1 et la série ZH converge. Donc, la

32X2

série Y P(exp(
2X 2

) > k) converge. D’apreés la question précédente, la

variabe exp(- ) admet une espérence finie et on a :

32X 2 - 32X 2
) <1+ Z P(exp(-

E( exp( 5 5

) > k)

D. Norme d’une matrice aléatoire
Soitl<i<n,ona:y; = Z z; [( ") Les variables aléatoires ’\[( ") sont

n

indépendantes, pour tout 1 <j<net >
J=1
11, la variable y; est a-sous gaussiennes.

Sl

= 1. D’apreés la question

Chaque y; est une fonction des variables \[( "1 < j < n, donc les va-
riables y;. 1 < i < n sont indépendantes. En utlhsant I'inégalité d'Orlicz,

il vient
n
B( exp(y [y]%)) = B( exp(s Zyz B( [ exp(142))
=1
n
H ) <57,
Soit > 0. Par 'inégalité de Markov, on a :
E(exp(y|ly[*))

P(|ly|| > r/n) = P(exp(v [ly]|* > exp(yr?n)) <

< (5exp(—yr?))".

exp(y7r2n)
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15. 1l existe un vecteur b € S™~1 tel que ||ﬂf’[(")||op = ||J\f;f(n)b||. D’autre
part, comme S"~! C U B(a, %) il existe a € A tel que ||b — al| < % On
acA
écrit :

HM(”)aH — ||ar®™a — Ay 4 A

M@ ‘ - HM<">a — M®y

IV

16— al
op

M®™)

vV

- HM(")
op

> rv/n.
P

> % HM(")

o

Donc : (||]\r;f(")||op > 2ry/n) C eU\ (||Aif(n)a|| > ry/n). Par conséquent :
aciAn

P(HM(”) > 2rvn) < Z P(|lyall = rvn) < card(Ay)(5 exp(—vr?))™

aeAn
2

< 5" (5exp(—yr?))* = (25 exp(—yr?))".

op
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