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Avant-propos 

La réforme des programmes des classes préparatoires aux grandes écoles 

d'ingénieurs a fait la part belle à l’enseignement des probabilités discrètes. Cet 

ouvrage est issu du cours dispensé depuis trois ans aux élèves de ma classe de 

MP*. Il propose un cours complet. ainsi que des exercices et des problèmes 

corrigés portant sur quatre chapitres couvrant la nouveauté du programme 

2014 : Dénombrabilité, Familles sommables, Espaces probabilisés et Variables 

aléatoires discrètes. Ce livre est tout naturellement destiné aux étudiants des 

classes préparatoires scientifiques MP et MP* et du premier cycle universi- 

taire. 

% Le cours est détaillé et illustré par de nombreux exemples et applications. 

À la fin de chaque chapitre, le lecteur trouvera une série d'exercices. qui 

constitue une illustration du cours, assortis de leurs corrigés détaillés. 

æ Les exercices proposés se répartissent en trois catégories : 

— des applications directes qui aideront l'étudiant à bien assimiler le 

cours. 

— des exercices classiques ou originaux qui incitent le lecteur à la ré- 

flexion. 

— des exercices issus des épreuves orales des concours X-ens, Mines- 

Ponts, Centrale-Supélec… 

% Pour se mettre en situation d’épreuve, des extraits de sujets de concours 

vous sont proposés, avec une correction détaillée. 

% Les corrigés rédigés et détaillés de tous les exercices et problèmes. 

Les lecteurs qui le souhaitent peuvent me contacter à l’adresse suivante : 

jamel.jaber@free.fr 

ou s'adresser aux Éditions Ellipses qui transmettront. 

Je tiens à remercier mes collègues qui ont permis la réalisation de cet 

ouvrage. Je dois remercier mon ami Mohamed Amine Ben Amor pour son 

aide très précieuse en BTEX. 

Un très grand merci également à Faten, Yahia et Yosr pour tout leur amour 

et leur soutien tout au long de la rédaction de cet ouvrage. 

Je salue enfin les Editions Ellipses pour la qualité de leur travail.
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Chapitre 1 

Ensembles dénombrables 

L'un des concepts fondamentaux en mathématiques, est la notion de car- 

dinal d’un ensemble E, noté card(Æ), introduite par George Cantor. Pour les 

ensembles finis, la définition de cardinal ne présente pas de difficulté. Intuiti- 

vement, c'est le nombre d'éléments d’un ensemble. Deux ensembles finis ont le 

même cardinal s'ils contiennent le même nombre d'éléments. La notion devient 

moins intuitive lorsqu'on considère des ensembles infinis. 

Soient Æ et F deux ensembles. On dit que Æ et F sont équipotents s'il 

existe une bijection f : E — F. On vérifie sans peine que : 

— E et E sont équipotents (l'application identité de Æ est une bijection). 

— Si E et F sont équipotents alors F et E sont équipotents (la réciproque 

d’une bijection est une bijection). 

— Si E et F sont équipotents et F et G sont équipotents alors Æ et G sont 

équipotents (par composition de bijections). 

Nous adoptons donc cette définition : deux ensembles (finis ou infinis) ont 

même cardinal (taille) s'ils sont équipotents. Un ensemble E est fini s’il est 

vide ou s’il existe un entier 7, qui est unique, tel que E et l’ensemble {1,2,..,n} 

sont équipotents. Autrement dit, E est fini si E a la même taille qu’une partie 

finie de N. 

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux ensembles qui sont, à une bijection 

près, des parties infinies de N. 

1.1 Dénombrabilité 

Définition 1 Un ensemble E est dénombrable s'il est en bijection avec N. 

Soit Æ un ensemble dénombrable. Choisir une bijection de N dans Æ revient



CHAPITRE 1. ENSEMBLES DÉNOMBRABLES N
D
 

à énumérer les éléments de E, c'est-à-dire écrire 

E={x, in eN} 

sous la forme d'ensemble des valeurs d’une suite injective (æ, )heN. 

Définition 2 Un ensemble E est au plus dénombrable s'il est fini ou dénom- 

brable. 

Exemple : L'ensemble Z est dénombrable. On peut expliciter des bijections 

de N dans Z, par exemple 

J:N — Z 
n : : 
ä sin pair 

n + y. à n+i . 
De - sinon 

Il est simple aussi de démontrer que N° = N\ {0} est dénombrable, puisque 

l'application n + n +1 réalise une bijection de N dans N*. Plus généralement, 

on démontre que les parties de N sont finies ou dénombrables. 

Proposition 3 Toute partie infinie de N est dénombrable. 

Preuve. Soit À une partie infinie de N. L'existence du minimum d’une partie 

non vide de N permet de construire l’application f : N —.4 définie par 

f(0) = min A et f(n) = min A\{f(0), f(1)... f(n — 1)} pour tout n € N*. 

Pour tout n € N*, f(n) existe, puisque l’ensemble A\{f(0), f(1)... f(n —1)} 

est une partie non vide de N. 

Par construction, la suite (f(n)),<n est strictement croissante, ce qui montre 

que f est injective. Soit x € A. La stricte croissance de la suite (f(n)),;en en- 

traîne aussi que lim fin) = +00. Il existe un entier k tel que f(k) > x. 
n—+00 

Posons 

ko = min{keN:f(k) > x}. 

Alors, æ — f(ko). En effet, par définition de ko, f(ko) > x. D'autre part. 

comme 

x € A\{f(0), f(1)..… f(ko — 1)} et f(ko) = min A\{f(0), f(1)..… f(ko — 1)}, 

on en déduit que f(ko) < x. D'où f(ko) = x. Ce qui montre la surjectivité de 

l'application f. = 

Comme conséquence du résultat précédent on a :
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Corollaire 4 Un ensemble non vide est au plus dénombrable si, et seulement 

si, il est en bijection avec une partie de N. 

Exemple 5 L'ensemble N° = N x N est dénombrable, puisqu'il est infini et 

l'application 

f:N? — N* 

(n,m) + 2*(2m +1) 

est bijective car tout entier strictement positif s'écrit d'une façon unique comme 

produit de puissance de 2 et d'un entier impair. 

Le théorème suivant donne une méthode pratique pour montrer la dénom- 

brabilité d’un ensemble donné. 

Théorème 6 Soit E un ensemble non vide. Alors on a équivalence : 

1. L'ensemble E est au plus dénombrable. 

2. Il existe une surjection de N dans E. 

3. Il existe une injection de E dans N. 

Preuve. (1) —(2). Supposons que E est au plus dénombrable. Il existe, alors, 

une bijection f : N — Æ ou une bijection f : {1,2,.n} — E avec n un entier 

naturel. Dans le premier cas f est une surjection de N — Æ. Dans le second 

cas, fixons &a € E et définissons l’application g : N — E par g(k) = f(k) si 

k€ {1,2,.n} et g(k) = a sinon. Il est clair que g est une surjection de N dans 

E. 

(2) (3). Soit f : N — E une surjection. Pour tout x € E, l’ensemble 

fa ({x}h={mneN:fn)=x} 

est non vide, soit n, = min f-1({x}). L'application g définie par 

g:E — N 

æ = My 

est clairement injective. 

(3) =(1). Soit f : E — N une application injective, alors f est en bijection 

avec f(E) qui est une partie de N, par conséquent Æ est un ensemble au plus dé- 

nombrable. (al 

On peut remplacer dans le théorème 6, l’ensemble N par n'importe quel 

ensemble dénombrable X. 

Comme conséquence on a les résultats suivants.
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Corollaire 7 Une partie d'un ensemble au plus dénombrable est au plus dé- 

nombrable. 

Preuve. Si À est une partie non vide d’un ensemble au plus dénombrable E. 

Il existe une application injective f : E — N, la restriction de f à À est encore 

injective. = 

Proposition 8 Le produit de deux ensembles au plus dénombrables est au 

plus dénombrable. 

Preuve. Soit E et F deux ensembles au plus dénombrables. Si E ou F est 

vide alors E x Fest vide. Sinon, soit f : N — E et g : N — E deux applications 

surjectives. L'application 

g:N? — ExF 

(nm) + (f(n).g(m)) 

est surjective. Comme N? est dénombrable (voir exemple 5), on en déduit que 

EX F est au plus dénombrable. = 

Par récurrence, on montre que le produit cartésien d’un nombre fini d’en- 

sembles au plus dénombrables est au plus dénombrable. En particulier, NP est 

dénombrable pour tout p € N* 

Exemple 9 L'ensemble Q est dénombrable. En effet, le produit Z x N* est 

dénombrable et l'application 

J:ZxN* — Q 

(n,m) es 
m 

est surjective. 

Exemple 10 Soit p € N*. L'ensemble Q?P est dénombrable, comme produit 

fini des ensembles dénombrables. L'ensemble Q,[X] des polynômes de degré 

au plus p est en bijection avec Q?*! par suite Q,[XT est dénombrable. 

Proposition 11 Une réunion au plus dénombrable d'ensembles au plus dé- 

nombrables est un ensemble au plus dénombrable. 

Preuve. Soit Z un ensemble au plus dénombrable et (Æ;);e7 une famille d’en- 

sembles au plus dénombrables. On peut supposer que les E; sont non vides 

(sinon, on peut supprimer les ensembles Æ; qui sont vides, ce qui ne change pas 

la réunion). Pour tout à € I, il existe une application surjective f; : N — E;.
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Soit a un élément de |J Æ;. Il existe à € Z tel que a € E;, par suite il existe un 
icI 

entier j € N tel que a = f;(j). Par conséquent, l’application 

J:IXN — UE; 
icI 

(G.j) + fi) 

est surjective. Comme J x N est au plus dénombrable d’après la proposition 8, 

il en est de même de |J E;, (cf. théorème 6). = 
2€ 

Exemple 12 L'ensemble Q[X] (respectivement, Z[ÏX]) des polynômes à co- 
efficients dans Q (respectivement, dans Z) est dénombrable. En effet, on a : 

QIX] = U Q.[X] (respectivement, ZIX] = {J Z,[X)). 
neN neN 

Exemple 13 Un nombre réel a est dit algébrique s'il existe un polynôme non 

nul P € ZI[X\ tel que P(a) = 0. Soit À l’ensemble des nombres réels algé- 
briques. Alors l’ensemble A est dénombrable. 

En effet, pour tout polynôme non nul P € Z[X] l’ensemble 

ZP)= {ve R: Pile) = 0) 

est fini. Comme A — (|J Z(P), qui est réunion dénombrable d'ensembles 
PEZ[X] 

finis, À est au plus dénombrable. L'ensemble A est infini (il contient Z) donc 

A est dénombrable. 

1.2 Suite exhaustive de parties finies 

Soit E un ensemble non vide. 

Définition 14 Soit (J,),eN une suite de parties de E. La suite (JyheN est 

appelée suite exhaustive de parties finies si chaque J, est finie, J, € J,1 

et U 4 =E. 
neN 

— La suite (J, Len. telle que J, = {0,1,2,...n} pour tout n € N, est une 

suite exhaustive de parties finies de N. 

— La suite (J, Len, telle que J, = {ke N:-n <k<n}pourtoutneN, 

est une suite exhaustive de parties finies de Z.
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— La suite (J,),en. telle que J, = {0,1,2,..,n} x {0,1,2,..,n} pour tout 

n € N. est une suite exhaustive de parties finies de N°. Une autre suite 

exhaustive de N? est la suite (J, ,en définie par : 

J, = {(p,9):p+q<n}. 

Le théorème suivant caractérise la dénombrabilité en termes de suites ex- 

haustives. 

Théorème 15 Un ensemble E est au plus dénombrable si, et seulement si, E 

possède une suite exhaustive de parties finies. 

Preuve. Si E est fini alors on pose J, = E pour tout n € N. Si E est dénom- 

brable, il existe une bijection f : N — Æ. On définit l’ensemble J,, pour tout 

entier n, par J, = f({0,1,2,...n}). Alors (Je N est une suite exhaustive de 

parties finies de Æ. Inversement, soit (J,),<n une suite exhaustive des parties 

finies. Comme E — |] J, et chaque J, est au plus dénombrable, d’après la 
nEeN 

proposition 11, E est au plus dénombrable. = 

Comme application, on redémontre que l’ensemble Q est dénombrable. 

Pour tout n € N, on pose 

= {Pipl<nhi<n+1a#0) 

Chaque partie Q, est clairement finie, Q, € Q,:1 pour tout n € Net 

U Qx = Q. Comme de plus Q est infini, il est dénombrable. 
nEN 

1.3 Exemples de parties non dénombrables 

Théorème 16 L'ensemble R est infini non dénombrable. 

Comme un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est au plus dénom- 

brable (cf corollaire 7), il suffit, pour montrer le théorème, de démontrer que 

10, 1[ est non dénombrable. On donne deux démonstrations de ce résultat, une 

troisième preuve est donnée en exercice (voir exercice 1). 

Preuve. 1. Supposons que ]0,1[ est dénombrable. On peut donc trouver une 

bijection n — x, de N dans ]0,1{, en particulier 

]0,1[ = {x, :n € N}.
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Tout réel x, € ]0,1[ admet un unique développement décimal propre de la 

forme, 

Tn = 0, Ain d2n.AnnAnntl.. 

où la suite (axn)ken+ est à valeurs dans {0,1,2,..9} et n’est pas stationnaire 

en 9. On va construire un réel æ € ]0,1[ qui ne peut pas être l’un des 2. 

Considérons le réel 

= 0hle sax 

avec bn = 1 si ann = 2 et bn = 2 si an # 2. Alors x € ]0,1[ et x x, pour 

tout n € N. Contradiction. = 

Preuve. 2. On démontre, par l'absurde, que le segment Jo = [0,1] est non 

dénombrable. Sinon. J5 peut s’écrire sous la forme : 

[0,1] = {x, :n e N}. 

9 
| 2 | ; : 

JU LG: 1]. Au moins l’un des trois segments On écrit : Jo — [0, 3) UT 

©
 

| 
D
 

I 
3° 

1. 1 2 2 74 PA 

ne contient pas æo. Notons J1 ce segment. De même, en coupant J; en trois 

segments de même longeur on construit un segment J2 inclus dans Jÿ qui ne 

contient pas xo et æ1 et de longeur 9’ En utilisant ce procédé. on construit ainsi 

| 1 
une suite de segments décroissante (J, ),<n telle que la longeur de J, — mn 

et pour tout n € N, J, ne contient pas to. 21, ..2,. Donc, par hypothèse, () J, 
neN 

est vide. Or, une suite décroissante de segments dont la diamètre tend vers 0 est 

d’intersection non vide. Contradiction. = 

Comme conséquences, on a : 

Corollaire 17 L'ensemble des irrationnels R\Q est non dénombrable. 

Preuve. Sinon, R = QUR\Q serait dénombrable. = 

Corollaire 18 Tout intervalle non réduit à un point est non dénombrable. 

Preuve. On a montré que |0,1[ est non dénombrable. Or, tout intervalle 

la, b!, a et b ER, est équipotent à |0,1[. En effet l'application t + tb+(1—t)a 

est une bijection de ]0, 1[ dans Ja, b[. Donc. |a, b[ est non dénombrable. Soit Z un 

intervalle non réduit à un point, alors Z contient un intervalle ouvert de type 

la, b[, a <b € R donc J est non dénombrable. =
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Corollaire 19 J! existe des nombres réels transcendants (non algébriques). 

Preuve. Sinon, on aurait R = A, l’ensemble des réels algébriques, donc R 

serait dénombrable d’après l'exemple 13. = 

Notons, que l’ensemble des réels transcendants est infini non dénombrable. 

Donc la “plupart” des réels sont transcendants mais on en connaît peu. On 

sait, par exemple que e,T,In(2) sont transcendants. 

Corollaire 20 R est un Q-espace vectoriel de dimension infinie. 

Preuve. Sinon R serait isomorphe a Q", avec n — dimo R. En particulier, R 

est en bijection avec Q” qui est dénombrable. Contradiction. = 

Théorème 21 L'ensemble P(N) des parties de N est non dénombrable. 

La preuve de ce théorème est une conséquence directe du lemme suivant. 

Lemme 22 (Cantor) Soit E un ensemble. Alors E et P(E), l’ensemble des 

parties de E, ne sont pas en bijection. 

Preuve. Soit f : E — P(E) une application et À l’ensemble défini par 

A={xeE:xéf(x)}e P(E) 

Supposons qu'il existe y € E tel que f(y) = A. Par définition de À on a: 

y EASyEfY)=y LA 

Ce qui est absurde. Ce qui montre que f n’est pas surjective donc il n'existe 

pas de bijection de E dans P(E). nl 

Le lemme de Cantor affirme que. pour tout ensemble Æ, il n'existe pas 

de surjection (et a fortiori de bijection) de E sur P(E). Noter qu'il existe 

une injection de E dans P(E), a savoir l'application x + {x}, donc E est en 

bijection avec une partie stricte de P(E). On dit que le cardinal de P(E) est 

plus grand que celui de E. 

Corollaire 23 L'ensemble {0,1}\ des suites à valeurs dans {0,1}, est non 
dénombrable. 

Preuve. L'application 

T Un =1sin € A 
A + u définie par © ; 

Un = 0 sinon 

est une bijection. =
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Pour finir. 

1. Pour montrer qu’un ensemble X est au plus dénombrable, il suffit de 

— Trouver une application injective de X dans N ou un ensemble dé- 

nombrable. 

— Trouver une application surjective de N ou un ensemble dénombrable 

dans X. 

— Montrer que X est la réunion au plus dénombrable d’ensembles au 

plus dénombrables. 

2. Pour montrer qu'un ensemble X est non dénombrable, on peut raisonner 

par l’absurde et supposer que X s'écrit sous la forme : 

{x, in eN} 

puis exhiber un élément de X qui ne figure pas dans cette suite. 

1.4 Exercices 

Exercice 1 : Le but de cet exercice est de démontrer que R est non dénom- 

brable. Supposons qu'il existe une bijection f : R — N. On pose pour 

tout réel x, m(x) = sup{ 5 2-/G) : À fini et À C ]J-0, xf}. 
yEA 

Montrer que 0 < m(x) < 2 pour tout x ER. 

Soit E={xeR:ml(x) > x}. Justifier l’existence de c = supE. 

Justifier l'existence d’un réel y € E tel que y+27/(0) > c. 

Montrer que m(y +2-Â()) > m(y) + 2-0) et déduire que =
 
o
u
 
D
 
pe

 

y+240 CE. 

5. Conclure. 

Exercice 2 : Montrer que l’ensemble P+(N) des parties finies de N est dé- 

nombrable. Que dire de l’ensemble des parties infinies de N? 

Exercice 3 : Quelles sont les fonctions continues f : R — R telles que 

J(R\Q) C Q? 
Exercice 4 : Soit (A;);er une famille d’intervalles ouverts non vides de R. 

Montrer que si les A; sont deux à deux disjoints, alors Z est au plus 

dénombrable. 

Exercice 5 : Soit À un ensemble non dénombrable et B une partie dénom- 

brable de A. Montrer que À et B\A sont équipotents.
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Exercice 6 : Soit f : R — R une fonction croissante. 

1. Montrer que f admet une limite à droite et une limite à gauche en 

tout point. On note pour tout x9 € R 

f(to)* = lim f(x)et f(xo) = lim f(x). 
L—t0o.L>tO T—to.L<T0 

2. Montrer que f(x0)_ < f(xo) < f(æo)* pour tout æ9 ER. 

3. Montrer que si 29 < 21 alors f(æo)" < f(x1)_. 

4. Déduire que l’ensemble des points de discontinuité de f est au plus 

dénombrable. 

5. Inversement, soit D un ensemble au plus dénombrable. Construire 

une fonction f : R — R croissante telle que l’ensemble D soit exac- 

tement l’ensemble des points de discontinuité de f. 

Exercice 7 : Soit f : R+ R une fonction quelconque, on désigne par À l’en- 

semble 

A = {a € R: lim f(x) existe et lim f(x) f@}. 
T—a@ T—« 

Le but de cet exercice est de démontrer que À est au plus dénombrable. 

1. Soit 7 l’ensemble des intervalles de type ]p, q{ avec p.q € Q. Mon- 

trer que Z est un ensemble dénombrable. 

2. Pour tout r € Q. on pose 

À, = {a E A: lim f(x) <r < f(a) ou f(a) <r < lim f(e)} 
æ—a æ—a 

(a) Soit a € À,. Justifier l'existence d’un intervalle J, € J tel que 

INA, = {ae}. 

(b) Déduire que À, est au plus dénombrable. 

3. Conclure. 

Exercice 8 : Soit X un ensemble non dénombrable de réels positifs. Montrer 

qu'il existe une suite (æ:)1eN d'éléments de X telle que la série S_ 2, 

diverge. 

Exercice 9 : On considère une famille de nombres réels strictement positifs 

(t;);er. On suppose qu'il existe un réel positif M tel que pour toute 

partie finie J de Z,on ait ÿ_ x; < M. Montrer que J est au plus dénom- 
icJ 

bable. On pourra montrer, d'abord, que pour tout k € N*, l’ensemble 

£ El: > 5) est fini.
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1.5 Solutions des exercices 

Exercice 1 : 

1. Soit ze R.Ilest clair que m(x) > 0. Comme 

N = {f(y) :ye R}, 
+00 

on en déduit que 3 2/9) < 57 2-7 = 2, pour tout À C ]-00, x], 
yEA n=0 

donc m(x) < 2. 

2. L'ensemble Æ est non vide puisqu'il contient les réels strictement 

négatifs, de plus E est majoré par 2 ce qui justifie l'existence de c. 

3. Comme c — 2-/(€) n'est pas un majorant de E, il existe y € E et 

y >c—27#0), 

4. Soit À une partie finie de |—-,y[. Alors AU {c} est une partie finie 

de ]-00,y — 2-f@T , car ce ]-00.,y + 2 to) [: On écrit : 

D2-10) +9 fO 2 V7 2/6) < m(y +20). 
2€A 2EAU{c} 

Par passage au sup, sur tous les parties finies À de ]—-,y|, on 

obtient : 

my +270) > my) +27/0). 
Comme y € E, il vient : m(y +27/(0)) > y + 2-$(), donc 

y+2%0Q6E. 

5. Onay+27/0 € E et y+27/© > c, ce qui est absurde par 

définition de c. Donc. R est non dénombrable. 

Exercice 2 : 

— Pour tout n € N, notons P,(N) l’ensemble des parties de {0,1,.n}. 

Chaque P,(N) est fini et PF(N) = ([J PA(N). La proposition 11 montre 
nEN 

que PF(N) est au plus dénombrable. De plus, l'ensemble P;(N) est in- 

fini ({n} € PF(N) pour tout n € N) donc P}(N) est dénombrable. 

— L'ensemble P(N) est non dénombrable et P(N) = P;(N) U P;r(N), 

avec P;f(N) désigne l’ensemble des parties infinies de N. On en déduit 

que P;f(N) est infini non dénombrable.
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Exercice 3 : Soit f une telle fonction. Si f est non constante alors par conti- 

nuité de f on a : f(R) est un intervalle non réduit à un point donc non 

dénombrable. Mais, par hypothèse, f(R) € Q U f(Q) qui est dénom- 

brable, donc f(R) est dénombrable, absurde. Par suite, les seules fonc- 

tions vérifiant les conditions de l’exercice sont les fonctions constantes 

rationnelles. 

Exercice 4 : Par densité de Q dans R, l’ensemble Q N À; est non vide pour 

tout à € I. Pour tout à € I, on choisit un réel x; € À; NQ. On définit 

l'application f : 1 — Q par f(i) = x; pour tout à € I. L'application f 

est clairement injective, par suite Z est au plus dénombrable. 

Exercice 5 : On écrit B = {b, :n € N}. L'ensemble A\B est non dénom- 

brable, puisque À = A\B U B. Considérons un ensemble dénombrable 

C'= {ce :n € N} de A\B. La fonction f : A\B + À définie par : 

Flal= < Cri Si = Gi pour tout x € A\B, 

ba nc, 

est clairement bijective. 

Exercice 6 : 

1. Soit xp € R. La fonction f est croissante et majorée sur | —-,x0|. 

d’où l'existence de f(x9)  — lim f(x). De même on démontre 
L—XpL<LO 

l'existence de f(xo)*. 

2. Soit t < xp. Par croissance de f, on a f(t) < f(xo) pour tout t 

tel que { < x9. Par passage à la limite lorsque t{ tend vers to et 

t < x, on obtient : f(xo) . < f(xo). De même on démontre que 

f(æo) < f(&o)T. 
3. On fixe un réel t €]x0,t1[. Pour tout réel t/ tel que to < t < € < æ1 

on à : 

f(æo) < f(t) < FE) < f(æ). 
Lorsque # tend vers x1, on obtient f{t) < f(x) . Ceci est vrai 

pour tout réel t €]xo,21[. en passant a la limite lorsque t tend vers 

zo. il vient : f(x0)° < f(æ1) . 

4. D'après 2, un point xo est un point de discontinuité de f si et 

seulement si, f(t0)- < f(to)". On désigne par Disc (f) l’ensemble 

des points de discontinuité de f. D'après la question précédente, la 

famille (| f(x), f(x) Deepise(y) est une famille d’intervalles ouverts 
disjoints deux a deux. Par suite l’ensemble Disc(f) est au plus 

dénombrable (cf. exercice 4).
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5. Soit D = {x, : n € N} un ensemble dénombrable. Posons, la fonc- 

tion f définie par : 

+00 É 

té Ÿ. 97 Len.+oo[(®). 
—0 

où L4 est la fonction indicatrice de À, pour toute partie À de R. 

L'inégalité 

| 1 
or en,+oof(t)| < 7x Pour tout x € R, (1.1) 

montre que la série définissant f converge normalement, par suite 

simplement, sur R. Donc f est bien définie. Pour tout n € N, on 

note f, la fonction définie par : 

1) 
Falæ) = 97 Len.+oo[(t) pour tout æEe R. 

Chaque f, étant croissante donc f est croissante. Montrons que f 

est continue en tout point de R\D. 

Pour tout entier n € N, f, est continue sur R\D et la série Ÿ_ f, 

converge normalement donc uniformément sur R. D’après le théo- 

rème de continuité sous le signe somme, f est continue sur R\D. 

Reste à montrer que f n’est pas continue en tout point de D. Soit 

k € N fixé. On écrit, pour tout x ER, f(x) = fr(x) +h(x) avec 

+ ; 

R(x) = Ÿ D Den.+oo(()- 
n=0 
n£k 

La fonction fx} est discontinue en x} et la fonction À est continue 

en x}, car chaque f,(n % k) est continue en x4 et la série converge 

uniformément sur R. Ce qui montre que f est discontinue en 4. 

Exercice 7 : 

LE L'application 

@ O— 7 
(p.94) + Ip,ql 

est clairement surjective et Q? est dénombrable, donc l’ensemble 7 

est dénombrable.
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(a) Fixons a € AÀ,. Sans perte de généralité, on peut supposer 

que f(a) <r < lim f(x). Il existe Ÿ > 0 tel que pour tout y 
T—a 

vérifiant |[y — a| <Üety £aona f(y) > r, (il suffit d'appliquer 

la définition de la limite avec & = lim f(x) —r > 0). Soient 
T—a@a 

p.q € Q tels que a —0 <p <a <q<a+Ô. Alors J, = ]p.ql 

un intervalle de l’ensemble 7 et J, € ]a — à, a + Ô[. Pour tout 

y E Jety <aona f(y) >r,il vient donc que J, NA, = {a}. 

(b) On définit ainsi une application @ : À, — F par v(a) = J, 

pour tout a € J,. Le fait que J, N À, = {a} montre que 6 est 

injective. Donc À; est au plus dénombrable. 

3. Ilest clair que À = |) À,. Donc À est au plus dénombrable comme 

réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables. 

k . 
Exercice 8 : Pour tout n € N*, on pose X, = {e EX :x> =) Le fait que 

n 
+00 

X = (J X, U {0} entraîne qu'il existe n9 tel que X,, est infini, sinon, 
n=1l 

X serait au plus dénombrable (cf. proposition 11). Il est simple de voir 

que toute suite (7, Len d'éléments de X,, convient. 

Exercice 9 : Fixons k € N*. Soit {i1,i2...,4, } un sous-ensemble de cardinal 

n de l’ensemble Az — L eL:x > s) On a : 

|
 
>
 

On en déduit que tous les sous-ensembles finis de Az ont au maximum 

kM éléments, ce qui montre que Ay% est fini et que card(Az) < kM. 

Comme l’ensemble Z est la réunion des A}. pour k € N*, il est au plus 

dénombrable.



Chapitre 2 

Familles sommables 

Tout au long de ce chapitre Z désigne un ensemble au plus dénombrable. 

Etant donnée une famille de nombres réels ou complexes (a; );<7 on cherche 

à donner un sens, lorsque c’est possible, à la somme Ÿ_a;. Cette somme a 
AI 

bien un sens trivial dans le cas où Z est fini. On suppose que Z est dénom- 

brable (dans la pratique Z sera N, Z. N?). Une première idée pour définir cette 

somme est d’énumérer l’ensemble 7 = {x, :n € N} et de définir ÿ_ a; comme 
2€ 

+00 

étant Ÿ_ a»,. lorsque cette série converge. Cependant, cette notion n'est pas 
n=0 

satisfaisante puisqu'elle dépend de l’énumération de 7. Ce chapitre propose un 

cadre pour s'affranchir de ces contraintes. Dans un premier temps nous étu- 

dions la sommabilité dans le cas des familles positives, ensuite nous donnons 

la définition et les propriétés de la sommabilité pour les familles quelconques. 

On rappelle que toute partie non vide D de R majorée admet une borne 

supérieure notée sup D, qui est égale au plus petit majorant de D. 

2.1 Familles positives 

2.1.1 Définitions et propriétés 

Soit (a; );<7 une famille de réels positifs. Pour toute partie finie J de 7, on 

désigne par Ÿÿ_ a; la somme des réels a;, pour à décrivant J. 
icJ 

Définition 24 La famille (a;)er est dite sommable s'il existe un réel M tel 

que ÿ_ a < M pour toute partie finie J de T. C'est-à-dire, la famille (a;)er est 
icJ
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sommable si l’ensemble {= & : J finie et JC 1} est majoré. Dans ce cas, on 
ieJ 

définit la somme de la famille (a;)zr que l’on note Ÿ[ a; comme étant la borne 
ieI 

supérieur de cet ensemble. 

DC = sup { Sa; : J partie finie de 1} L 
icI icJ 

Remarque 25 L'hypothèse de la dénombrabilité de l’ensemble TI, dans la dé- 

finition de la sommabilité, n'est pas indispensable. Cependant l'exercice 9 du 

chapitre précédent montre qu'une si une famille des réels strictements positifs 

(& j;er est sommable alors I est au plus dénombrable. 

Exemple 26 La famille (e-"l),ez est sommable. En effet. soit J une partie 

finie de Z. Il existe un entier n € N tel que J € {-n,-n+1,.0,1,.,n}. 

Donc, 

n n ñ 

ÿ eh < Sete ei4Yei=1+2) et 

i=0 2=1 è=1 icJ i=—n 

ee 

1+e-! 
< 142 e * 

Exemple 27 Considérons la famille (x)egnço.uj. Pour tout n € N°, notons 
il 

J, la partie finie de QN[0,1] définie par J, — t :1<k<n}. Comme 

n 

l 
D —= — — + lorsque n OO, Da-Xg 4e brmen —+ 

zEJn k=1 

on en déduit que la famille (x).conto.y n'est pas sommable. 

Proposition 28 

1. Soient (&);er et (b;)er deux familles de réels positifs. On suppose que 

0 < a; <b; pour toutie I. 

Si la famille (b;);er est sommable, alors la famille (a;);er est sommable 

et on à : 

D» <ŸD . 
icl icI
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2. Soit l'une partie de I. Si la famille (a; );er de réels positifs est sommable 

alors la famille (a;);er est sommable. 

Preuve. Pour toute partie finie J de I, on a : 

ÿ_a < DU < Ÿ be. 
icJ icJ 2€I 

Par suite la famille (&);27 est sommable et Sa; < Ÿb;. Le deuxième point 
icl tel 

découle du fait que toute partie finie de J’ est une partie finie de I. = 

L'utilisation de la définition pour étudier la sommabilité d’une famille n’est 

pas pratique en général, sauf peut être pour des cas simples. Le résultat suivant 

montre que l'étude de sommabilité se ramène à celle de la convergence des 

suites. On rappelle que l’ensemble 7] admet une suite exhaustive des parties 

finies (cf. théorème 15). 

Proposition 29 Soit (Jen une suite exhaustive de parties finies de I. 

Une famille (a;);er de réels positifs est sommable si, et seulement si, la suite 

( S[ &nen est majorée. Dans ce cas on a : 
iEJn 

D & — lim > &;. 
“ > ( ) » 

icI nr FPE Tr 

Preuve. Remarquons, d’abord, que la suite ( 5° &);en est croissante. Sup- 
Cle 

posons que la famille (a; );<7 est sommable. Par définition de la sommabilité, 

pour toutn eN,ona ÿ a < ÿ_ a. Ce qui montre que la suite ( S° &hen 
Eh 2€ En 

est majorée. par suite elle est convergente, et 

Jim JS &<S a (2.1) 
Eh icI 

Supposons, réciproquement, que la suite ( S a;),eN est majorée. Soit J une 
iEJh 

partie finie de J. Il existe n9 € N tel que J C J,,. Par conséquent, 

a: < .æ , 

ieJ Ed A 

Comme ceci est vrai pour tout partie finie J C TJ, il en résulte que la famille 

Du< lim D « (2.2) 
icI iCJn 

(a )zr est sommable et 

Les inégalités (2.1) et (2.2) montrent que ÿ a; = lim ÿ &. = 
icI NT Pie,
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Corollaire 30 Soient (a;);er et (b;)er deux familles de réels positifs som- 

mables et À € R°, alors la famille (a; + Ab;);er est sommable et on a : 

DC + Àb;) = Ÿ a +) D 

iel ici ieI 

Preuve. Cela découle de l'égalité : D (a; + Ab;) = Sa + À ÿ° b;, pour 

toute suite exhaustive de parties finis (J, ),en de I. = 

On s'intéresse aux cas particuliers suivants : 

Cas où 7 = N : Ce cas est important, et on fait le lien avec la notion de série. 

L'utilisation de la suite exhaustive de N définie par : (J, = {0,1,...n}),en 

permet de caractériser la sommabilité des suites à termes positifs. 

Corollaire 31 Soit (a en une suite de réels positifs. La famille (an he est 

sommable si, et seulement si, la série de terme général a, converge. Dans le 

cas de convergence on à : 

+00 

nd 
n=0 neN 

Cas où 7 =Z : En utilisant la suite exhaustive de Z définie par 

(fn = {kezZ : -n<k<n}hhren. 

on obtient : 

Corollaire 32 Une famille de réels positifs (a: ),<z est sommable si, et seule- 

ment si, les deux séries > An et > &_n convergent et dans ce cas on à : 

n>0 n>1 

+00 +00 N 

> @&, = > an + G-n = lim > dns 

n=0 n=1 n€eZ n=— AN 

Preuve. On écrit : 

n n n 

>, @; — ÿ Gi — Ÿ_ a + a 

i=0 è—=1 1EJn 1=—n 

nm 

La suite (5 a;),eN converge si, et seulement si, les deux suites ( > G}nen et 
ie] 0 2—= 

n 

( > G_;)nen convergent. = 

è—1



2.1. FAMILLES POSITIVES 19 

Cas où Z = N° : Dans ce cas, l’utilisation des suites exhaustives définies par 

Ja = {0,1,.,n}? et K, = {(i.j):i+j<n} 

permet de caractériser la sommabilité des suites doubles. 

Corollaire 33 Soit (ay.4)(p.gen? Une suite double de réels positifs. Les asser- 

tions suivantes sont équivalentes : 

1. La famille (a, 4)(p.9)en?2 est sommable. 

nm nm 

2. La suite de terme général SO &) converge. 

i=0 j—=0 

n n—i 

3. La suite de terme général DIET converge. 

i=0 5=0 

Le résultat suivant montre que la somme d’une famille sommable ne dépend 

pas de l’ordre de sommation. 

Proposition 34 Soit (a;);=r une famille sommable de réels positifs et o une 

permutation de IT (o : I — I une bijection). Alors la famille (a,()hier est 

sommable et on a : 

D_ Got) = > _&. 
CI 2€I 

Preuve. Pour toute partie finie J de I, on a D ati) < Ÿ &. Ce qui montre 

eJ ieI 
que la famille (ati) hier est sommable et par passage au sup sur toutes les 

parties finies de J, il s'ensuit que 

Sa <> &. (2.3) 
:€eI icl 

Ceci est vrai pour toute permutation © de I et pour toute famille sommable 

(a );er. En appliquant l'inégalité (2.3) avec ao! et la famille (a&u)hier: on 

obtient 

Da — D Go-1(0) É D 
ici icl ic 

Ce qui montre le résultat. = 

Soit (U} }h}eN une suite de nombres réels positifs. La convergence de la série 

Su, est équivalente à la sommabilité de la famille (u, ),£<N. Le résultat suivant 

est une conséquence de la proposition précédente.
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Corollaire 35 Soit (u,),£=N une suite de réels positifs. La série Su, converge 

si, et seulement si, la série Du, est commutativement convergente, c'est-à- 

dire, pour tout permutation o de N la série > Uo(n) converge. Dans ce cas on 

a : 
+00 +00 

Su — dun) 

n=0 n=0 

Application : Soit o& : N* — N* une permutation. Alors pour tout a > I. 

la série converge. car la série — est convergente. On en 
> o(n)2 : > ne 7 

ji) 
déduit. par exemple. que la série converge. car p ple, q De ct) g 

l 1, 1 l 
0 < Si + 5) pour tout n € N*, 

no(n) = 2 n?  o(n)? 

x à , I 1 
et la série de terme général (— + 5) converge. Remarquons au 

n?  ao(n) 
passage que 

+00 1 +00 1 

max : o est une permutation de N* : — — =4€(2), 2 net | dire 0 
En effet : en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient pour 

tout N € N* et toute permutation © : 

à l # l 1 an 1 1 
< — )2 9 

n=1 n=1 n=1l 

DO =) 
n=1l n=1l 

+00 

Par suit < (2). L'écalité est atteint si o = idnw-. ar ae À, < C(2). L'égalité est atteint si o = idn 

2.1.2 Sommation par paquets 

Le théorème de sommation par paquets est un outil puissant pour étudier 

la sommabilité d’une famille et calculer sa somme. 

Une famille (/,)\£4 de parties non vides de Z est dite une partition de 

I si les ensembles 7, sont deux à deux disjoints et leur réunion est 7. Etant 

donnée une famille (a;);=7 de réels positifs, le théorème suivant montre que
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la sommabilité de la famille (a;);e7 est équivalente à la sommabilité de la 

famille (a );e7, pour tout À € À et la sommabilité de la famille (s1)1<4. avec 

= À», 6%: 

EI, 

Théorème 36 /Sommation par paquets). Soit (I\)\£4 une partition de I 

et (&);er une famille de réels positifs. La famille (a;);er est sommable si, et 

seulement si, les deux conditions suivantes sont réalisées : 

1. Pour tout À € À, la famille (a; );er, est sommable de somme S\ = Ÿ_&. 

1€, 

2. La famille (S\)1e4 est sommable. 

Dans ce cas, on a : 

Du=Ds- Eu) 
iEI XEA XEA iel, 

Remarquons, d’abord, que puisque Z est au plus dénombrable alors si 

(TZ )1ce4 est une partition de 7, l’ensemble À est au plus dénombrable. En 

effet, il suffit de choisir, pour tout À € À, un élément ?1 € J et l'application 

À i est clairement injective de À dans 1. 

Dans le cas où la partition est indexée par À = N, le théorème 36 s’énonce : 

Théorème 37 Soit (a;)er une famille de réels positifs et (1, ),eN une partition 

de I. Alors, la famille (a; )<r est sommable si, et seulement si, pour toutn € N 

la famille (a );er, est sommable et la série de terme général Ÿ a converge. 

‘eh 
Dans ce cas, on a : 

Sas S 7 &. 

Preuve. (théorème 36). Supposons d’abord que la famille (a;);<7 est som- 

mable. Comme pour tout À € À, 11 € Z on en déduit que la famille (a );er, 

est sommable, soit S\ — Ÿ° a;. Montrons que la famille (S\)\<4 est som- 
El) 

mable. Soit J = {A1,)2...À;} une partie finie de À. Comme 1, N.. NE, = 

et I, U..UT,, C TI, il s'ensuit que : 

SJ S=d @+N a+.+ SN &G<S 
À€J iel\ ielh, iElh, iET
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Ce qui montre que la famille (S\)\£:4 est sommable et que 

JS H<S «. (2.4) 
À€J LCI 

Inversement, Supposons que les familles (a; );e7, et (S\)1c4 sont som- 

mables. Soit J une partie finie de 7. Le fait que J C {J 1, assure l'existence 
À€A 

d’un nombre fini d'éléments de À, À1,2,..),, tels que J C Ix, U..UI,,. Par 

suite, 

Sas a+ a+. Sas +.+s, < D 5. 

ieJ iEI, iElx, iEIx, À€A 

par conséquent, la famille (a; );£7 est sommable et 

Les inégalités (2.4) et (2.5) montrent que Ÿ_ a; = Ÿ° S\. (al 
ie À€A 

Le théorème de sommation par paquets permet de prouver qu'une famille 

est sommable en partitionnant ] d’une facon judicieuse. Une fois prouvé que 

la famille est sommable, il fournit un moyen de calculer sa somme. Lorsqu'on 

utilise deux ou plusieurs partitions de Z on obtient des égalités et des sommes 

de séries. 

Remarque : Soit (7\)\<4 une partition de I et (a );e7 une famille de réels 

positifs. 

— Si chaque Z\ est fini pour tout À € À, alors la famille (@);er, est 

automatiquement sommable. Donc pour justifier la sommabilité de 

(& j;er il suffit de vérifier la sommabilité de (S\)1<4. 

— Si l’ensemble À est fini. Pour montrer la sommabilité de (a; );e7 il suffit 

de vérifier la sommabilité de chaque famille (a;);7,. puisque dans ce 

cas la sommabilité de la famille (S; )1<4 est vérifiée. 

Exemple 38 Etudions la sommabilité de la famille 

1 
Grgeder?- 

Considérons la partition (Jh)hen+ définie par 

In = {(P.9) € (NW :p+q=n}.
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Comme chaque J, est fini, alors d'après le théorème 37. la famille 

= = ec) est sommable si, et seulement si, la série de terme 
(p +g) 

général un = D) ——— converge. Or, 
" myer @ +9) 

l I | n —1l L 

(p:9)E Ja (@+9) (p:9)EJh r : # si 

I 
On en déduit que la famille (————) V-,2 est sommable si, et seule- (p + q)° (p:9)E(N*) 

ment si, à > 2, et dans ce cas on a : 

+00 +00 +00 
[l n—1 1 [l . | 

>. =} a En a=1 — =C(œ—-1)—<(a), 

any Pt 23 7 = 2 = 2 

+00 
où Ç est la fonction zêta de Riemann définie sur ]1,+oo[ par (x) = SI + 

n=1 7 

2.1.3 Séries doubles 

Soit (@p,4)(p.g)en? une suite double de réels positifs. Si on applique le théo- 

rème 37 à la famille (a,,,)(,.4)en2 en considérant les partitions de N? suivantes : 

— J, = {(p.q) : q € N} pour tout p € N (Sommation par colonnes). 

— K, = {(p,q) : p € N} pour tout p € N (Sommation par lignes). 

— Rh = {(p,q) : p +q=n} pour tout n € N (Sommation par diagonales). 

On obtient le résultat suivant : 

Théorème 39 (Fubini) : La suite double de réels positifs (ap.4)(p.9)en2 est 

sommable si, et seulement si, l'une des propriétés équivalentes suivantes est 

vérifiée. 

+00 

1. Pour tout p la série > ap,4 est convergente et la série Ÿ° » Ap,g CONVETJE. 
p qg= 

2. Pour tout q la série > ap,g est convergente et la série ÿ° S Ap,g CONVETJE. 
q p=0 

3. La série de terme générei Sn = D) pq converge. 
p+q=n 

Dans ce cas on a : 

+00 +00 +00 +00 

D» D eV >, Ap,g- 
(p.9)EN? p=0 g=0 g=0 p=0 n=0 p+q=n
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Exemple 40 Soient (an )hen et (bn)hen deux suites à valeurs dans RT. Une 

application directe du théorème de Fubini montre que la convergence des séries 

Dan et >bA assure la sommabilité la famille (ab )(n men? et que 

+00 
D Gnbm = (3 @n VE bn) 

(n,m)eN? n=0 n= 

+00 
Exemple 41 On cherche à calculer la somme S(G(n) — 1) avec 

n=2 

+00 1 

G(x) = FR mx pour tout x > 1. 

n>1l 

1 
L'égalité S[(G(n) —1) = Y[ Ÿ — nous invite à étudier la sommabilité de 

n>2 n>2k>2 À" 
il 

la suite double Gr e.Hen-\up?- 
i) 

— Pour tout k firé la série géométrique S E converge et 
n>2 

a 1 1 1 
k®  kK2_k  k2' 

n=2 

- La série S° DE — est donc convergente. 
k>2 n=2 K 

1 
D'après le théorème de Fubini, la famille Gr .H)e(N-\1p? est sommable 

et on à : 
1 +00 +00 +00 +00 

DRE D 
(n.k)e(N*\{1h2 n=2 ar à k=—2 n—2 

donc. 
+00 +00 1 +00 1 1 

DGm-n=Y =) —-;=1 
n=2 k=—2 k=—2 

Exemple 42 Soit x € [0,1[. Une application du théorème de Fubini montre 

la sommabilité de la famille (x"*),, yen. En effet, 
— Pour tout n firé la famille (2) (0 k)eN* est sommable puisque la série 

O0 x? 

S_(x")Ë converge et Sn = D (x) = 
k k=1 L— 27 
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nm x? 

- La série [un converge car = CU A 

Par suite la famille (2) (n,k)eN- est sommable et sa somme est égale à : 

00 +  ,n 

rh — À, >, DT (2.6) 
(n.k)e(N*)? n=1 

D'autre part, lorsqu'on applique le théorème de sommation par paquets à 

la famille (2 Ÿ) (n.k)eN- avec la partition (K,),en-+ définie par 

K, = {(n,k)e (N*)? :n&k = p}. 

Il s'ensuit que 

00 Lo Loo 

Fu _ ax - x? 

de 2 À 2: 2 

+00 +00 

_ ÿ_æ( >, Lr= Ÿ_ æ?d(p). (2.7) 

p=1 p=1 (n.k)EK» 

où d(p) désigne le nombre de diviseurs de p. Les égalités (2.6) et (2.7) montrent 

que : 
+00 1 +00 

D» - = ÿ d(p})x? pour tout x € [0.1[. 
l— 2 

n=1 p=1 

2.2 Familles sommables à valeurs complexes 

2.2.1 Définition et propriétés 

Définition 43 Une famille de nombre complexes (a;);21 est sommable si la 

famille des réels positifs (|a;|);er est sommable. 

L'étude de la sommabilité d’une famille de nombres complexes se ramène, 

donc. à travailler avec des familles de réels positifs. 

Exemple 44 Soit : € C tel que || < 1, alors la famille (EN enye-? est 

sommable. En effet : Pour p fité la série Y°( I Y*+1 converge, comme série 
n>1 D) 

5 5 >» |2 »|2 

ll En El d . donc la série 
p p 

y géométrique de raison 
+00 

a >, ( - 
+ | p-P. p 

SDS (—)" converge. 
p>ln=1 D 

El
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Dans le cas où 7 = N ou une partie de N, on a : 

Proposition 45 Soit (a, Len une suite de nombre réels ou complexes. La 

famille (an hen est sommable si, et seulement si, la série Sa, est absolument 

convergente. 

Attention : Une série convergente mais non absolument convergente est non 

sommable. 

Le théorème suivant donne un sens à la somme Ÿ[ a; d’une famille som- 
ic 

mable (& her. 

Théorème 46 

1. Soient (a;);er une famille de nombres réels et (aÿ)er. (a; = Jer les deux 

familles de nombres réels positifs définies par : 

af = max(a,0) et a; = max(—a;,0) pour tout i € I. 

La famille (a );er est sommable si, et seulement si, les deux familles 

(aÿ )er et (a; )er sont sommables, et dans ce cas on définit la somme de 

la famille (&);er par : 

Du=)ai-)a 
icl icI tel 

2. Une famille (a;);er de nombres complexes est sommable si, et seulement 

si, les familles (Re(a;));er et (Im(a;));er sont sommables et dans ce cas, 

sa somme est définie par : 

» Qj — D» Re(a;) + +, Im(a;) 

JET JET je 

Preuve. Commençons par le cas où (a;);27 est une famille de nombres réels. 

On écrit, pour tout à € I : 

a =a; —a; et |&|= af +a;. 

La sommabilité de la famille (a; );e7 est équivalente à la sommabilité de la 

famille (|a;|) qui est équivalente à la sommabilité de (aŸ)er et (a; )er. Dans 

le cas général, si la famille de nombres complexes (a; );<7 est sommable alors 

les familles 

(Re(a;))jer et (Im(aj))jer
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sont sommables, puisque | Re(a;)| < |a;| et [Im(a;)| < |a;| pour tout j € I. 

L'inégalité 

la;| < |Re(a;)| + |Im(a;)|, 

montre la réciproque. = 

Proposition 47 {Sommabilité par suites exhaustives). Soit (a;);<r une 

famille de nombre complexes et (J,),eN une suite exhaustive de parties finies 

de I. Si la famille (a );er est sommable alors la suite ( S[ a; ),eN converge et 
iE ln 

on à : 

Dœ&— lim ÿ a; 
ieI FO Sr. 

Preuve. Traitons, d’abord, le cas où (a;);<7 est une famille de nombre réels. 

Dans ce cas les familles (a )er et (a; )er sont sommables. Il découle de l'égalité 

DD&= Ya — Sa; que la suite ( 5 &)hen converge et que 
En Ed iEdh iEdh 

im Ja lim ÿ af lim da = a -N a =S «&. 
n—+00 : n—+00 . n—+o , 

iCJn Eh iEJh ic icI el 

Dans le cas général, on applique ce qui précède aux familles (Re(&));er et 

(Im(a))ker. =: 
La réciproque du résultat précédente n’est pas vraie, par exemple, la famille 

=! 
}nen+ ne sont pas sommables bien que les suites 

n 
(n)hez ou la famille ( 

(Ÿ enet (© CD 
i=—n i=1 

On applique la proposition précédente dans les cas où Z = Z ou I = N°. 

Si I = Z, en utilisant la suite exhaustive J, = {—n,-n +1,..0,1,..,n}, 

pour tout n € N, on obtient : 

Mnen+ convergent. 

Corollaire 48 Une famille (a )hez est sommable si, et seulement si, les sé- 

ries ÿ- |a,| et > |a_,| convergent et dans ce cas on a : 
n2>0 n>1l 

+00 +00 
San = Dan +) ». 

0 n=1l nez n= 

Preuve. L'équivalence est une conséquence du corollaire 32 et de la proposi- 

tion 47. =
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Exemple 49 Soit r € [0,1[ eta € R. Etudions la sommabilité de la famille 
(rleira) 

Comme les séries 5 [rlleina] = 57 7 et 5 Irlrle-ina] = 5 r convergent, 
n2>0 n>0 n>1l n>1l 

il s'ensuit que la famille (r'leira), > est sommable, et on a : 

+00 +00 

n| ina n ina n ,—ina 
re — re + r'e 

n=0 n=1 nez 

: L re te 

| 1—reie L 1—re-ia 

1 —#* 

(1—r cos(a))? +r?sin?(a) 

Si I = N?, on utilise les suites exhaustives définies par 

= Li, .,n}? et K, = {(p.q) : p +q =n} pour tout n € N. 

On obtient le corollaire suivant : 

Corollaire 50 Une famille (a.4)(p.g)en2 est sommable si, et seulement si, 

l’une des conditions suivantes est réalisée : 
nm nm 

— La suite de terme général D (3 la, 4l) converge. 
p=0 qg=0 | 

n n—i 

— La suite de terme général S(S |a,;l) converge. 
i=0 j—0 

Et dans ce cas on a : 

nm nm 

D apa= lim DCS @pg)= lim DS @j). 
(.4)EN? 77% p=0 g=0 MT i=0 j=0 

Preuve. L'équivalence est une conséquence du corollaire 33 et de la proposi- 

tion 47. = 

Proposition 51 

1. L'ensemble des familles sommables indexées par I, noté L!(I), est un 

espace vectoriel. On définit une norme sur (!(I) en posant 

I(a)ser| = D lal pour tout famille (a)ser € (D). 
icI



2.2. FAMILLES SOMMABLES À VALEURS COMPLEXES 29 

2. L'application 

Sal) — CE 

(@hier + Da 
ici 

est linéaire et continue. En particulier, on a : 

Dar < >, la;|, pour toute famille sommable (a; );er. 

icI icl 

Preuve. Fixons une suite exhaustive de parties finies, (J, ),:en. de I. 

Soient (a; );er et (b;);er deux familles sommables. Comme 

la; + Àb;| < la;| + [A[|b;| pour tout à € I 'et tout À € C, 

on en déduit que la famille (a; +Ab;);27 est sommable. D'autre part, on a pour 

toutneN 

S(a+Ab)= SN a+ b 
1EJn 1EJn iETh 

ce qui donne par passage à la limite, 

S((ai)er+A(bi)er) = D (a +Ab) = Va; + Sd; = S(()er) +AS((bi)er). 
icI iCI 2cI 

Ce qui prouve la linéarité de S. Soit (a;);er € C!(I) telle que |(&)er|| = 0. 

Pour tout à € I, l'inégalité 

lal < |(&)er|| = 0 

montre que &; — 0, par suite la famille (a;);<7 est nulle. De plus, on vérifie 

facilement que 

IA(@&)erl| = TA (@)er|| 
et que 

I(&)er + (bilier| < I(&i)eri| + I(bi)er|l. 
Reste a montrer la continuité de l'application S. Soit (a; er € (I). On 

a, | S &|< ÿ la| pour tout n € N. Par passage à la limite lorsque n tend 
iEJh iCJh 

vers +0 on obtient : 

IS((&hier)| = | D al =, lim | Ÿ_&l 
icl 1EJh 

< lim ÿ l&l= SN l&l= |(œ)erl. 
n—+00 

1EJn iel 

D'où la continuité de S. =
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2.2.2 Sommation par paquets 

Le théorème de sommation par paquets pour les familles à valeurs com- 

plexes ne permet pas de vérifier la sommabilité, mais elle permet de calculer 

la somme d’une famille sommable en utilisant une partition de J. 

Théorème 52 Soit (1\)\£4 une partition de T et (a;);er est une famille som- 

mable. Alors on a : 

1. La famille (&;er, est sommable de somme S\ = Y° &. 
EI, 

2. La famille (S\)\<4 est sommable. 

3. L'égalité 

ieI XEA XEAieI) 

Preuve. Soit (a;);<7 une famille sommable de nombres complexes. La famille 

(l&l)ier est alors sommable. Le théorème 36, montre que la famille (la;|);er, 

est sommable pour tout À € À. Soit S\ — Ÿÿ_ a. Comme, pour tout À € À, 
2€l; 

ÉNESRIES DIT 
2€I; 2cI 

par suite, la famille (S\)1<4 est sommable. 

Pour établir le dernier point du théorème on distingue deux cas : 

— Si la famille (a; );<7 est à valeurs réelles. On écrit : 

Du (&+lal) - D la. 
icl icI icl 

Comme les deux familles (a; +|a;|) et (|a;|);er sont positives, on applique 

le théorème 36 et on obtient ainsi 

Dai = D D (a + ail) — D D Juil 
ici AEAicl;, AcAiel;, 

= DO +lal)- > al) = > > a. 
À€EA il) 2€I) XEAiel; 

— Si la famille (a;);er est à valeurs complexes. On écrit : 

(a hier = (Re(&)hier +. (Im()hier.
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En utilisant le cas réel on obtient : 

Ÿ a = Ÿ_Re(ai) + 1. Ÿ_ Im(a 
icl ie icl 

LE ER)eé S'S'infa)= 5 Y'a 
A€EAiel; A€Ai€el; XEA:el; 

Ce qui montre le théorème. = 

En combinant les théorèmes 52 et 36 on obtient le résultat suivant : 

Théorème 53 Soit (a;);<r une famille de nombres complexes et (1\)\<4 une 

partition de I. La famille (a;);2r est sommable si, et seulement si, les deux 

conditions suivantes sont réalisées. 

1. Pour tout À € À, la famille (la;|);er, est sommable de somme 
À 

SA = ÿ_ œil. 

i€l) 

2. La famille (S\)x<4 est sommable. 

Dans ce cas on a : 

Du=> => > 
icl À€A A€AiElT; 

2.2.3 Application aux séries 

Dans le cas où 1 = N, le théorème 52 s'applique aux séries absolument 

convergentes. 

+2 Tr? +00 1 
Exemple 54 Sachant que 2 = go cherche à calculer Z (On + 1ÿ 

æ (-1)" 
t ; 

‘ 2 n? 

Les séries Ÿ° 

le théorème 52, on obtient : 

(LP 
n2 

1 
et ÿ. m2 sont absolument convergentes, en appliquant 

+00 

D) I 

PE EDDE Tr =D + 
n—=0 
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Donc 

9 2 — 1 nd L (2n +1) 42 n 8 

et 

+00 (1 : + S 1 : 12 +00 1 

2 2 2 DA ; 2° Zn mr (2n) A (2n +1) 4 a (2n +1) 

Par suite. 
+0 (—1}° : Tr? 
= 

= on il 

La proposition suivante montre qu'une série absolument convergente est 

commutativement convergente. 

Proposition 55 5 la série Ÿ_ a, est absolument convergente alors pour toute 
nm 

permutation © : N — N la série S° Ag(n) converge absolument et on a : 
n 

+00 +00 

D Go(n) = Dm 
n—=0 n=0 

Preuve. Le résultat se démontre en appliquant le théorème 52 à la famille som- 

mable (a, }hen et la partition (J,)1en de N définie par J, = {o(n)}xen pour 

tout n € N. E 

Attention : pour les séries semi-convergentes (convergentes mais non abso- 

lument), le résultat est faux. Dans le cas d’une série réelle, on démontre 

que, si on à une série semi-convergente >_u, et à € R on peut trouver 

une permutation © de N telle que la série S°u,(,) converge vers a € R. 

2.2.4 Suites doubles 

Théorème de Fubini 

Afin d'étudier la sommabilité des familles indexées par N°? (les suites doubles), 

on utilise souvent les partitions suivantes de N°? : 

— Pour tout pe N, I, = {(p,q):qe N}. 

— Pour tout qe N, I, = {(p,q):p € N}. 

— Pour tout n EN, 1, = {(p,q) e N°:p+q=n}. 

On en déduit donc par application du théorème 53 le résultat suivant :
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Théorème 56 (Fubini) : Soit (ap 4)(p.g)en2 une suite double. Alors la famille 

(ap.q)(p.g)en? est sommable si, et seulement si, l’une de ces conditions est réa- 

lisée. 
+00 

1. Pour tout p € N la série Ÿ_|a, {| converge et la série 3° » lap.4| converge. 
q p q= 

+00 

2. Pour tout q € N la série Ÿ° |a,. | converge et la série 57 Ÿ° |a,.4| converge. 
P qg p—=0 

3. Pour tout n € N la série de terme général Y° |a,4l converge. 
p+g=n 

Et dans ce cas on a : 

+00 +00 +00 +00 +00 

3 Ap.q — DO pq) = EL Ap.g) = Xi 2 Qp.q)- 
(p,9)EN?2 p=0 qg=0 g=0 p—0 n=0 p+g=n 

Exemple 57 Montrons l'égalité : 

Te .# O0 ,2n—1 

Er = =D pour tout ze C et [2] < 1. 

n=1l 7 n=1i Tr € 

Remarquons, d'abord, que ces deux séries convergent, puisque 

sn -2n—1 — 
Éd en id 2 san — 

1 +00 
En utilisant l'égalité 1% = ZEPY on obtient 

+0  n +00 +00 

Pres =D psr 122 L 
n=1l n=1 k=—0 

Montrons que la suite double (22F+1"),, sjenxn est sommable. Pour k fixé, 

la série 5 |2[0#+1)r est convergente, comme une série géométrique de rai- 
nm 

P1 aides +00 

son [2:20 < 1 et 2, APR = TL — |zPT1, donc la série 
n= # 

+00 
D 5 |210#k+1r est convergente. On a alors : 
k n=1 

+00 +00 +00 +00 

F3 -Ck+Dm 2 5. a k+1)r S 5 2 Ck+ Dr 

(n,k)EN* XN n=1 k=0 k=0 n=1
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par suite, 
Te mn HO ,2k+1 FO  ,2k—1 

EE rer D Dre = 

n=1 | k=0 | k=1 | 

Application 2 : Soit (a, 4){4)en-2 la famille définie par &,4 = = si 

+00 +00 

p £ q et &,g = 0 si p = q. On vérifie que les deux sommes Ÿ° ÿ_ a, et 
p=1lq=1 

+00 +00 

D Ÿ_ aa existent et sont différentes, ce qui montre que cette famille 
g=1p T 

n'est pas sommable. On pose H, = ÿ° Ton a: 
k=1 

Ù + - 1 
lim pq = lim — — 

p=1.r#q 
N-q N+q 

1 [l 1 = lim — LL _ 
Ft > k . ) 

p=1l-g.p#0 p=1l+q 

li ; : H + Hx_,) = lim —(-- 
N—c 2q q N+a Na 

li L (1 Im(N + q) +In(N — q) +o(1)) = Jim —(--In(N n(N — 
N— 2q q . . 

_ 1 
= 5 

ss Re 1 
D'où > dy = yo Donc 

p=1 

+00 +00 1 
1 1 SD es 1 = lc) 

g=1 p=1 ” g=1 E 

Il est clair qu’un calcul analogue montre que : 

+00 +00 + 1 

Damas = 500) 2 p 2 
p=1 q=1 p=1l 

D'où 
+00 +00 +00 +00 

DD Ga — DC 
g=1 p=1 g=1 p=1
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Produit de deux séries absolument convergentes 

Considérons deux séries absolument convergentes Sa, et ÿ_b,. Une appli- 

cation directe du théorème de Fubini (cas d’une famille positive, théorème 39) 

montre que la famille (a, bn )(} m)en2 est sommable. On applique maintenant 

le théorème 56, on obtient que 

— La série de terme général Ÿ[ |a,b,| converge. Donc, la série de terme 
p+rqg—=n 

Ce = ÿ Gpbg — ÿ por? 
p+q=n p=0 

général 

converge absolument et que : 

+00 +00 +00 

ÿ dl = ÿ Ÿ_adg _ Y. ÿ apdq 

(p,9)EN? p=0 g—0 n=0 p+q=n 

Par suite, on a : 
+00 +00 +00 

D, Cn = (D (D de) 
n=0 p=0 g=0 

La série de terme général C} > p=0 Gp0n-? est appelée produit de Cauchy 

de deux séries ÿ a, et > by. 

Proposition 58 Soient Sa, et 5 b, deux séries absolument convergentes, 

alors la série de terme général 

n 

= ÿ , élg= > ab à 
p=0 p+qg=n 

est absolument convergente et on a : 

SC =(5 2,)(5 8) (2.8) 
n=0 p=0 g=0 

Remarques : 1. Si les deux séries Sa, et ÿ_b, sont convergentes mais 

non absolument, la convergence de la série 5° C,, n’est plus assurée. 

Vn 
Par exemple, si ay = by — pour tout n > 1, alors 

n 

SD 7 mr NL AT p=l p=i1 
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_ 1 - 2 ef = D — > ST 0 
RTE Lyrn-p 

Ce qui montre que C,, ne tend pas vers 0 et par suite la série SC, 

diverge grossièrement. 

D
 

On démontre que si l’une de deux séries est absolument conver- 

gente et l’autre est convergente alors la série SC}, converge et on 

a l'égalité (2.8), ce résultat est dû a Mertens (cf. exercice 12). 

Pour finir : 

Pour étudier une famille (a; );<7, on procède dans la pratique de la façon 

suivante. 

1. On commence par étudier la sommabilité de la famille des réels positifs 

(la |);er soit par 

— Majoration des ses sommes finies. 

— Application du théorème 36, en considérant une partition convenable 

de J. 

— Application du théorème de Fubini, dans le cas des suites doubles. 

2. Ensuite, toute partition (/\)\£4 de 7 nous amène à l'égalité 

ieI XCAiel, 

dans le cas de sommabilité. 

3. Dans le cas où Z = N°, l’utilisation des partitions suivantes 

I = {(p,q) :p+q=n} où J} = {(p.q) :p x q =n}, 

est parfois utile. 

2.3 Exercices 

Exercice 1 : Etudier la sommabilité des familles suivantes : 

1 
1. (23 )eeonp.+o0f 

2, QE Dr see (Ge /e2en) 
1 

3 (Tr 45/6920)
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1 

l 
5. (nea avec 

A = {n € N*: l'écriture décimale de n ne contient pas 9}. 

l | 9 

Exercice 2 : Calculer les sommes éventuelles suivantes : 

+00 +00 ] 

n=0 p=n 

l 
2: ——— avec ? > 1. 

(p.a)e(n-) P°q 
p|q 

1 
à, p?q?° 

(p.a)e(N*} P 
pecd(p.q)=1 

l 

| Ps plal(p+q+1) 

Exercice 3 : Soit (v,)heN une suite telle que ÿ_vy converge absolument. 

Montrer que la série de terme général 

+00 
I (k + 1)ve 

Un = our toutn > 1, 
"—ninTl Dr: _ 

k=n 

+00 
est convergente et calculer Ÿ° u,. 

n=1 

Exercice 4 : Montrer que pour tout z € C tel que || < 1 on a l'égalité 

+00 9 +00 

D ——— = D KG(n)- 12". 

+00 
où C(æ) = ÿ — pour tout æ > 1. 

n=1 7 

Exercice 5 : (Oral Mines-Ponts) 

1. Montrer que la fonction exp(exp{æ)) est développable en série en- 

tière et calculer son développement.
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&æe (-1)* 2. Même question avec la fonction f(x) = 
k=2 ? + k 

E 6 : (Oral C le). O RE xercice 6 : trale). e f(t) = (Oral Centrale). On pose f(t) DR 

1. Déterminer le domaine de définition de f. 
+00 (De 

2. Montrer que f{t) = pour tout te ]-1.1!. 
n=1 1-7 

(— li Ur à 

3. Montrer que la série de fonctions 5 (1 — D converge uni- 

formément sur [0,1!. 

. Eæç(-1}F 
4. Calculer ra (1 — t)f(t). (On rappelle que » — — In(2)). 

#7 _— 

5. Montrer que f est développable en série entière. Donner une inter- 

prétation arithmétique des coefficients de ce développement. 

Exercice 7 : Pour tout n > 1, on désigne par d(n) le nombre de diviseurs de 

n et g(n) le nombre des entiers compris entre 1 et n qui sont premiers 

avec ñn. 

+00 

1. Montrer l'égalité : Ç(x) -5* À voie tout réel x > 1. 

2. : 
(a) Montrer que pour tout n > 1,on a: ÿ-w(d) =n. 

din 

(b) Déduire que : 

p(n) 
pour tout æ > 2. 

g
d
 

a
e
 

8
1
 

L
e
 

Il E
S
 

n? 

Exercice 8 : 

1. Montrer l’existence et calculer la valeur de 

+00 +00 

> 27 (p+qg)(p+qg +1) 
p=0 qg=1 

D
 

En déduire la valeur de 

3 E(Vn) 
_— n(n +1) 

où E(x) désigne la partie entière de x.
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Exercice 9 : On définit la suite (u,),eN+ par 

Un = — G(2) — C(3) —.. — C(n) pour tout n > 1. 

1. Vérifier que pour tout n > l,on a: 

+00 1 

3—2 

2. Montrer que la série $(—1)nu, converge et que 

+00 
5 1 n … V2 

n=1 

Exercice 10 : Soit x e R tel que |x| < 1. Montrer que 

+00 nr" +00 1 +00 

n=1l n=1l n=1l 

où, c(n) est la somme des diviseurs positifs de n. 

Exercice 11 : (Oral Centrale ). Soit u : N* — {—1,0,1} la fonction nommée 

d’après Môbius qui, à un entier n, associe (nn) = 0 sin est divisible par le 

carré d’un nombre premier (i.e. il existe p premier tel que p° divise n) et 

in) = (—-1) sin a pour décomposition en facteurs premiers P1.p2...pr. 

OÙ P1.P2...p, sont distincts deux à deux. Noter que comme 1 est le 

produit de zéro nombre premier, on a (1) = 1. 

1. Soit n € N*\ {1}. Montrer que Ÿ_ 4{(d) = 0. En déduire que 
dm 

On admet que DE = ee 
è=1 

2. Soit & l’indicatrice d'Euler, qui à n associe le nombre d’entiers k 

inférieurs à n vérifiant pgcd(k,n) = 1. On rappelle que 

ÿ p(d) =n pour tout n € N*. 

CAO
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(a) Montrer que pour tout entier non nul n,ona: 

D su(a) = p(n). 
din 

(b) Montrer que pour tout æ > 0, on a : 

a “ &.0 D en)=3 D ae) +E()) 
1<n<x 1<i<x 

où E(y) désigne la partie entière d’un réel y. 

(c) Déduire que 
3%? 

ÿ p(n) du mi 
1<n<x ” 

Exercice 12 : (Théorème de Mertens). Soient Du, et >_v, deux séries 

convergentes. On suppose que la série ÿ uw, est absolument convergente 

et on pose pour tout n € N, 

nm nm 

Un — ) UkUn—k — ) UpVq- 

k=0 p+rq=n 

Le but de cet exercice est de montrer que la série ÿ_w, converge et que 

+00 +00 +00 

Du = (JS uw)(D vu) (2.9) 
n=0 n=0 n=0 

nm 

On pose V, — ÿ_ vx pour tout n € N. 
k=0 

n +00 

1. Justifier l'écriture : D wzx = ÿ a,(n), où 
k=—0 p=0 

0 Sip>n 
ap(n) = { : P 

UpVa-p SiP<N 

2. En utilisant le théorème de la double limite montrer la convergence 

de la série ÿ_w, et montrer l'égalité (2.9).
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2.4 Solutions des exercices 

Exercice 1 : 

1. Pour tout n € N*, on pose 

1 
h={1+r:1<k<n}CQN[L, +o. 

On a : 

1 nm k3 

— = ———— — +00 quand n — +00. 
x (1+k)$ L 

Ce qui montre la non sommabilité de la famille en considération. 

On a déjà montré que cette famille est sommable si, et seulement si, 

a > 2 (cf. exemple 38). On donne une autre preuve par application 

du théorème de Fubini. La famille est sommable si, et seulement 

si, pour p fixé dans N*, la série Ÿ° 7 ——— converge et la série de 
3 (P+4) 

+ ] 
terme général $, — ÿ —— converge. La première condition 

p=1 P q 

est réalisée si, et seulement si à > 1. Etudions la convergence de 

la série 5° S,. Nous commençons par chercher un équivalent simple 

de $,. Par comparaison série-intégrale on écrit : 

[ # < - < Î . tout qg > I S “ ——— pour tout q > 1. 
q (p + t)° (p + q)° qg—1 (p La t)® 

En sommant ces inégalités, on obtient : 

[” dt [ dt 
SES) | +8 o œ+e 

1 dl 5 + 
(a—1)(p+1)7 7 (a—1) pat 

1 1 
CS nl 

est sommable si. et seulement si. & > 2. 

donc 

A
 

A
 

Ce qui montre que S, — Par conséquent la famille
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. Par convexité de la fonction x + x 

CHAPITRE 2. FAMILLES SOMMABLES 

2, on obtient : 

1 
5 +9) < p? + <(p+q)?, 

ce qui donne 

1 >» L >» 2 

Das é+er  G+a 7e 

| 

(p? + g2)e 
1 

(p + q)°° 
a > 1 (d’après l'exemple précédent). 

Donc la famille ( = ge(n-} est sommable si, et seulement 

si, la famille ( )w.ge(n-)2 est sommable si, et seulement si, 

4. On écrit l'inégalité suivante : 

a +w > Va Ve. (2.10) 

2 1 : 1 
Comme les séries 5 ——> et 5 —— convergent, puisque —= et — 

s va = VE % vb 
sont strictement inférieurs à 1, la famille ( )(p.g)en? est som- 

2 

va Vi 
mable. L’inégalité (2.10) montre que la famille Gr) 6.9eN est 

sommable. 

. Considérons la partition de À définie par : 

di = {k EN: 10° < k < 107T1 — 1} N À pour tout n € N. 

On a card(J,) = 8.9" car l'écriture décimale d’un entier p € J, 

s'écrit p = Pp1.P2..Pnr1 avec L < p1 < 8 et 0 < p; < 8 pour tout 

2<i<n+l. Par suite 

< S 1=8K 
nEJh = na nEJ, Go” 

. 9 
et la série 5 8.(—)* est convergente. D'après le théorème 37, la 

famille est sommable. 

. On considère la partition (1,),ez+ de l’ensemble À définie par : 

I, = {(n;m):n-—m =p};pour tout p € Z*.
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: 1 
La famille ( 5 5 \mm)er, n'est pas sommable, puisque 

n? — m2? 

L rl 2er 2 #32) 2 — yp2° SE n? -m = (m +1)? -m 

et la série de terme général = diverge. Le 
(m+1)}?-m?  2m+1 

théorème 36 montre que la famille ( )\mm)eA n'est pas som- 
n? — m? 

mable. 

Exercice 2 : 

I 
1. Montrons la sommabilité de la famille (—)(n,p)€A où 

pe 

A={(n,p):n <p}. 

Pour tout p € N, on pose J, = {(n.p) : n < p}. Clairement, la 

famille (J,),en est une partition de A. Pour tout p > 1, 

! ! 

Myers? no À 

La série de terme général S, — — est convergente. Par ap- 8 p 8 P 

1 
plication du théorème 37, la famille (=) (m,p)cA est sommable et on 

p! 
a 

+00 p+l 2 1 1 
ë, =: D Dpt = 2e. (l 

(n.p)EA p=0 P° 

D'autre part, en utilisant la partition X, = {(n.p):n <p}ona: 

+00 +00 

(n, p)cA P n=0 pan P 

, 1 
2. Soit A — {(p,q) € (N*)? : p/q}. Comme la série Per converge 

1 
pour tout æ > 1, la famille (—. — )(p,g)e(*)2 est sommable, ce qui 

p°
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[l 
montre la sommabilité de la famille (== mia Pour chaque 

p € N* on pose À, = {(p.kp) : k € N*}. La famille (4,),en- est 

une partition de À. Par suite 

+00 +00 +00 +00 1 

> =D = (æ)(2) 
(p.4)EA PF p=1 k= 17 p=1 k=1 P 

L 
. La famille C2) 6.24: où À = {(p,q) € (N*)? : pgcd(p, q) = 1} 

I 

ge 
tout d € N*, A4 l’ensemble {(p,q) € (N*)? : pgcd(p,q) = d}. La 

famille (Ay)4ew-+ est une partition de (N*)?. Pour tout d fixé on a : 

ÿ + ÿ PP (2.11) 
EFe Fi pes 

D'autre part. on a (p.q) € Au si. et seulement si, il existe X, k’ tel 

que pgcd(k, k/) = 1, p = kd et q = k/d. Donc 

1 1 
> p?q2? — +» k2k'2d4 (2.12) 

(p:.9)EAa (k.k')eAi 

Les relations (2.11) et (2.12) donnent, 

> DIE 2 E2k2° 2 dd 

est sommable puisque la famille (= She ge) l'est. Notons, pour 

s
d
 

(p,9)E(N*) r k)cAi 

D'où 
| 

RER 
(p.9)€A F4 (k.k')EA1 6(4) 

4. Posons. pour tout n € N, l’ensemble 7, — {(p.q) e N° B+Q= n}. 

On écrit : 

D en 1e Pl — ] — 1 

= er n+iln = p 

on 
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27 

Comme la série de terme général m+i) est convergente, on en 

1 
déduit que la famille ( Jw.nen est sommable et on 
.. p'q"(p +q+1) 

+00 
1 2 1 = D 

(p.9)EN? plg(p+qg+1) Æ(n+1)! 2 

, ; . k+1)v 
Exercice 3 : Remarquons, d’abord, que la série 7 Oro converge car 

k 

k+ljv 
—  vy. On écrit : 

(k + 1)e- 
Eu=xS EN D 
n>1l n _ 

Etudions, donc, la sommabilité de la famille (a, ,x){n k)eA; avec 

A={(n,k):n>1letn<k}et 

I (k+ljhuz 
nR +1 F pour tout (n,k) € À. An.k — 

On considère la partition (Jz)Ken+ de À définie par J4 = {(n.,k) € N*2 : 

n < k}, pour tout k € N* (on fixe l’ordonnée). Appliquons le théorème 

de sommation par paquets à la famille (a, #)(x,#)c4. On à pour tout 

k € N* l’ensemble J, est fini et 

E 1  (k+llw 
= 2 m=) Mm+1) 

(n.k)eJh = 

k Œ+ De 1 _ (k+ Ljux 1 
+ 2 +=: FR CErrn  % 

La famille (Sx)zen+ est sommable, puisque la série ÿ} vx converge. Par 

suite la famille (a,k)(n.k)c4 est sommable et 

+00 

D anx= Du 
(n.k)cA k=1 

Considérons la partition (K, 1ew+ de À définie par K, = {(n,k) € N°? : 

n < k} pour tout n € N*. La sommabilité de la famille (Gn.k)(n,k)EA
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montre que pour tout n € N*, la série 

rm n(n +1) k 

converge (qu'on le sait ce et que la série 

(k + 1)vy LE ttle ne 
n k>n n 

converge. Par suite, 

+00 +00 1 (& . 1v 

>> = E mieu 
n= nn (n.k)eA 

22 

Exercice 4 : La série 3. ——— converge pour tout z € C\{2,3,..} et on 
p>2 P(p — 2) 

a pour tout 2€ Cet ||] < 1, 

+00 2 +00 9 +00 9 +00 +00 

DD DD =D SC) 
p=2 p=2 op p=2 n=0 p=2n= 2 P 

… 

Soit z € C tel que |z| < 1. Montrons que la famille (G)pz2n22 est 

sommable. Pour p > 2 fixé on a la série 57, |-|* converge dont la 
— P 

somme est égale à 

n _ IP LP 
Se [= = es 
° >|, p(p—l:l) p° 2 

Donc. la série de terme général S, converge. D’après le théorème de 

Fubini la famille ((—-)*),>2n>2 est sommable. Par suite, p' /P22r2 

+00 +00 +00 +00 

D C2" =-EYC) 
p>2n>2 p=2n= 2 P n= 2p=2 P 

Il s'ensuit que 

+00 +00 +00 2 +00 +00 2 

> 22) => > CT 
p=2 P (b— p=2n=2 D) n=2 p=2 P 

+00 OO +00 

Nr Sy = ST 2" (ç(n) — 1). 
n=2 p=2 P n=2
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Exercice 5 : 

1. 

D
 

En utilisant le développement en série entière de la fonction expo- 

nentielle, on a pour tout réel x, 

k=0 k=0 n=0 
: +00 +00 en qe e +00 +00 En x” : o(n) . 

DD kln! D) ED ar n! Ÿ 
k=0 n=0 n=0 k=—0 n= 

+oo pen 
où, o(n) = ÿ. PRÉ pour tout n € N. Reste à justifier la permutation 

k=0 
kr" 

(@). Il suffit de montrer que la famille Cr) ane est sommable 

e [el" pour tout x € R. Pour, k fixe, la série de S° En! est sommable 
. Ki! 

+2 k° |x[*  exp(k|x|) et ÿ 
exp(k |x 

. et la série de terme général pie El 
oO Em k! k! 

est convergente. 

Pour tout x € R\{—2,—3, —4,..}, la suite ug(x) = est posi- 
z+k 

tive à partir d’un certain rang et elle est décroissante, donc la série 

définissant f vérifie, à partir d’un certain rang, le critère spécial des 

séries alternées. 

k=2 n=0 

| nm 

Pour tout k fixé la série de terme général Li converge et on a 

+00 af ik 1 el kel 
n+I LL 7 2 À FPE nn k k k 1_ [Ed] k?—|xlk k 

k
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+00 re 

la série 5° S ee converge. Le théorème de Fubini s'applique. On 
n=1 % 

en déduit que, pour tout x tel que |x| < 2, 

+00 +00 +00 1)7+kx n +00 +00 (—1}* 

EXT See CD 
k=—2 k=—2n=1 n=0 k=—2 

+00 

— n(n +1)(—-1)*x", 

0 

oo {_1\k4 

avec 7(x) = 5 : pour tout x > 0. 

a
"
 

re
n 

Exercice 6 : 

L. 

N
D
 

n re 

1+4t 
Pour tout réelt € ]—-1,1[ona = |tf”, donc la série 5° 

n 

+é 
converge. Si [t| > 1 la série 2; diverge grossièrement. La 

fonction f est définie sur |—1,1|. 

. Pour tout te ]-1,1[, on a: 

+00 +00 +00 

d …_ 1 link 

f(é) = Dr: an =D (1) 
n=1 k=1 

- (Sy) 

+00 (—1)5+14k 

_ ii = tk 

Justification de @ : La famille ((-DTUEE) (n)en2 est sommable. 

En effet, pour tout n fixé dans N* la série de terme général Ets 

A pr (él - (él” converge, de somme ÿ [t|"* — r. et la série D ——— > IF IF 
nm 

converge puisque = ll. 
1— |] 

(—1}+ tr 

La série 5° Ee- vérifie le critère spécial des séries alternées 

T 

pour tout t € [0,1[ puisque la fonction h : x + 

mt 

(& —1) 

- est décrois- 

sante ( h’(x) = t* < 0). Soit N € N*, pour tout t € [0.,1[,
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on à : 

+09 CDN al < +N a -9= 4N 

= 1-8 —i-iN l+t+é+.+eN-t 

l 
< —, 

puisque #* < #N si k < n. Ce qui montre la convergence uniforme 
1° ln 

de la série 5° ONE —t) sur [0,1[. 

À n+lpm _] n+l 

4. Pour tout n € N*,on a: in TE (1 —t) = C1 et la série 
#1 1-1 n 

(—1} tte 

> ————(1—t) converge uniformément sur [0, 1[. Le théorème 

d'interversion des limites s'applique, 

+00 n+ilin 
dé (—1) T1 

lim(1 FPE) = pe _ = 

El 1y 

DE = }n(2). 

5. Pour tout t € |—1,1{, on écrit : 

+00 

Soit, pour tout p € N* l’ensemble Z, = {(n.k) : nk = p}. Comme 

la famille (PT) (x n)eN-2 est sommable, par le théorème de 

(1—t) 

+00 +00 

_ = $ ÿ (1 À M nu 

n=1 k=1 

per CE 

sommation par paquets, on obtient 

f(é) = ÿ (—1 1y7+igin — 5 ŸS_ (- 1)7+1ç8r 

(n,k)eN*? p=1 (n.k)eL, 

+00 +00 

=SU NY (LDH) = x) 

Donc f est développable en série entière sur |—1,1[. On a 

x(p) = D (1, 
n|p 

c'est-à-dire, x(p) est la différence de la somme des diviseurs impairs 

de p et la somme de diviseurs pairs de p.
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Exercice 7 : 

1. On a déjà montré (voir exercice 2) que 

+00 1 

ie LL 
(p,9)EN*2 

D'autre part. en appliquant le théorème 37 à la famille 

É 
Green 

avec la partition définie par J, = {(p.q) € N°2 : pq = n} pour tout 

n € N*, on obtient : 

+00 

ee À LS Ep LL pa 
gen? ? n=1 (p.)E Ts ? n=1 7 (pos 
+ ; + } 

(a) Fixons un diviseur d de n. Soit 1 < k <n on a pgcd(k,n) = d 

si, et seulement si, il existe p,q premiers entre eux tels que 

k = pd et n = qd. Ce qui revient à dire que l’ensemble 

Aa={keN:1<k<net pecd(k,n) = d} 

—) = 1} = fpd:1<p< = et pgcd(p. d 

Donc, card(A;) = e(5). Comme l’ensemble {1,2,.n} est la 

réunion disjointe des ensembles (A) on en déduit, par éga- 

lité des cardinaux, que : 

Z+G = > vd) 
din 

Il 

(b) On écrit : 
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e@) Montrons que la famille (7 ne Je P)en-2 est sommable pour tout 

æ > 2. Soit (Jx)ren* la partition de N*? définie par 

Je = {(p,n) € N° : pn = k}. 

Pour tout £ > 1 on a : 

p L] k ï 

et la série de terme général  S 21 ) est donc convergente. 
@n)er PT 

D'après le théorème 37, la famille eu) en-2 est sommable pen (n.p)EN 

et 

+oo +00 

- p(n) p(n) _ 1. 

n=1 n)EeN k=1 

Exercice 8 : 

1. Il suffit de montrer la sommabilité de la famille 

( ) @+a)@+a +1) PAT 
1 

On a, pour tout qg € N*, la série converge PETITES 
car 

1 1 

œp+g)(p+a +1) p? 

de plus 

e+d)p+g +1) Zp+é p+d+l 
1 

g
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et la série 7 —; converge. D’après le théorème de Fubini, la famille 
q 
I 

G + q2)(p + q? +1) )p.genxn* es
t sommable et on à : 

+00 
Loin 

en FER +1) 
p=0 g=1 (p + q?) FETES 

+00 +00 

g=1 p=0 (p + d?)(p + qd? +1) 

DT 
g=1 1 

2. Pour tout n € N*, on pose 1, — {(p. q) EN x N*:p+0q? =#£. 

En appliquant le théorème de sommation par paquets à la famille 

Œ Foret Dj /@.DENxN" avec la partition (/,),<n+. on ob- 

tient : 

+00 1 +00 L 

de P+Pb+P+D 20 2. P+PE+F +1) 

_ 1 
— a Pers n(n +1) 

: _. card(J, ) 

enr n(n +1) 

SNL 
n(n +1) 

3 (l LA
 

Car. le nombre d'éléments de Z, est le nombre des entiers g € N* 

tels que 1 < q? < n. égal à E(/n). On en déduit que : 

+00 
— E(Vn) _. SE) Lo). 

n(n +1) 
n=1
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Exercice 9 : 

1. Une application directe du théorème de Fubini montre que la famille 

— }re + N* est sommable. On écrit donc : GH6.Hen-x<N-\{1} 

n n +00 FO 

DH=E D x-> Ex 
k=—2 k=2i— 1° i=1 k—2 

1 1 
ES. an — 1 

i=2 1 — —- 
i 

= +00 LC DS | 

=n— — 
m4, (i — 1) 

+00 1 +00 j 

=n-1 _ 
7 DEEE DETTE 

+00 j 

i—2 

+00 1 

Où on a utilisé le fait que À s D = Î 

LOT | 
2. Ones: \—-1}'nu, = Y SLR nG D Etudions, donc, la somma- 

n n i=27? 

—1)* 

bilité de la famille ( Yén)ea-\417)2- Pour à > 2 fixé, la série 
PGI) 
ln | _ mn 
im(i—1)| i(i—1) 

entière ÿ nx* converge pour tout x tel que [x] < 1. En utilisant 
+00 

l'identité 37 na = = pour tout x € ]-1,1{, on obtient 
n=1l (1 En ) 

3 mn _1,1 1 
2 ir(i—1) 2 8  i(i+1) 

de terme général converge, puisque la série 

E 1 1 
— + — — ——— ) est convergente. D’après 
2 à  ii+ D) - P 

Clairement, la série S7( 
è
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in(i — 1) FE le théorème de Fubini, la famille ( -\17)2 est som- 

mable. Il vient : 

S* +00 +00 

2! n=2 i=2 

+00 +00 
(—1})" 

RÉ 
i=2 n=—2 

| nr”? CO 
Exercice 10 : On a y ] = ) > n(x")F. Montrons, donc, la somma- 

+ k=1 
nm nm 

bilité de la suite double (nx nm keN-xn-. Pour tout n € N° fixé, la 

: k e k |” série  n|x|"° est convergente, car [2"| < Let Sn: =n s 
k k=1 1 — FA) 

nm 

De plus, la série de terme général n _ | converge, puisque 
— |x 

nm 
T 
De - n|x|”. Ce qui montre la sommabilité de la famille considérée. 

— |x 
En appliquant le théorème 56, on obtient 

+00 +00 +00 +00 +00 

(n,k)EN* xN* n=1 k=1 k=1n=1 

En utilisant l'égalité : ie” ny" = A pour tout y € |-1,1{, il



2.4. SOLUTIONS DES EXERCICES 55 

vient : 
+00 

D = ap T5 
n=1l 

En considérant la partition (1,),ew- définie par 1, = {(n.k) :nk=p} 

pour tout p € N*, on obtient : 

+00 +00 +00 

ÿ nat = >. D» na = D az ÿ 
(n.k)EN* xN* p=l (n.k)eI, p=1 (n.k)El» 

+00 

= >» ,o(p)x? 
p=1 

Exercice 11 : 

1. Soit n un entier strictement supérieur à 1. La décomposition de n 

en produit des facteurs premiers s'écrit n = pf'...p9r. On a : 

Su(d)=n(t)+  ÿ.  u(d). 
CIO 2<d]|p1.p2..pr 

Cette égalité provenant du fait que y(d) = 0 dès que d admet un 

facteur carré p?. D'autre part, il y a k façons de choisir À nombres 

premiers parmi les p;. et chacun de ces choix fournit un diviseur de 

n avec k facteurs, dont l'évaluation de la fonction de Môbius est 

(—1)F. Par suite 

S_[u(d)=1+ 2t-10#(7) = (1+(—1)) =0. 
k=1 k din 

(à) 
52 

1 
et > — sont absolument convergentes, donc 

J 

la famille Li est sommable. Donc 

x | +x Lu +00 u(i) 

DEDSE DS 40 
è=1 i=1 (O EN? | (i,5)EN*2 

En considérant la partition (4, ):ew+ de N*? définie par 

An = {(i,j) : ij =n} pour tout n € N°
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et en appliquant le théorème de sommations par paquets. on ob- 

tient : 

2 HO _È no) _X 1 SE DS nu =t 
(i,3)EN*2 n=1 (i,j)E An n=1 in 

0 si 1 +00 À +00 ufi 
car 22H) = { 1 ri © 1: Il s'ensuit que (2 22 He, = 1 

(a) Soit n € N*, on écrit : 

La dernière égalité provenant du fait que 5 u(d) =0sid Zn. 
d\# 

(b) On écrit : 

E(£)(1 + E(©) 5 D ADED+EM = D Hi 
T1<i<r inini | 

(5) 1<i.5<e 

= D Da = D vi) 
1£n<x iln 1<n<æ
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(c) Pour tout x > 0, on a : 

E(-) E(-—) 
CE a + D 40 ) 

ln <a 1<i<x 1<i<x 

(2.13) 
Le premier terme du second membre tend vers 0 quand x tend 

D x 2 

i 

|
 &.
 

Ê
 

Il 
D
i
r
 

vers l'infini. car : 

x 
E(-—) 1 1#® 1 IMm(x) 

Du) |< D BOITES >E-— 
1<i<x 1<i<x è=1 

x 
E(—) 

Par suite lim Ÿÿ. wi) à = 0. D'autre part, en utilisant 
BI TOO 1 << T 

l'écriture y = E(y) — {y} pour tout réel y, on obtient : 

2 T tx)\.2 

E(=) -12b 
Du) = D ut) — G 
1<i<x 1<i<x 

H(i) ui) çæ 
— Er — À 5 = 
É, i2 >» x? 5} 

u(i) ft? 
+ Let) | 

T 55 à 
Comme 0 < {=} < lil vient 

i 

1<i<æ 1<i<æ 1<<œ 

Donc 

T.2 

E(- | 
im SÙ w(i) D = lim 2) 

T—+00 x? æ—>+00 2 
1<i<x 1<i<e 

RESTO 
EL 2 72
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En utilisant l'égalité (2.13), on en déduit que : 

lim L ÿ ln À. 
æ—+00 T T2 

1<En<x 

Exercice 12 : 

1. On écrit : 

n n k n n 

; Ur — ) ; UpUk=p — ) ) UpUk-p — Du > Ur ko) 

nm n n—p 

Posons pour tout p,n € N, a,(n) = { k SP MT 
UpVn-p 

n OO 

bien D wy = ÿ, a(n). 
k=0 p=0 

2. La convergence de la série ÿw, est équivalente à la convergence 
n 

de la suite (S_ when. Pour chaque p € N, on a : 
k=0 

lim a,(n) = lim u 7 ) Ün 

La série ÿ_a,(n) converge uniformément par rapport à n. En effet, 

la convergence de la série ÿ_v, assure l’existence d’un réel M tel 

que |[V,| < M pour tout n € N. Par suite 

la (n il lu, V, #l < M [up| ; 

et la série 57 M |u,| converge. En utilisant le théorème de la double 
p 

limite, on obtient 

nm O0 

lim ) wy = lim ) an) = > lim a,(n 
n—+00 n—+00 “ae 

k=0 p=0 

= Up 3 mu. — 0 on || 0 Up 
p=0 k=0



Chapitre 3 

Espace probabilisé 

3.1 Modélisation d’une expérience aléatoire 

3.1.1 Univers et événements 

Une expérience aléatoire est une expérience pour laquelle on ne peut pas 

prédire le résultat que l’on va obtenir. On associe à une telle expérience un en- 

semble qui contient tous les résultats possibles, appelé univers ou ensemble 

fondamental. Cet ensemble est en général noté (. Il peut être fini, infini dé- 

nombrable, ou infini non dénombrable. Un élément w € Q est une réalisation 

de l’expérience. ou éventualité. 

Exemple 1 : On lance n fois un dé numéroté de 1 à 6. Chaque résultat est 

un n-uplet (w1,w92,..,u,) où w; € {1,2,..,6}. Donc ( = {1,2,..,6}". 

Exemple 2 : On lance une pièce de monnaie jusqu’à l’obtention de la pre- 

mière face. Si on s'intéresse au nombre de lancers nécessaires. alors 

Q = N*U {ww} (le résultat © veut dire qu'on n'obtient jamais face). 

Si on s'intéresse au résultat obtenu, alors Q = {w, : à € N*} U {we} 
(LAVE 

: IS 
où W; est le résultat : ( P.P..P ,F) et ws = (P,P..) : tous les lancers 

donnent pile. L'univers ( est dénombrable. 

Exemple 3 : On lance une pièce de monnaie une infinité de fois. Un résul- 

tat est une suite d'éléments à valeurs dans l’ensemble {P.F}. Donc. 

Q = {P, F\, L'ensemble Q dans ce cas est infini non dénombrable (cf. 

corollaire 23). 

Exemple 4 : On s'intéresse à la durée de vie d’un appareil électrique. Alors 

Q = RT où un résultat possible est un réel t € RT qui représente la
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durée de vie de l’appareil. Dans ce cas aussi l’univers est infini non dé- 

nombrable. 

Lors d’une expérience aléatoire. on se donne une propriété que peut vérifier 

un résultat de l'expérience. Par exemple, lorsqu'on lance un dé, on considère 

la propriété «obtenir un nombre pair». On associe à une telle propriété un 

sous-ensemble de l'univers appelé un événement. Comme exemple, lorsque 

on lance un dé, l’ensemble {2,4,6} est un événement qui correspond à la 

propriété «obtenir un nombre pair». Un événement est donc un sous-ensemble 

de l’univers (. Un événement À est réalisé si le résultat w de l'expérience 

appartient à À. 

— Dans l’exemple 1, soit À = {1} x (LB C A. L'événement À 

correspond à la propriété «obtenir 1 au premier lancer». 

— Dans l'exemple 2, soit k € N* et Az l'événement «obtenir pile au (k—1)- 

ième premiers lancers». Alors. avec la première interprétation, on a 

Pour analyser une expérience aléatoire on commence par considérer une 

classe" d'événements. 

Dans le cas où l’ensemble Q est au plus dénombrable (comme les exemples 1 

et 2). cette classe est la plupart de temps l’ensemble de tous les sous-ensembles 

de Q, P(Q). Ainsi tout sous-ensemble peut être considéré comme événement. 

Dans le cas où ( est infini. non dénombrable, l’ensemble des parties de Q 

est très grand et plus complexe (penser par exemple à P(R)). et on conçoit qu'il 

contienne des ensembles auxquels on ne peut associer aucune signification par 

rapport à notre expérience. Le choix de P(Q) comme ensemble des événements 

serait alors source de difficultés théoriques et on se restreint à une partie B de 

P(Q). Cette partie doit satisfaire quelques conditions logiques : 

1. L'ensemble ( est un événement, qu'on appelle événement certain. 

2. Si À est un événement, son complémentaire À — Q \ À est aussi un 

événement appelé événement contraire de À. 

3. Une réunion dénombrable d'événements est un événement (stabilité par 

réunion dénombrable). 

Après avoir défini l'ensemble des événements (une partie de P(Q) satis- 

faisant les propriétés 1, 2 et 3), on associe à chaque événement un nombre 

qui mesure sa vraisemblance de réalisation. Cette application ainsi définie sur 

l’ensemble des événements est appelée probabilité. Reprenons donc depuis le 

debut.
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3.1.2 Tribu ou c-algèbre 

Définition 59 On appelle tribu ou o-algèbre sur un ensemble Q, toute par- 

tie B de P(Q) satisfaisant les propriétés suivantes : 

1..NEB. 

2. SiAE B alors AE B ie : B est stable par passage au complémentaire. 

3. Soit (Anhen une suite d'éléments de B alors |) À, € B (B est stable 
nEeN 

par réunion dénombrable). 

Exemples : 1. P(Q) est une tribu sur (. (Si Q est au plus dénombrable, 

on choisit en général P(Q) comme tribu). 

2. {Q,G} est une tribu. 

3. Soit À C (1, alors {Q,A,4À, S} est une tribu. 

Définition 60 Un espace probabilisable est la donnée d'un couple (Q,B) où 

B est une tribu sur Q. L'ensemble Q est appelé l'univers et tout élément de B 

est un événement. 

Exemple 61 Soit Q un ensemble infini non dénombrable. On pose 

B={ACQ:A ou A=Q\A est au plus dénombrable} 

Alors (Q.B) est un espace probabilisable. En effet, on a Q € B puisque Q 

est l’ensemble vide donc fini. De plus, par définition de Bon asiA € B 

alors À € B. Enfin, soit (Ah hen une suite d'éléments de B, montrons que 

l’ensemble À = |] À, € B. 
nEeN 

— Si pour tout n € N, À, est au plus dénombrable, alors A est au plus 

dénombrable (cf. proposition 11) et donc À € B. 

— Sinon, il existe un entier no € N tel que A, est infini non dénombrable 

donc A, est au plus dénombrable. Comme 

A=f()4 CA: 
nEeN 

alors À est au plus dénombrable, donc À € B. 

Vocabulaire : Soit (Q,B) un espace probabilisable. 

Q est appelé événement certain. 1. 

2. S est appelé événement impossible.
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3. Deux événements À et B sont dits incompatibles si ANB = G. 

Proposition 62 Soit (Q,B) un espace probabilisable, alors : 

1. SGEB. 

2. B est stable par intersection dénombrable : Si (A,),en est une suite 

d'événements alors (\ Ah est un événement. 
neN 

3. B est stable par réunion et intersection finies : Etant donné A:,A2,..A, 
p p 

p événements alors (J 4, € Bet () 4, € B. 
n=1l n=1l = 

4. SiA,B € B alors B\A € B. 

Preuve. 

1. SG=NEB. 

2. Si (A, en est une suite d'éléments de B, alors À, € B pour tout n € N. 

Par suite : (N 4, = |) 4, €B. 
nEeN neN 

p 

3. Si A1, 42,.., 4, € B on écrit (J Ar = (J An, avec An = © pour tout 
n=1 neN 

?P 

n > p+1. Comme À, € B, pour tout n € N, |J 4, € B. De même on 
n=1 

p 
a f An = () Ah € B où 4, = Q pour tout n > p +1. 
n=1 nEN 

4. SiA, BE B alors B\A=BNAEB. 

ce qui achève la démonstration. ü 

Remarque : Il est simple de vérifier que l'intersection d’un nombre quel- 

conque de tribus sur Q est une tribu. Soit Æ une partie de P(Q). La 

plus petite tribu qui contient Æ est appelée tribu engendrée par F. 

Par exemple, la tribu engendrée par une partie À € P(Q) est la tribu 

{Q,A,A,S}. La tribu engendrée par une partie Æ de P(Q) est donc 

l'intersection de toutes les tribus qui contiennent F. 

3.1.3 Opérations sur les événements 

Soit (4, ),en une suite d'événements. 

— Une réalisation w € |J À, si, et seulement si, il existe p € N tel que 
nEeN 

w € À,. L'ensemble (J 4, décrit alors l’événement «au moins l’un des 
nEeN 

événements À, est réalisé».
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— De même l’ensemble ff} À, est l'événement «tous les événements 4, 
nEN 

sont réalisés». 

— Soit B — ff) (J A, Remarquons que B est un événement, puisque 
nEN p>n 

pour tout n € N, B, = |) À, € B (par stabilité de B par réunion dé- 
p2n 

nombrable) donc B € B comme intersection dénombrable d'événements. 

D'autre part. une réalisation w € B si, et seulement si, pour tout n € N 

il existe un entier p > n tel que w € À,. C'est-à-dire, B est réalisé si, 

et seulement si, une infinité d'événements (A, ),eN sont réalisés. On en 

déduit que B décrit l'événement «une infinité des événements 4,,.n € N 

sont réalisés». L'événement B est appelé limite supérieure de la suite 

(An )nen. noté im sup A. 

— On vérifie de même que l’ensemble C = |] ff} À, est un événement. 
nEN p>n 

Une réalisation w € C’ si, et seulement si, il existe un entier n € N tel que 

w € À, pour tout p > n. Donc C décrit l'événement «les événements 

A} sont réalisés à partir d’un certain rang». L'événement C' est appelé 

limite inférieure de la suite (4, ),<N. noté lim inf 4,. 
ñn—O00 

3.1.4 Systèmes complets d'événements 

La connaissance d’une famille au plus dénombrable d'événements (A; );er 

qui constitue une partition de (, joue un rôle important dans le calcul des 

probabilités (voir théorème 79). 

Définition 63 Soit (Q,B) un espace probabilisable. Une famille au plus dé- 

nombrable (A;);er d'événements est appelé un système complet d’événe- 

ments si elle vérifie les conditions suivantes : 

— Les événements À;.i € TI sont incompatibles deux à deux, c'est-à-dire 

ANA;=S pour toutifjel. 

- = Üier Ai. 

Exemple 1 : Dans le cas où Q est au plus dénombrable la famille formée par 

les événements élémentaires ({w}),en est un système complet d’événe- 

ments. 

Exemple 2 : Soit À € B, la famille (A, À) est un système complet d’événe- 

ments.
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3.2  Probabilité 

3.2.1 Définitions et propriétés 

Considérons un espace probabilisable (Q, B), qui modélise une expérience 

aléatoire, nous souhaitons associer à un événement donné un nombre réel qui 

mesure les chances qu'il se produise. On définit une application sur B qui à 

chaque événement À associe un réel P(A), appelé probabilité de À, compris 

entre 0 et 1 : plus P(A) est proche de 0 moins l'événement risque de se réaliser, 

plus P(A) est proche de 1 plus l'événement se réalisera souvent. 

Définition 64 On appelle probabilité sur l’espace probabilisable (Q, B) toute 

application 

Vérifiant : 

1. EO}= L. 

2. (o-additivité) : Pour toute suite d'événements (A,),en incompatibles 

deux à deux, la famille (P(A,))hen est sommable et on a : 

P(U 41) = S P(4). 
n=0 neN 

Définition 65 Un espace probabilisé est la donnée d'un triplet (Q, B. P), où 

P est une probabilité sur un espace probabilisable (Q,B). 

Exemple : Reprenons l’espace probabilisé (Q, B) de l'exemple 61. L'’applica- 

tion P : B — [0,1] définie par : 

pour tout À € B, 
P(A) = 0 si À est au plus dénombrable 

P(A) = 1 si À est au plus dénombrable 

définit bien une probabilité sur (Q,B). En effet : 

— P est bien définie, puisqu'une partie de ( et son complémentaire ne 

peuvent pas être à la fois au plus dénombrables. 

— On a bien P(Q) = 1. 

— Montrons la &-additivité de P. Considérons une suite d'événements 

(An )}nen incompatibles deux à deux.
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Si pour tout n € N, 4, est au plus dénombrable alors |) À, est au 
nEeN 

plus dénombrable. Donc P(4,) = 0 pour toutne Net 

+00 

P((J 4n) = ÿ_ P(4) = 0. 
—=0 

Sinon, il existe un entier n9 tel que À,, est infinie non dénombrable 

(en particulier |] A, est non dénombrable). Comme pour tout entier 
nEeN 

n £ no on a À, C An qui est au plus dénombrable, À, est au plus 

dénombrable. Donc P(4,,) = 1, P(4:) = 0 pour tout n £ no et 

P(U,en An) = 1: On a bien, 

+00 

P((] 4:) = S[ P(4). 
—=0 nEN 

Par suite (Q,B, P) est un espace probabilisé. 

On énonce dans la proposition quelques propriétés fondamentales d’une 

probabilité. 

Proposition 66 Soit P une probabilité sur un espace probabilisable (Q, B), 

alors : 

d. 

+
 

G
t
 

PiS)= 0. 

Pour tout AcB 

P(A)=1- P(A). 

Pour tout système complet d'événements (Ah hen. on a : 

S°P(A,) = L. 

n=0 

Pour toute famille finie (A1.Ao..….A,) d'événements incompatibles deux 

à deux on à : 
P P 

P((J A) = ÿ_P(4). (3.1) 
n=1l n=1 

Pour tous A.B € B. 

P(AUB) = P(A)+ P(B)- P(ANB). (3.2) 



66 CHAPITRE 3. ESPACE PROBABILISÉ 

6. L'application P est croissante : 

SiA,BEB, AC B implique P(A) < P(B). 

Preuve. 

1. 

D
 

Soit (Ah }hen la suite d'événements définie par À, = Z pour tout entier 

n € N. La o-additivité de P implique que la série 57 P(@) converge, soit 

Pis)= 0 

Soit À un événement et (A4,),<nN la suite d'événements définie par : 

Ao = À. A1 = À et À, = © pour tout n > 2. Par la o-additivité de 

l'application probabilité, il vient 

+00 

1= P(Q)= P(UJ 44) = ÿ_ P(4:) = P(4) + P(A). (3.3) 
n=0 nEN 

Conséquence directe de la définition de la probabilité. 

4. Soient (B, h1eN la suite d'événements définie par Bo = S. B, = À, pour 

1<n<pet B, = © pour tout n > p +1. Alors, par la o-additivité de 

PR on à : 

+00 +00 P P 

P([] 4:)=P(UÜB,:)= 5 P(B;)=YCP(A4;) (34) 
n=1 0 n=0 n=1 

En utilisant l'égalité : 

AUB=(ANB)U(ANB)U(AUB), 

et en appliquant (3.1). on obtient : 

P(AUB)=P(ANB)+P(AUB)+P(ANB). (3.5) 

D'autre part, comme À = (ANB)U(ANB), 

P(A)= P(ANB)+P(ANB), (3.6) 

de même on a : 

P(B) = P(AUB)+P(ANB). (3.7) 

Les égalités (3.5),(3.6) et (3.7) permettent de conclure. 

6. Si AC B, on écrit B = AU(B\A). Par conséquent, 

P(B) = P(A)+ P(B\A) > P(4)
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Ce qui achève la preuve. = 

La o-additivité de l’application probabilité peut être généralisée ainsi : 

Pour toute famille d'événements incompatibles deux à deux (A;);er où I est 

au plus dénombrable, la famille (P(A;));27 est sommable et on a : 

P([JA:) = ÿ_P(Ai). 
iel ici 

L'égalité (3.2) se généralise à l’union finie d'événements. Plus précisément, 

on a la formule de Poincaré : Pour tous événements A1. 42... 4,. on a : 

P(UAd= EC D P(ANnAN.NAi)l (88) 
k=1 i=1 1<Li1<22<..<i<n 

On démontre ce résultat par récurrence (voir aussi l’application 144). 

Application 67 Le pourcentage des étudiants qui passent les concours X, 

ENS et Mines- Ponts est donnée par, X :/0%. ENS : 30%, Mines-Ponts : 60%. 

X et ENS : 10%, X et Mines-Ponts : 50%, ENS et Mines-Ponts : 40% et 

1% des étudiants passent les trois concours. Par une application directe de la 

formule de Poincaré. le lecteur peut établir que 31% des étudiants passent au 

moins un CONCOUrs. 

3.2.2 Modélisation d’une expérience aléatoire 

On se place dans le cadre où l’univers Q est au plus dénombrable (qui est 

le cadre du programme officiel). On choisit en général P(Q) comme tribu. Soit 

P une probabilité sur (Q,P(Q)). Comme la famille ({w}),en est un système 

complet d'événements, la famille de réels positifs (P({w}))sen est sommable 

et on a : 

D_P({w})=1. 
wen 

Inversement, toute famille sommable de réels positifs (a, ).,ca telle que 

Ÿ = 1, permet de définir une probabilité sur l’espace (Q, P(Q)). 

wen 

Proposition 68 Soit Q un ensemble au plus dénombrable et (a, )sen une 

famille sosmmable de réels positifs telle que a = 1. L'application P définie 

wen 
par 

P(A) = ÿ a, pour tout événement À € P(Q), 
wEA
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est une probabilité sur (A, P(Q)). 

Preuve. Il suffit de vérifier que l’application P vérifie les propriétés 1 et 2 de 

la définition 64. Remarquons, d’abord, que pour tout événement À, la famille 

(ay )wcA est sommable, puisque la famille (a, ),ca est sommable, et on a 

GE Due # @= 1 

wEeA wen 

ce qui montre que l'application P est bien définie et à valeurs dans [0,1]. 

D'autre part, par définition de l’application P, on a : 

= Ya = 

wen 

Soient (A: ),cN une suite formée par des événements incompatibles deux à 

deux et B — |] 4,. La famille (4, ),eN est une partition de B. D'après le 
nEeN 

théorème de sommation par paquets appliqué à la famille sommable (a.,,).,<8. 

on obtient : 
+00 +00 

n=0 weB n=0 weA, 

Ce qui achève la démonstration. Le 

Remarque : Ainsi, Pour définir une probabilité sur l’espace (Q, P(Q)), dans 

le cas où Q(? est au plus dénombrable, il suffit de définir la probabilité des 

événements élémentaires P({w}) pour tout w € Q, de telle sorte que la 

famille (P({w}))uen soit sommable et de somme égale à 1. La famille 

P({w})uca est appelée une loi de probabilité sur Q. 

Exemple 69 Sur l’espace probabilisable (N*, P(N*)) on définit une probabilité 

P en posant : 
5 

P({n}) = Fo Pour tout n € N°. 

En effet, on a P({n}) > 0, pour tout n € N*, et 

D ce). 
© Ph = D EE 

n=1l 

Soit k € N* et A, l'événement «l'entier est multiple de k>», alors : 

= 5 P({n}) = © Pt = mp 
nEAx n=1l
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Exemple 70 {Suite de lancers). On lance une pièce de monnaie jusqu'à ob- 

tenir pile. Une série de lancers s'achève par l'obtention d'une pile. Par suite 

cette épreuve peut être modélisée par l'univers Q = {w, : i € N*} U {ws} avec 
(—1) fois 

= (F,F,.F,P) etws = (F,F,..), correspondant au cas où on n'obtient 

darsais pile. On considère la tribu P(Q). On définit une probabilité P, en po- 

sant : 

P({u;}) = (1—p)"1!p pour tout i € N* et P({wx}) = 0. 

avec p € ]0,1[. On va voir que l'espace probabilisé ainsi défini, modélise la 

suite des lancers indépendants lorsque la probabilité d'obtenir pile est p. 

Probabilité uniforme sur un ensemble fini 

Soit ( un ensemble fini. La probabilité uniforme sur (Q, P(Q)) est la proba- 

bilité pour laquelle les événements élémentaires ont tous la même probabilité, 

c'est-à-dire : 
1 

P({w}) = ——— r tout w € (1. ({w}) TU pour tout w € 

Par suite, pour tout événement À on a : 

= SP ({w}) = card( et 

wEeA 

Remarque : On ne peut pas définir une probabilité uniforme sur (Q, P(Q)), 

dans le cas où ( est dénombrable. En effet, si tous les événements élé- 

mentaires ont la même probabilité c'est-à-dire P({w}) est constante, la 

sommabilité de la famille (P({w})),ca entraîne que P({w}) = 0 pour 

tout w € N et par suite P(Q) = 0, ce qui est absurde. 

Probabilité de la réunion d’événements non incompatibles. 

Etant donné un espace probabilisé (Q,B, P), souvent on cherche la pro- 

babilité d’un événement À € B qui s'exprime sous la forme A — |) 4, ou 
nEeN 

A = fN Ah. avec (4,),en est une suite d'événements dont on connaît la pro- 
neN 

babilité de chaque événement 4,,, pour tout n € N. Les deux résultats suivants, 

qui sont des conséquences de la &-additivité de l’application probabilité, nous 

permettent de conclure dans le cas où la suite des événements (4, ),en est 

monotone.
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Théorème 71 Propriété de continuité croissante : Soient (Q,B, P) un 

espace probabilisé et (A,),eN une suite d'événements croissante, c'est-à-dire 

telle que A, € Ah+1 pour tout n € N. Alors, 

P((JA4:)= lim P(4). 
n—+00 

neN 

Théorème 72 Propriété de continuité décroissante : Soient (Q,B,P) 

un espace probabilisé et (A, ),eN une suite d'événements décroissante, c'est-à- 

dire telle que A,:1 € À, pour tout n € N. Alors, 

P(( An) = lim P(4»). 
n—+00 

neN 

Preuve. (Théorème 71). L'idée est de construire à partir de la suite (4, )1eN 

une suite d'événements (B, ),eN. incompatibles deux à deux et telle que 

UJB: = (JA. 
nEN nEN 

On considère la suite d'événements (B; ),en définie par : 

Bo = Ao et By — An\An-_1 pour tout n € N*. 

— (B;hen est une suite d'événements incompatibles deux à deux. En effet, 

sin Z£m (par exemple n < m) alors 

Bn € An € Am-1 et Bn = Am N Am_1 € Am—1; 

donc B, NB, = ©. 
n 

- On a : 4, — |] B;. En effet, si 0 < à < n, B; € À; € Ah, donc 
i=0 

nm 

U B; € Ah. D'autre part, soit w € À,, il existe un plus petit entier k 
i=0 

nm 

dans {0,1,..,n} tel que w € Az. Donc w € By, par suite w € |J B;. Ce 
: i=0 

qui montre que À, © |J B;. 
i—0 

n 

= Qus: LU) B, = LU) À, puisque L) 4. = LU) LU B&= LU B. 
nEeN nEN nEN nEN i=0 neN
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Par oc-additivité de P. on obtient : 

P(4r) = P([] B:) = P(B:). 
i—0 i—0 

donc 

P{| 14.) =F(U)8.) = ÿ P(Br)= lim. ŸS_P(B:)= lim P(4,). 
n=0 i=0 

n—+00 
nEN neN 

Ce qui achève la preuve. ju 

Preuve. (Théorème 72).La suite (A, )\}en est une suite croissante d’événe- 

ments. En appliquant le théorème 71, on obtient : 

P(()4:)=P(1]4)=1-P(1)24)=1 — Jim P(4:)= lim P(4n), 
neN nEeN nEeN 

et la propriété est démontrée. = 

Vocabulaire : Soit (Q,B,P) un espace probabilisé. 

1. Tout événement de probabilité 0 est dit événement négligeable 

(ou presque impossible). 

2. Tout événement de probabilité 1 est dit événement presque cer- 

tain (ou presque sûr). 

Attention : Un événement négligeable n’est pas forcement l'événement im- 

possible (voir l'exemple 70). De même un événement presque certain 

n'est pas en général l'événement certain. Ces deux notions dépendent du 

choix de la probabilité P. 

Comme corollaire du théorème 71. on a : 

Corollaire 73 Soit (A, )hen une suite d'événements telle que la série ÿ: P(A,) 

converge. Alors 
+00 

P((J An) < S_P(4). 
n=0 nEN 

Preuve. Montrons d’abord la propriété suivante : Pour toute famille d’événe- 

ments 49.41... A4, on a : 

n 

P(() A) < 3° P(An). (3.9) 
i=0 è—=0
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La propriété est vraie si n = 0. Supposons que l'inégalité (3.9) est vraie pour 

toute familles d'événements 49.41... A4,. Considèrons (n + 1) événements 
n 

A0, A1: An; An+1 et posons 4’ = |J 4;. On écrit : 
i—=0 

P((] Ai) = P(A!U 4541) = P(4) + P(Au41) — P(A'N An) 

n n n+1l 

< P(4) + P(Anx1) = P((] 4i) + PA) < D P(4 
i=0 à 

Considérons, maintenant, une suite d'événements (4, en. Soit (B, Len la 
nm 

suite d'événements définie par B, = |J À; pour tout n € N. Comme (B, 1e 
i=0 

est une suite croissante d'événements et |J B, — |] 4,. on obtient : 
neN nEN 

P((J 4:) = P(U] B:)= lim P(B,). (3.10) 
n—+00 

nEeN nEN 

D'après l'inégalité (3.9), il vient : 

Comme la série de terme général P(A4,) converge, on en déduit que 

+00 

P((J 4:)= lim P(B;)< lim © Pr 1=Y PA) 
i=0 

n—+00 n—+00 
neN 

Ce qui montre le résultat. = 

Remarque : Soit (4,),en une suite d'événements. L'égalité (3.10) s’écrit : 

P(U JA) = lim P(( JA). (3.11) 
n— +00 

neN 

L'égalité précédente se voit comme une généralisation du résultat du 

théorème 71. En passant par les événements contraires, on démontre de 

même l'égalité : 

P((Ax)= lim P(PAs). (3.12) 
i=0 

n—+00 
nEN 
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Ces deux égalités sont utiles en pratique, puisqu'elles n’exigent pas la 

monotonie de la suite (4, en. 

Une conséquence immédiate du corollaire précédente est : 

Corollaire 74 Une réunion au plus dénombrable d'événements négligeables 

est négligeable. 

Preuve. Soit (4, ),<N une suite d'événements négligeables. Comme 

+00 

P((] 4x) £ D P(4:) = 0 
nEN n=0 

alors P( (J A) = 0. = 
nEeN 

3.3 Probabilité conditionnelle et indépendance 

3.3.1 Probabilités conditionnelles 

Définition 

La notion de probabilité conditionnelle apparaît naturellement lorsqu'on 

connaît une information d'avance sur le résultat d’une expérience aléatoire. 

Théorème 75 Soient (Q,B,P) un espace probabilisé, et B un événement non 

négligeable. L'application P8 : B — [0,1] définie par : 

— PANB) 
Pp(A) = P(B) pour tout À € B. 

est une probabilité sur l’espace probabilisable (Q, B), appelée probabilité condi- 

tionnelle relative à B. 

Preuve. On a P8 définit bien une application de B dans [0,1], puisque on a 

0 < P(ANB) < P(B).lIlest clair que PR(Q) = 1. Soit (A, )heN une suite 

d'événements deux à deux incompatibles. Comme la suite (B N 4, ),en est 

formée par des événements deux à deux incompatibles, on aura : 

+00 

P(BNÛ]JA4,) = P(UJ(BN 4:))= S P(BN 4,) 
n=0 neN neN
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En divisant cette égalité par P(B) on obtient 

+00 

Pe((] 43) = ÿ_ Pe(4). 
—0 neN 

Ce qui achève la preuve. = 

Vocabulaire : Pour tout événement À € B, Pp(A) noté aussi P(A | B), est 

appelé probabilité de À sachant B. 

La notation P(A | B) est plus commode que PB(A) si l'expression de B est 

un peu compliqué. 

Remarque : Dans cette définition de la probabilité conditionnelle, l’idée est 

que, sachant que B est réalisé l'événement intéressant n’est plus l’événe- 

ment À de départ mais plutôt ANB. L'application A+ P(ANB) n'est 

pas une probabilité puisque l’image de Q n'est pas 1. Pour en faire une 

probabilité, il suffit de la renormaliser en divisant par P(B). 

Exemple 76 On lance deux dés numérotés de 1 à 6 d'une façon indépendante. 

L'expérience est modélisée par la probabilité uniforme sur l’espace probabilisé 

(6, PE), #8 10 = (1,2, … 6}. On cherche à calculer la probabilité d'obtenir 

une somme paire sachant que le premier dé donne 1. On considère les événe- 

ments À et B, avec À «obtenir une somme paire» et B «le premier dé donne 

1». La probabilité cherchée est : 

_ P(ANB)  card(ANB) 1 

Fe FE P(B)  card(B) 2’ 

puisque 

ANB = {(1,1),(1,3),(1,5)} 

et 

B = {(1.1). (1.2). (1.3). (1,4). (1.5). (1.6)}. 

La connaissance de la probabilité conditionnelle P(A | B) permet de cal- 

culer la probabilité P(A NB). Voici une illustration simple. 

Exemple 77 Lors d'une étude sur une population donnée, on suppose que la 

probabilité p, qu'une famille ait n enfants est p} = GG} pour tout n > 1. On 

L' 
suppose que la probabilité qu'un enfant soit une fille ou un garçon est —. On 

veut calculer la probabilité qu'une famille ait exactement trois filles et pas de
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garçon. 

On considère les événements À et B définis par À «la famille a trois enfants » 

et B «la famille a trois filles». La probabilité cherchée est donc P(BNA). Or, 

par définition de la probabilité conditionnelle, on a 

P(BNA)=P(B|A)P(A). 

D'autre part, la probabilité pour qu'une famille ait trois filles sachant qu'elle 

a trois enfants est (5), donc la probabilité cherchée est 
74 

1 P(BNA)= GX GŸ = 5e 216 

Formule des probabilités composées 

Nous venons d'utiliser dans l’exemple précédent la formule : 

P(ANB)=P(B)P(A|B). 

Cette égalité peut être généralisée pour calculer la probabilité d’une intersec- 

tion finie d'événements. 

Théorème 78 Soit (A1,A9...,A4,) une famille d'événements, (n > 2), d'un 

espace probabilisé (Q, B, P) tels que P(A1NA2..1N Ah_1) > 0. Alors, on a : 

P(A1 N A2. N A») = P(A1)P4, (A2) Pains (A3)... Pain4on..A,_1 (An): 

(3.13) 

Preuve. Toutes les probabilités conditionnelles dans cette formule sont bien 

définies, puisque pour tout k € {1,2,..,n —1}. 

P(AN 42. NAx) > P(A1N A2. 1 An_1) > 0. 

Le membre de droite de l'égalité (3.13) s'écrit. par définition d’une probabilité 

conditionnelle : 

P(A:1).Pa: (A2). Painao (A3)... Pain4on..An_1 (An) = 
P(A vs MN A2) P(AiNA2N A3) P(A1NA2N..N A) 

1 P(A) ‘ P(ANA) ‘P(AiNAo..NAn 1) 

et l’on conclut par simplification. =
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Formule des probabilités totales 

La formule des probabilités totales permet de calculer la probabilité d’un 

événement connaissant un système complet d'événements. Commençons par 

un exemple simple. Soit À un événement tel que P(A) € ]0.1[. La famille 
(A. À) est un système complet d'événements, donc pour tout événement B. on 

aB=(BNA)U(BNAÀ). Par o-additivité de P, on obtient 

P(B) = P(BNnA)+P(BNA) = P(B | A)P(A) + P(B | A)P(A). 

Plus généralement, on a : 

Théorème 79 Soit (A;);27 un système complet d'événements dans un espace 

probabilisé (Q,B, P) tel que P(4;) > 0 pour tout i € I. Pour tout événement 

BEB,ona: 

P(B) = ÿ_P(A;)P(B | Ai). 
tel 

Preuve. Soit B € B. on a: 

B=Bna=BnlJ4={J(B8n45). 
iel icl 

Par o-additivité de l’application P, on aura : 

P(B)=S P(BNA;)= 3% P(4)P(B | Ai). 
2€I 2€I 

La formule est ainsi démontrée. = 

Exemple 80 Un mobile se déplace sur les sommets d'un triangle ABC. Si à 

l'instant t = n € N, le mobile se trouve en un sommet du triangle il se déplace 

à l'instant t = n +1 en l'un des deux autres sommets avec équiprobabilité. A 

l'instant t = 0 le mobile est en A. On cherche à calculer les probabilités an. bn 

et ©, pour que le mobile à l'instant n soit, respectivement, en À en B et C. 

Considérons les événements À, «le mobile est en À à l’instantt =n», B, «le 

mobile est en B à l'instant t = n» et C, «le mobile esten C'ât=n». On a: 

An = P(An), bn = P(Ba) et cn = P(C;). Il est clair que ao = 1, bo = Co = 0. 

Soit n > 1, on a (An-_1.Bn-1, Cn-1) est un système complet d'événements. 

Par la formule des probabilités totales, on a : 

An — An—1P(An | An-1) L b-1P(A | Bh-1) ae e,-1PtAS | Cn-1) 

bn — a Pt; | Ph) + b..-1PCB; | Bh-1) + Ga PB | Ca) 

Cn — An—1P(Cn | An) Tr bn-1P(Cr | Bh-1) + Cn—1P(Cn | Cn-1)
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Comme 

1 
P(An | An-1) = 0 et P(An | Ba-1) = P(An | Cn-1) = 5 

on obtient le système suivant 

À i 
Am = 5 n-1 + Cn-1) 

1 
À M = 5 (An-1 L 3 06) (3.14) 

| 
| Cn — 5(an-1 in bh-1) 

An 

En posant. X, le vecteur de R? défini par X, = bn et M la matrice 

Cn 

définie par 

1 0 1 1 

M = : 1 O 1! 

7 \1 1 0 

le système (3.14) s'écrit : X, = MX,-_1 pour tout n > 1. On obtient par 

récurrence : 

Xh = MX pour tout n > 1. 

La matrice M est diagonalisable, puisqu'elle est symétrique réelle. Des calculs 

simples montrent que M s'écrit : 

-; 0 0 
M=P| 0 1 0 |P-t 

1 1 0 

avec P = —2 1 —1 |. Par suite, 

L À
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après calcul, on trouve 

D gp 1°, 
MT 5 (-) ME 

1 4 LE ' I 

| <a) D 
l 2f AY" 1 

| #7 til) LE 
On aurait pu remarquer que, pour n € N*, an_1 + bn-_1 + Cn-1 = 1. Donc, la 

suite (an}neN vérifie : 

l 
FR — — 5 (an-1 — 1) pour tout n € N°. 

1 1 
La suite de terme général a, — 3 est géométrique de raison 9" Par suite 

1,1, Ÿ 2j iv == Cp p=5(). 

un —? _1\7,1 
" 8\2 3. 

De même, on calcule b, et c». 

Ce qui donne 

Exemple 81 On considère n urnes, Ui,U2....U,. Chaque urne Uz contient 

k boules rouges et (n + 1 — k) boules blanches. On choisit une urne avec la 

probabilité de choisir Uz valant ak, (a constante). On tire une boule de l’urne 

choisie. Calculons la probabilité d'obtenir une boule rouge. 

Notons, pour tout entier k € {1,2,..,n}, Ar l'événement «on choisit l’urne 

U,». Les événements A3, 1 < k < n, forment un système complet d'évé- 

nements. Comme P(A;) = a.k, pour tout 1 < k < n, on en déduit que 
nm 

» a.k = 1, d'où 
k=1 

1 2 
à — ñ — 

n(n +1) 
> E 
k=1 

D'autre part, Soit R l'événement «obtenir une boule rouge». En appliquant la 

formule des probabilités totales, on a : 

P(R) = D P(4x)P(R | A). 
k=1
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La k 
Par hypothèse, P(R | Az) = EL par suite 

2 = nin+1)(2n+1) 2n+1 
HRl= L k? — = . 

PR) ee n+l 2 6n(n +1)? 3(n +1) 

Formule de Bayes 

Le théorème de Bayes est une conséquence immédiate des probabilités 

conditionnelles et de la formule des probabilités totales. 

Théorème 82 Formule de Bayes : Soit (A;);2r un système complet d'évé- 

nements d'un espace probabilisé (Q,B, P) tel que P(A;) > 0 pour toutie I. 

Soit B un événement non négligeable. Pour toutielI,on a: 

P(B | 4;)P(4:) 
S_P(4)P(B | 4) 
kEI 

P(Ai|B) = 

Preuve. Il suffit d'écrire les égalités : 

P(BNAÀ;) _ P(B|A;)P(4;) 
P(B) — PB) P(A;|B) = 

puis d'appliquer la formule des probabilités totales au dénominateur. = 

Remarque : Soient À et B deux événements tels que P(A) €]0,1[ et 

P(B) > 0. Alors : 

P(B | A)P(4) 
PAID =) 2DP@) + PE | 0PO 

Exemple 83 On considère un nombre infini d'urnes (U,),en+. Pour chaque 

n € N, U, contient n boules rouges et 2n boules blanches. La probabilité de 

choisir l’urne U,, est ae" (a ER). De l’urne choisie on tire une boule et on 

obtient une boule rouge. On se propose de chercher la probabilité p4 pour que 

cette boule provienne de l’urne U,. Soit À, l'événement «choisir l’urne U, » et 

R l'événement «on tire une boule rouge». Un système complet d'événements 

est {A, :n € N*}. La probabilité cherchée est px = P(Ax | R). Par la formule 

de Bayes, on a : 

P(4x | R) = — Se | 4x) P(4x) 

5 P(R|Ax)P(4,) 
n=1 
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1 
Par hypothèse, on a pour toutn > 1, P(R | A,) — — 3 Donc, 

an 

e + a 

PR = — 3° — eK-1) (1- e”!) . 

3,2% 

3.3.2 Indépendance d’événements 

Quand l'information donnée a priori sur un phénomène aléatoire n’a aucune 

influence sur la réalisation d’un autre phénomène, par exemple, lancers de 

deux dés, ces phénomènes aléatoires sont dits indépendants. Cette hypothèse 

d'indépendance sera fondamentale dans toute la théorie des probabilités, et 

simplifiera beaucoup les calculs. 

Indépendance de deux événements 

Définition 84 Soit (Q.B,P) un espace probabilisé. Deux événements À et 

BEB sont dits indépendants, si 

P(ANB) = P(A)P(B) 

Remarques : 

1. Si À et B sont deux événements de probabilités non nulles alors À 

et B sont indépendants si, et seulement si, P(A | B) = P(A), ce 

qui est équivalent aussi à P(B | A) = P(B) (la réalisation de l’un 

n'influe pas sur celle de l’autre). 

. L'indépendance et l’incompatibilité sont deux notions totalement 

différentes. Deux événements incompatibles À et B avec P(A) > 0 

et P(B) > 0 ne sont jamais indépendants. 

. L'indépendance est une notion qui dépend de la probabilité. C’est-à- 

dire que deux événements peuvent être indépendants dans (Q,B, Pi) 

et non indépendants dans (Q,B, P:). 

Exemple : On lance simultanément deux dés ordinaires équilibrés. 

On considère les événements À «le premier dé donne 4», B «le 

deuxième dé donne 3» et C «obtenir une somme égale à 7». Par 

équiprobabilité on a :
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1 
et P(ANB) — Fr Ce qui montre que À et B sont indépendants dans 

(A, P(Q), P), ce qui peut être déduit de l'énoncé puisque le résultat 

du premier dé n'influe pas sur le résultat du deuxième dé. Considé- 

rons maintenant la probabilité conditionnelle relative à C, Pc. On 

a : 
_ P(ANC) _ card(ANC) _ 1 

Pe(4) = P(C)  card(C) 6° 

car 

(ANC) = {(4,3)} et C = {(1,6). (2,5), (3,4), (4,3). (5, 2). (6,1)}. 

I I 
On démontre de même que Pc(B) — 6 et que P<(ANB) = G' Par 

suite les deux événements À et B ne sont pas indépendants dans 

(A, P(Q), Pe). 

Proposition 85 Soient (Q,B,P) un espace probabilisé et À et B deux évé- 

nements indépendants. Alors, les événements À et B sont indépendants. 

Preuve. Il suffit d'écrire : 

P(ANB) = P(A)- P(ANB)= P(A)- P(A)P(B) 
— P(A)(1- P(B)) = P(A)P(B). 

Ce qui montre l'indépendance des événements À et B. = 

On en déduit que : 

1. Si le couple (A,B) est constitué d'événements indépendants, alors il en 

est de même pour les couples suivants : (A,B),(4,B) et (A,B). 

2. Si À est un événement presque certain (P(A) = 1), il est indépendant 

de tout autre événement B. Car, P(ANB) = 0 = P(A)P(B) donc À et 

B, et par suite À et B, sont indépendants. 

3. 51 À est un événement non négligeable, alors P4 = P si, et seulement si 

A est un événement presque certain. En effet, P4 — P implique que À 

est indépendant de tout autre événement B en particulier, À et À sont 

indépendants donc P(A) = 1. Le deuxième point montre la réciproque. 

Indépendance d’une famille d’événements 

On se propose de généraliser la notion d'indépendance au cas d’une suite 

d'événements. Examinons d’abord la situation suivante.
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Exemple 86 Lors d'une enquête, on teste une famille à 2 enfants. On consi- 

dère les événements A«les deux enfants sont de sexes différents», B «l'aîné 

est un garçon» et C «la cadette est une fille». Evidemment 

P(A) = P(B) = P(C) = : 

et 

P(ANB)= P(ANC)= P(BNC) = ï- 

Donc les événements AÀ,B et C sont deux à deux indépendants. 

D'autre part, on a : 

1 

P(C|ANB)= TD = 4 212 P(C). 
4 

Donc la connaissance de la réalisation de À et B à la fois modifie notre 

information sur C. La notion d'indépendance deux à deux n’est donc pas 

suffisante pour traduire l’idée d'indépendance. Ceci motive la définition de 

l'indépendance mutuelle d’une famille d'événements. 

Définition 87 Soit (A;);er une famille d'événements d'un espace probabilisé 

(Q,B, P). On dit que la famille (A; );er est une famille d'événements mutuelle- 

ment indépendants (ou indépendants) si, pour toute sous-famille finie d'indices 

{i1.42...…. ir} CI,on a: 

P(A;, M Aus PNE P(A;,)P(A;,).P(A:,) ik 

Remarques : 

1. Des événements mutuellement indépendants sont clairement deux 

à deux indépendants mais la réciproque est fausse, comme nous le 

montre l'exemple 86. 

2. Il résulte de la définition que si (A; );e7 est une famille d'événements 

mutuellement indépendants alors, pour toute partie J' C I, la fa- 

mille (A;);<r est encore une famille d'événements mutuellement 

indépendants. 

Proposition 88 Soit (A;cr);er une famille d'événements mutuellement indé- 

pendants d'un espace probabilisé (Q,B, P). Alors la famille (B; j;er, où B; = À; 

ou À; pour tout à € IT, est une famille d'événements mutuellement indépen- 

dants.
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Preuve. Soit {i1.i2,..i,} € I, montrons que 

P(B; Mb NB) — PE JP (Pi PB) 

Supposons d’abord qu'il existe un seul indice ?,, 1 < p < k, tel que 

B;, — A;,. Comme les événements 4;,,4;,..4;, sont indépendants, les deux 

événements N A;, et Ai, sont indépendants. D'après la proposition 85, 
JE{Lk}.5#p 

les événements N À ; et A, sont indépendants. Par suite 

P(BaNBs-NBy)=P( (N A,Nn4,)=P [) 4:;)P(4,) 
JE{Lk}5#p JE{Lk}5ép 

= | F4) FDP )PÉ,) 
jE{Lk}5#p 

Dans le cas où il existe n indices 1»; 1p9: ip 
2 

tels que B:,. — Ai: pour 

tout 1 < s < n. En appliquant le même argument du premier cas n fois, on 

obtient le résultat. = 

Comme application de l'indépendance d'événements, on donne une preuve 

probabiliste de la formule d'Euler. 

Application 89 {Indicateur d’Euler). Pour tout n € N*, on désigne par 

w(n) le nombre des entiers k compris entre 1 etn premiers avec n. On se pro- 

pose de démontrer la formule d'Euler : si p1.p2...p, sont les diviseurs premiers 

d'un entier n > 2, alors : 

26) _ fu +). (3.15) 

Soient n € N* fité et Q = {1,2,..,n}. On munit cet ensemble de la tribu P(Q) 

et de la probabilité uniforme, c'est-à-dire, 

I 
P{{k}) = 7 pour tout k € {1,2,..,n}. 

(Cet espace probabilisé, modélise par exemple le choix d'un entier entre 1 etn). 

Pour tout entier p € {1,2,..,n}, on considère l'événement A, «l'entier choisi 
est un multiple de p». Pour tout entier p qui divise n, il existe un entier q tel 

que n = p.q. Par suîte, À, = {p,2p,… gp} et 

q 

P(Aÿ)= XL P(rh = =. 
k=1 

Soient p1.p2..., p, les diviseurs premiers de n.
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— Les événements À,,,A,,...A,. sont mutuellement indépendants. En ef- 

Jet : soit {ir ir} € {1,2,..,r}. Il est clair que 

Api, n Ai, n..n Ai, — Apii-Pip Pis , 

puisque Pi: Pis. Pi, S0ont premiers entre eux. Donc, 

: il 

Di1 Pio-Dir 

—= P(Ai, ).P(A, ).P(A, ). 

P(A», N Ai n..n A.) — P(Api, pioupi) 

— Considérons l'événement : 

A={k:1<k<n et pgcd(k,n) =1}, 

Par définition de $ on a : 

P(A) = cerdco : ee (3.16) 

D'autre part, un entier k appartient à À si, et seulement si, k est divisible 
r ———— 

par aucun des p;, 1 <i<r. Autrement dit, À = () À,,. Comme, d'après 
è=1 

la proposition 88, les événements À,,, 1 <i<r, sont indépendants, On 

en déduit que : 

P(4)=I[PG)= II - D). (3.17) 
i=1 i=1 . 

Les égalités (3.17) et (3.16) donnent : 

£@) _ En 21  — HG : h (3.18) 

Voici une autre application importante de l'indépendance d'événements : 

Application 90 On considère une suite (A, )\en d'événements mutuellement 

indépendants. Alors on a : 

P(U Ax)=1- lim [[p(4).
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En effet, par indépendance de la famille (A, ),en on a : 

P(U] 4) =1- P(() 4x) = 1 [[ »(4x) pour toutn EN. 
k=0 k=0 k=0 

En appliquant l'égalité (3.11), il vient : 

n —+00 

OO n 

P((] 4)= lim P([J44)=1- lim [[p(&). 
k=—0 k=0 

Si on suppose que la série 5 P(A,) diverge alors l'événement A«au moins 

l’un des événements À, est réalisé» est presque certain. En effet, d'abord, on 
O0 

sait que À — |] Az. En utilisant l'inégalité de convexité : 
k=0 

1+zx <exp(x) pour toutx ER, 

il vient : 

0 < [[ (4) = [[(1- P(4x)) < [[ exp(—-P(4x)) 
k=0 k=0 k=—0 

= exp(— D P(Ax)). 
k=0 

n n — 

Comme lim ÿ P(Az) =+0 donc lim [I] p(Ax) = 0. Il résulte que : 
n—+00 pp n—+00 7, 0 

OO n 

P(A) = P({J 4x) =1- lim II?) = 1. 
n—+00 

k=—0 k=0 

Remarque : On considère une épreuve de Bernoulli, c'est-à-dire, une expé- 

rience à deux issues {S, ÆE} avec la probabilité de l'événement S valant 

p € ]0.1[ (exemple : lancer d’une pièce de monnaie avec S est l'événe- 

ment «obtenir pile»). On répète cette épreuve une infinité de fois et 

on souhaite construire un espace probabilisé (Q,B, P) modélisant cette 

expérience aléatoire. 

— Si on suppose que l'épreuve s'arrête lorsqu'on obtient S. L'univers 
1-1 fois 

| : | ns, 

Q est l’ensemble {w; : à € N*} U {ws} où w; = (E,E.E,S) et 

ws = (E,E,..), qui est dénombrable. On est donc dans le cadre de la 

proposition 68 et la tribu B = P(Q) convient.



86 CHAPITRE 3. ESPACE PROBABILISÉ 

Si l'épreuve ne s'arrête pas. alors chaque éventualité est une suite à 

valeurs dans {S,E}. Dans ce cas Q — {S,E}\ qui est non dénom- 

brable (cf. corollaire 23). On cherche donc à construire une tribu B 

sur ( telle que pour tout n € N, l’ensemble 4,, «obtenir S au cours de 

la n ième épreuve» soit un événement et telle que la famille (4, ;eN 

soit formée par des événements indépendants. Il semble raisonnable 

de munir ( de la tribu B engendrée par les ensembles 4, , c’est-à-dire, 

la plus petite tribu contenant tous les 4,, n € N. Cependant, il est 

extrêmement difficile de décrire cette tribu (déjà, il est en particulier 

difficile d’exhiber une partie de Q qui ne soit pas dans cette tribu). La 

construction d’un tel espace probabilisé dépasse les objectifs du pro- 

gramme. Nous admettrons l’existence d’un espace probabilisé 

modélisant une suite infinie d’expériences à deux issues. 

Pour finir : 

L: 

ND
 

Pour calculer la probabilité d’une réunion dénombrable d'événements 

(An MEN : 

| 
| 

| 
| 

On peut utiliser la o-additivité si les événements sont incompatibles 

deux à deux. 

Utiliser le théorème 71 dans le cas où la suite (4, ),eN est croissante 

pour l'inclusion. 

Sinon, on peut utiliser la formule (3.11) : 

O0 n 

P((J 4x) = Jim, P(U Ax). 
k=0 k=—0 

Parfois, il est utile de se rappeler que 

00 +00 

P([] Ax) < D P(4n). 
k=—0 k=0 

Pour calculer la probabilité d’une intersection dénombrable d’événe- 

ments (A, )}heN on peut : 

Utiliser le théorème 72 dans le cas où la suite (4, ),en est décroissante 

pour l'inclusion. 

Utiliser la formule (3.12) : 

+00 n 

P(() 4x) = lim, P([ Ay). 
k=0 k=—0
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3. Pour calculer la probabilité d’une intersection finie d'événements. 

— Si les événements (Az)o<r<n ou (Ax)o<k<n sont indépendants, alors 

k=—0 k=0 

— Sinon, on peut utiliser la formule des probabilités composées (théorème 

78). 

4. Pour calculer la probabilité d’un événement : 

— Utiliser la formule de probabilités totales (théorème 79) dans le cas où 

on connaît un système complet d'événements. 

— Exprimer l'événement comme réunion ou intersection dénombrable 

d'événements. 

5. Pour calculer la probabilité conditionnelle d’un événement on peut uti- 

liser la formule de Bayes (cf. théorème 82). 

6. Pour montrer l'indépendance d’une suite d'événements (4, ),en. il suffit 

de montrer que pour tout n € N, la famille d'événements (Az)o<r<n est 

une famille d'événements indépendants. 

7. Savoir utiliser l'indépendance d’une famille quelconque d'événements. 

3.4 Exercices 

Exercice 1 : Soient À et B deux événements d’un espace probabilisé (Q, B, P). 

3 3 
1. On suppose que P(A) = FT et P(B) = 3’ Montrer que 

3 
< P(ANB) < 3’ 

2. Montrer que pour tous événements À et B on a : 

il 
P(ANB)— P(A)P(BN£ 7. 

Exercice 2 : Soient (B,),eN un système complet d'événements dans un es- 

pace probabilisé (Q, B, P) et C' € B tels que P(B, NC) > 0, pour tout 

n € N. Montrer que pour tout événement À, on a : 

P(A|C)= 5 P(Br | C)P(A | Ba NC). 
n=0
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Exercice 3 : Soit ® un ensemble de cardinal n € N*. On munit l’espace 

probabilisable (Q, P(Q)) de la probabilité uniforme. Soient À et B deux 

événements indépendants. On pose à — pgcd(n,card(A)). Montrer qu'il 

existe À € {0,1,...1} tel que card(B) = KT. 
i 

Exercice 4 : Une urne contient n boules numérotées de 1 à n. On effectue 

un tirage de p boules, 1 < p < n. On fixe un entier k tel que 1 < k < n. 

1. On suppose dans cette question que les »p boules sont extraites si- 

multanément. Quelle est la probabilité des événements : 

(a) Az :=«les boules obtenues ont un numéro inférieur ou égal à 

k». 

(b) By := «le plus grand numéro obtenu est k». 

5 (=:)-() k=p 

(c) Montrer que 

(d) Soit 

— 
Montrer que cardS, , = 0 1) p— 

. On suppose dans cette question que les tirages sont successifs et 

avec remise. Calculer la probabilité des événements suivants : 

(a) À :=«le premier numéro obtenu est strictement inférieur au 

dernier». 

(b) B :—=«la somme des numéros obtenus est n». 

(c) C':=«2 numéros exactement sont apparus». 

Exercice 5 : On dispose de deux urnes U et Uo2. L'urne U1 contient deux 

boules blanches et trois boules noires. L’urne U2 contient quatre boules 

blanches et trois boules noires. On effectue des tirages successifs dans 

les conditions suivantes : on choisit une urne au hasard et on tire une 

boule dans l’urne choisie. On note sa couleur et on la remet dans l’urne 

d’où elle provient. Si la boule pour le premier tirage est blanche, le tirage 

suivant se fait dans l’urne U1. Sinon le tirage suivant se fait dans l’urne 

Us. etc. Pour tout n € N*. on note B, l'événement «la boule tirée au 

n-ième tirage est blanche» et p, = P(B,).
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1. Prouver que pour tout n € N*, on a : 

_-6, ,4 
Pn+1 — 35 Pr 7° 

2. En déduire la probabilité p,. 

Exercice 6 : On dispose de deux urnes À et B. On suppose que chaque urne 

contient n boules numérotés de 1 à n et on tire une boule de chacune. 

Quelle est la probabilité pour que le numéro de la boule tirée de l’urne 

À soit supérieur à celui de la boule tirée de B. 

Exercice 7 : Une urne contient n boules numérotées de 1,2,3,..,n. Les boules 

sont tirées une par une. Quelle est la probabilité pour qu'au moins une 

fois il y ait une coïncidence entre le rang du tirage et le numéro de la 

boule obtenue. 

Exercice 8 : On dispose d’une classe de n étudiants avec (n < 365). 

1. Quelle est la probabilité P, qu’au moins deux étudiants fêtent leur 

anniversaire le même jour ? (on suppose que toutes les années 

comptent 365 jours). 

—n(n — 1) 
2. Montrer Ph > 1 — exp(——— ). ontrer que P, > exp( 730 ) 

1 
3. Pour quelles valeurs de n la probabilité P, est elle supérieure à _ 

Exercice 9 : Un gardien dispose de n clés différentes, il doit ouvrir une porte 

(n > 2). Quand il est ivre, il remélange les clés après chaque essai, sinon, 

il retire la mauvaise clé du lot. Sachant qu'il est ivre un jour sur trois et 

que ce soir-là il a essayé plus de deux clés. quelle est la probabilité qu'il 

soit ivre ? 

Exercice 10 : On considère n individus J1,12,..1,. L'individu 1; recoit une 

information sous forme oui ou non qu'il transmet a Jo, et ainsi de suite, 

jusqu'à Z,. Chaque individu transmet le message avec une probabilité 

p € ]0,1[ et transmet le contraire avec une probabilité 1 — p. Quelle est 

la probabilité P, pour que le message soit fidèlement transmis à Z,. Que 

se passe-t-il quand n — + ? 

Exercice 11 : Soit k € N*. On dispose de 3k dés dont k sont pipés. Pour 

chaque dé pipé. la probabilité d'obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut 

pe ]0.1[. 

1. On tire un dé au hasard parmi les dés. On lance ce dé et on obtient 

le chiffre 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?
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Soit n € N, On tire un dé au hasard parmi les dés. On lance ce dé 

n fois et on obtient n fois le chiffre 6. Quelle est la probabilité p, 

que ce dé soit pipé? Déterminer lim p,. 
n—+00 

Exercice 12 : Deux joueurs À et B tirent sur une cible. Ils tirent chacun leur 

tour, le premier qui atteint la cible a gagné. Lorsque le joueur À tire, il 

atteint la cible avec une probabilité de p €]0,1[. Le joueur B atteint la 

cible avec une probabilité q €]0,1[{. Le joueur À tire le premier. 

Pour tout n > 1, on considère les événements 42, -_1 «le joueur À gagne 

à l'issue du (2n — 1)-ième tir» et Ba, «le joueur B gagne à l'issue du 

2n-ième tir». 

1 

Exercice 

Calculer P(4:), P(B:). puis P(A9»-1) et P(B2) en fonction de 

p. q pour tout n > 2. 

. En déduire P(A) et P(B) où À —«le joueur À gagne» et B —«le 

joueur B gagne». Vérifier que P(A) + P(B) = 1. 

A quelle condition nécessaire et suffisante la partie est elle équili- 

brée ? 

13 : Deux joueurs À et B, ont des quantités initiales d'argent dont 

la somme est n dinars, jouent un jeu dans lequel la probabilité que le 

joueur À gagne un tour est p € ]0,1[ et la probabilité que B gagne est 

q = 1 —-p. Chaque fois que l’un des joueurs gagne, il obtient un dinar de 

l’autre joueur. On suppose que le joueur À commence avec en poche une 

somme de Æ dinars (0 < k < n). Quelle est la probabilité que le joueur 

A obtienne finalement tout l’argent de B? 

Exercice 14 : (Boîtes d’allumettes de Banach) : Un mathématicien a dans 

chacune de ses deux poches une boîte qui contient n allumettes. Lorsqu'il 

désire fumer il choisit au hasard une des ses poches pour prendre une 

boîte. On considère le moment où, pour la première fois, le mathémati- 

cien s'aperçoit que l’une des boîtes d’allumettes est vide, à ce moment, 

l’autre boîte contient un nombre k d’allumettes. On désigne par px la 

probabilité qu'elle contient k£ allumettes. 

ke 

= 2n —k 
. Calculer Ÿ° #( " ): 2 

Calculer la probabilité p4 pour 0 < k < n. 

k=—0 n 

. Calculer la probabilité p que les deux boîtes soient vides lorsque le 

mathématicien s'aperçoit que l’une des boîtes est vide. Déterminer 

un équivalent de p lorsque n tend vers l’infinie.
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Exercice 15 : (Mines-Ponts 2016). La probabilité qu'une famille possède n 

enfants vaut ap”, où a et p sont des réels strictement positifs fixés indé- 

pendants de n. 

1. Déterminer à en fonction de p. 

2. Quelle est la probabilité que la famille possède k garçons (on sup- 

pose qu'à chaque naissance, la probabilité que l’enfant soit un gar- 

çon est égale à 5): 
74 

3. Quelle est la probabilité d’avoir au moins deux garçons sachant qu'il 

y en à au moins un ? 

Exercice 16 : (Mines-Ponts 2016). Un objet a une probabilité p d’être dans 

un meuble. Ce meuble contient 8 tiroirs. Sachant que l’on a ouvert les 7 

premiers tiroirs et que l’objet ne s’y trouvait pas. quelle est la probabilité 

qu'il soit dans le dernier ? 

Exercice 17 : Soit p € |0,1[. Pour tout n € N, la probabilité que n clients 

visitent un super-marché est p, = p"q. pour tout n € N. Deux sur trois 

clients achètent un certain article A. La probabilité qu'un article vendu 

soit défectueux est a’ On suppose que les achats sont indépendants. 

1. Quelle est la probabilité pour qu'un client achète un article non 

défectueux ? 

2. Quelle est la probabilité pour qu'un client achète un article défec- 

tueux ? 

3. On suppose que Æ articles non défectueux ont été vendus. Montrer 

que la probabilité db, que n clients ont visité le super-marché est 

égale à 

a n pk (6 PT 

F7 \k Gn+1 
Exercice 18 : (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (4,),£N une suite d’évé- 

nements mutuellement indépendants de l’espace (Q,B, P). On considère 

A= (NU. 
neNp>n 

l'événement 

On rappelle que À est l'événement «une infinité d'événements À, se 

réalisent ». 

1. Montrer que si la série ÿ° P(4,) converge alors P(A) — 0.
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2. Montrer que si la série 5 P(4,) diverge alors P(A) = 1. 

3. Application : On lance une infinité de fois une pièce de monnaie 

pour la quelle la probabilité d'obtenir pile est p €]0,1[ (d’après la 

remarque 3.3.2, on admet l'existence d’un espace probabilisé qui 

modélise cette expérience). 

(a) Montrer que l'événement «pile apparait infinité de fois» est un 

événement presque certain. 

(b) Calculer la probabilité d’avoir une séquence de deux piles une 

infinité de fois. 

Exercice 19 : Soit p une probabilité sur l’espace probabilisable (N*, P(N*). 

1. Que vaut lim P({n})? 
n—00 

2. Soit x > 1 fixé. On définit la probabilité p sur (N*, P(N*) par : 

P({n} = 2 
(a) Que vaut À? 

(b) Pour tout n € N°, soit 4, l'événement «être divisible par n». 

calculer p(A,). 

(c) À quelle condition les événements À, et A4,, sont ils indépen- 

dants ? 

3. Soit P l’ensemble des nombres premiers. Décrire l'événement f} 4, 
pEP 

et en déduire la formule : 

QE) = —"——. 
[1-2 
peP p° 

1 
4. Montrer que la famille (—),cp n’est pas sommable. 

p 

Exercice 20 : On souhaite démontrer qu'il n'existe pas de probabilité P sur 

l’espace probabilisé (N*, P(N*)) telle que, pour tout entier n > 1. la 

probabilité de l'événement 4,, «être divisible par n >» soit —. On raisonne 

par l’absurde et on suppose qu'une telle probabilité cuite. 

1. Montrer que la famille des événements (4,),<p. où P désigne l’en- 

semble des nombres premiers, est une famille d'événements indé- 

pendants.
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2. Soit (Px)heN+ la suite croissante des nombres premiers et À l’en- 

semble des entiers naturels ayant une infinité de diviseurs premiers. 

Exprimer À en fonction des événements 4,,, € N*. En déduire la 

probabilité de À, puis conclure. 

Exercice 21 : Soit (4,),eN une suite d'événements mutuellement indépen- 
+00 

dants de l’espace probabilisé (Q, B, P). On pose À = |J 4,. On sait que 
n=0 

si la série de terme général P(A,) diverge alors P(A) = 

90). 
1 (cf. exemple 

1. On suppose de plus que P(A4,) # 1 pour tout n € N. Montrer que 

P(A) = 1 si, et seulement si, la série 57 P(A,) diverge. 

I 
2. On suppose que P(4,) — M +1 

(a) Calculer P(A). 

(b) Calculer la probabilité pour qu'un seul événement de (4, 1e 

soit réalisé. 

Exercice 22 : Des boules en nombre infini numérotés 1,2, sont placées 

successivement, indépendamment les unes des autres, dans trois boîtes. 

Nous admettrons l'existence d’un espace probabilisé modélisant cette 

expérience. 

1. Pour k# > 2, on note Az l'événement «toutes les boules jusqu'à 

la (4 — 1)-ième ont été placées dans la même boîte et la k-ième 

boule est placée dans une boîte différente». Calculer P(Az) puis 
+00 
>, P(4+). 
k=—2 

2. Quelle est la probabilité de l'événement À «toutes les boules sont 

placées dans une même boîte» ? 

3. Pour n > 3, on note B, l'événement «toutes les boules jusqu’à la 

(n — 1)-ième ont été placées dans deux des boîtes et la n-ième boule 

est placée la troisième boîte, la seule où il n’y avait pas encore de 

boule». Calculer P(B, | Az) pour tout k > 2, puis P(B,). 

Exercice 23 : Soit n un entier supérieur à 2. 

1. Un entier X est choisi au hasard de l’ensemble {1,2,...n}. On note 

Pn la probabilité pour que X? — 1 soit divisible par 10. Déterminer 

Pn puis sa limite lorsque n tend vers +00.
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2. On choisit au hasard deux entiers X et Y de l’ensemble {1, 2. TT}. 

On note p, la probabilité pour que X + Ÿ soit un carée parfait. 

4(V2—1 
Calculer p, et montrer que p, — _— 

3.5 Solution des exercices 

Exercice 1 : 

1. On a : P(ANB) < min(P(4),P(B)) < = Comme P(AUB) < 1, 

on obtient : 

P(ANB) = P(A) + P(B) - P(AUB) 

2. On montre, d’abord, que 

P(ANB) - P(A)P(B) < - (3.19) 

Sans perte de généralité on peut supposer que P(A) < P(B). On 

écrit : 

P(ANB)- P(A)P(B) < 

où, on a utilisé le fait que 

I 
sup æ(1—x) = -. 

æ€[0.1] 

En utilisant l'identité P(A) = P(ANB)+ P(ANB), il vient : 

P(A)P(B) - P(ANB) = P(A)P(B) - P(A)+ P(ANB) 

Il gi
” (ANB)- P(A)}P(B) < -, 

d’après l'inégalité (3.19). Ce qui montre le résultat recherché. 

Remarque : On peut retrouver facilement cette inégalité en utilisant 

l’application covariance (voir application 168).
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Exercice 2 : On applique la formule des probabilités totales sur l’espace pro- 

babilisé (Q, B, Pc). On écrit, pour tout événement À : 

+00 

Pc(A) = ÿ_ Po(Br)Pc(A | Bn). 
—=0 

On obtient l'égalité désirée, puisque 

_ Pe(ANB») _ P(ANB, NC) 
Pc(A | Bà) = PE) — PEnC) = P(A|B, NC). 

Exercice 3 : L'égalité P(ANB) = P(A)P(B) entraîne que 

ncard(A NB) = card(A )card(B). 

En divisant par à, on obtient : 

T'card(A NE = ee tes 
? ? 

Comme ds et es 
1 

divise card(B), donc il existe k € N tel que card(B) — k—. De plus, 

0 < card(B) <n donc0O<k< i. 

Exercice 4 : 

sont premiers entre eux, on en déduit que — 
D 

1. Un tirage est une combinaison (choix non ordonné) de p boules 

n 
prises parmi n boules, donc card(Q) — (). 

(a) L'événement Az est réalisé si, et seulement si, les p boules ti- 

rées sont parmi les k premières boules. Par suite la probabilité 

Lo) 1k>p. 

P 

(b) L'événement B} est réalisé si, et seulement si, on obtient la 

boule numéro k et les (p — 1) autres boules sont choisies parmi 

les (k — 1) premières boules. Par suite P(Bz) = 0 si k < pet 

P(B4) = (ee) 

() 

cherchée est nulle si £ < p est elle est égale à 

si k > p.
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(c) Les événements (Bz),<r<n forment un système complet d'évé- 

Ga) n n p : 1 

Ÿ_P(B) = Le = 
k=p k=p 

p 

nements. donc 

n 
Ce qui donne, en multipliant par ( ): 

p 

OS k=p 

(d) On montre par récurrence sur p € {1,2,..,n} que, pour tout 

g>pona card(S,») = (' L 1 Il est clair que, si g > 1 alors 

Soi = {q}. donc l'égalité est vérifiée. Supposons que pour tout 

qg>pona card(S,,) = ( ne 1! Fixons un entier q > p +1. 
D = 

On a : 

Sap+1 = {(N1,n0,..,n941) € (N°) : n1 + no +. + 941 =} 

Comme n,:1 varie entre 1 et q — p. il est façile de voir que 

l'application (n1,n2....1n,11) + (n1,n2....n,) définit bien une 

bijection de S,,+1 dans [] S_r9. Par suite, en utilisant l’éga- 
k=1 

lité (3.20), on obtient : 

qg—p ln 4 —k—-1 
card(So,p+1) D card(So-k.p) — (‘ ) 

—? 

Ce qui montre le résultat. 

2. Une réalisation est une p-liste de {1,2,...n} donc, card(Q) = n?.
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(a) Notons, pour tout 1 < à < n, l'événement À; «le premier nu- 
1 : 

méro obtenu est 4». On a P(A;) = —. Par la formule des pro- 
n 

babilités totales, on a : P(A) = S P(A | 4;)P(4;). 
i=1l 

Quand le premier numéro est fixé est égal à t, l'événement À 

est réalisé si, et seulement si, le dernier numéro est choisi parmi 

{i+1,i+2,.,n}. Donc, sii=nonaP(A]|A;)=0etsii <n, 

P(A | À4;) = TT Par conséquent, 

LR, 1, ni-1) 1 1 
PAIE D DEEE DE 5 D 

(b) Ona: 

B = {(n1,n2,.n,) € N° tels que n1 +n2+..+n, =n}. 

En utilisant la question 1-d, on obtient : 

” card(Q) n? 

card(B — 1 P(B) = #48) - M1 

(c) Une réalisation w € C' si et seulement si, w est une p—liste 

parmi un ensemble fixé {1,3}, et contient les deux numéros. Si 

on fixe deux numéros 1 < i,j < n, on a (2P — 2) réalisations 

possibles (on exclu les p-listes (4,4, ..i) et (7.3...j)). Comme on 
n n 

a (,) choix des numéros 1,7, alors card(C') — (2P — 2). 
2 

, J@ -2) 
Donc P(C') = —_— — 

Exercice 5 : 

1. En utilisant la formule des probabilités totales on obtient : 

P(Bn41) = P(Bn4 | Bn)P(Ba) + P(Bn41 | Br) P(B:). 

Or, P(Bh11 | Bh) = =, puisque si l'événement B, est réalisé alors 
5 

le (n +1)-ième tirage s'effectue dans l’urne U1. De même, on trouve 
— 4 

PB | B:)}= 7° Par suite, pour tout n € N* 

= Tps, + 21 ps) = ps + 2 Pn+1 — 5Pr 7 Pn) — 35 Pn 7:



98 CHAPITRE 3. ESPACE PROBABILISÉ 

20 
2. Le réel xo = 11 est l’unique solution de l'équation : 

—6 4 . 
35? + 7 x. La suite de terme général p} — zo est géométrique 

—6 —6 
de raison FÉ Donc p, — 20 = (—)*-!{(p1 — x0). Calculons p1. On 

5 
considère les événements U; «la première boule tirée provient de 

U; » et Ua «la première boule tirée provient de U2». Les événements 

U; et U2 forment un système complet d'événements, il vient, par 

application de la formule des probabilités totales : 

P(B1) = P(B1 | Ui)P(Ui) + P(B1 | U2)P(U2). 

. 12 14 17 op 
Ce qui donne : p1 = 2'E o 97 — 35 On en déduit que : 

Pn — (5) (p1 — To) + To — 1135 (5) 11: 

Exercice 6 : Pour tout à € {1,2,..,n}, on note S; l'événement «on tire le nu- 

méro À de À et un numéro strictement supérieur à ? de B ». La probabilité 

cherchée est 

p=P(SaUSU.US,) = P($;) 
è=1 

1ln—1 
Or. P(S;) = —. . par suite 

i n—1 
= n —i) = . 

L 2 2 d 9n 

Méthode 2 : On peut raisonner autrement, en remarquant que la pro- 

babilité cherchée est aussi égale à la probabilité de tirer un numéro de 

B strictement supérieur à celui de À et que la probabilité de tirer deux 

numéros égaux est —. Comme ces trois événements forment un système 

7 ” ï à I n—1 
complet d'événements, on en déduit que p + p + 1, donc p — nn ” 

Exercice 7 : Une réalisation est une permutation de l’ensemble {1,2,.n} 

donc card(Q) = n!. Considérons, pour tout à € {1,2,.n}, l'événement 

A; —=«la i-ième boule est tirée au i-ième tirage». La probabilité cherchée 

n’est autre que la probabilité P(A1 U A2 U .. U 4»). Pour tout k-uplet 

(41, 42, …, tr) tel que 1 < ê1 < i9 < .. <ig SN, 

(n—k)! 
nl! 

P(A;, (A N À;,) —
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puisque À;, N..NÀ;, est l’ensemble de permutations qui fixent 21,29, y. 

Par la formule de Poincaré (3.8), 

nr 

P(AUAIU.UA,) = D (1)! D» P(A NN Ai). 
k=1 1<i1<i9<.<iL En 

Comme, pour chaque k entre 1 et n, 

nm 

k 

il vient : 

— — k)! 
SAT... n) = _1)#+1 n (@—k)! P(A1 U A2 U..U An) >\ ) (, . 

7 1 

k=1 

I 
Lorsque n tend vers 00, P(A1 U A9 U..U 4) tend vers 1 — —. 

€ 

Exercice 8 : 

1. Chaque éventualité est une n-liste (k1.k9....k,) de nombres com- 

pris entre 1 et 365. La probabilité cherchée est la probabilité de 

l'événement 4, «la liste contient au moins deux nombres égaux». 

Comme, par hypothèse, la probabilité est uniforme, on a donc : 

FF, = tn. Il est plus simple de calculer la probabilité P(4,). 

Une liste (k1,k2,.…k) € À, si, et seulement si, k; £ k; pour tout 

i£j€{1,2,.,n}, donc 

card(A,,) = 365.(365 — 1)...(365 — n — 1). 

Par conséquent, 

— n—1 n—1 
card(A,) (365 — k) k 

= jh 5 TE © à Ti = 2% 
P 365" Il 365 IT' 365) 

2. Par l'inégalité de convexité : 1 — x < e* pour tout x € R, on en 

déduit que 

n—1 k _n(n EH 1) 

P,>1-][e 365 — 1-e 730 

k=0 
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: _n(n—1) 

3. Pour que P, > 5’ il suffit que 1 —e 730 > 5 Cette dernière 

n(n —-1 
inégalité peut s’écrire aussi 5 > In(2). On en déduit que 

L . 
Fes > 9 SI 

n(n — 1) > 7301n(2). 

L'équation, X? — X — 7301n(2) = 0 admet 2 solutions : 

l 1 1 1 
_,/292 : = — — —1/292 L 5 920 In +i+set, 5 920 In 2 + 1 

1 1 1 
Donc, pour n > 5 V 2920 In 2 + 1 + s= 23, où à PF, > 2’ On vérifie 

numériquement que : 

P29 = 0.475 70. P23 = 0.507 30 et P:3 = 0.986 26, 

Donc. dans une classe d'environ 55 étudiants, il y a plus de 98% de 

chance que deux de ces étudiants aient leur anniversaire le même 

jour. Ce résultat est tellement contraire à notre intuition qu'on 

l’appelle le paradoxe des anniversaires. 

Exercice 9 : Soit Z l'événement «le gardien est ivre», par hypothèse, on a 

PT} = 3 Soit À l'événement «le gardien utilise au moins 2 clés». La 

probabilité cherchée est la probabilité P(I | A). Par la formule de Bayes, 

on à : 
) = P(A]|1)P() 
- P(A|I)P(1)+P(A|I)P(I) 

P(I|A 

n(n — 1) P(A|I)=( et P(A]|1I)= 

car si le gardien est ivre la probabilité d'échec à chaque essai est . 

et celle au ou sinon, la probabilité d'échec au premier essai est 
n 

n — 2) 
Dm Pet deuxième essai est 

(n — 1} PE) Een 2 
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Exercice 10 : Pour tout n > 1, on considère l'événement 4, «le message 

est fidèlement transmis entre J1,12...,1,» et on pose p, = P(A,). On 

raisonne suivant les (n — 1) premiers individus, c’est-à-dire, on utilise la 

formule des probabilités totales avec le système complet d'événements 

(An_1:An_1). On écrit pour tout n > 2: 

On a P(A, | An-1) = p, car si le message est transmis fidèlement entre 

(l1,.. 1-1) alors À, est réalisé si, et seulement si, Z,_1 transmis le 

message fidèlement à J,. De même P(4, | 4,-_1) = (1—p). D'où 

Pn = PPn1 + (1 —P)(1 — Pi) = (2p — 1)pa-1 + (1 — D). 

La fonction æ + (2p — 1)æx + (1 — p) admet un unique point fixe qui est —, 

donc la suite æ}, = ph — 9 est géométrique de raison (2p — 1). Par suite 

on obtient : 
l L l 

Comme Pi — pP.on trouve pour tout n > IL, 

l 1 2 L 
— on—1 Zn … -E _ 

Clairement, la suite p, tend vers 5 lorsque n tend vers +00. C'est-à-dire que 

lorsqu'on a un nombre assez grand d'individus, la probabilité pour qu’un 

message soit transmis fidèlement est presque 9’ 

Exercice 11 : 

1. On note À l'événement «le dé choisi est pipé» et B l'événement 

«on obtient le chiffre 6». La probabilité demandée est P(A | B). 

Par la formule de Bayes on a : 

P(A|B)= PB] LS _ 
P(B|A)P(4)+P(B|A)P(4) 

C ea = € = rmld=rarel2&- 2 dus (A) = ZE — 3 1 = ç 

obtient : 

= 3 3 ____% 

RE RE RE RE TS 
3 6 3
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Considérons les événements À «choisir un dé pipé» et B «obtenir 

n fois le chiffre 6». On écrit : 

P(B|A)P(A) 

P(B | A)P(A) + P(B |A)P(A) 
Pn = P(A|B)= 

Comme P(B | A) = p" et P(B | À) = = il vient : 

l Zn 
DE NE : 

Pr TT se LE you 
3 és ? "6 

. 1 
— Sip > 6? alors p, — 1, donc p,, tend vers 1, lorsque n tend vers 

CO. 
I p” 1 

— Sip < =, alors p, — 1 _— —(6p)" tend vers 0, lorsque n tend 

° Aa"? 6 
vers 00. 

1 
— Sip = 6’ alors ph — 3 Pour tout n € N*. 

12 : 

Pour tout n > 1, l'événement A2,_1 est réalisé si, et seulement si, 

les (n — 1) premiers tirs de À et les (n — 1) premiers tirs de B sont 

des échecs et À atteint la cible lors de son n-ième tir. Comme les 

tirs sont indépendants, on a : 

P(Aon-1) = (1—p}" (1 — g) lp. 

L'événement B2, est réalisé si, et seulement si, les n premiers tirs 

de À et les (n — 1) premiers tirs de B sont des échecs et B réussit 

lors de son n-ième tir. Ce qui donne : 

P(Bx) = (1-p}"(1- q)"""q. 

+00 +00 
. On a : À — (|) A1 et B — |] Bon. Comme les événements 

n=1 ñn—=1 

(A9n-1)h>1 sont incompatibles, on obtient : 

P(4) = Ÿ° P(Am-1) = SL p} (1 — 9) 
n=1l nm—=1 

p 

Le (= 2 
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De même. on a : 

+00 +00 

P(B)=S P(B»)= 3 (1-p}"(1-q)"""q 
n=1 n=1 

q(1—p) 
1-(-p)(-0) 

On vérifie bien que P(A) + P(B) = 1. 

3. Le jeu est équilibré si, et seulement si, q = —— (ce qui impose 

#i p< sh 

Exercice 13 : Pour tout k € N, on désigne par Ax l'événement «le joueur A 

gagne les n dinars avec la somme initiale de k dinars» et uy = P(A%). 

Par hypothèse, on a u9 = 0 et u, = 1. Considérons l'événement À —«le 

joueur À gagne le premier tour». Par la formule des probabilités totales, 

on obtient : 

P(Ax) = P(R)P(Ax | R) + P(R)P(4r | PR). 

Donc, uy = Puis + Qur_1, Soit Upiy = —-Ug + Lui. L'équation ca- 
p p 

ractéristique de la suite est pr? — r + q — 0 dont les racines sont 1 et 
q 

p 
: 

— Sip 5 G Z 1), alors il existe deux réels @, 5 tels que 

ur = a+ 8(2). 
p 

Or, par hypothèse 

a+ 3=u0 = 0 et a+ 6(7) = un = 1, 

donc 5 = ————— et à = —5. Par conséquent : 

P 

q k 

1 q (4) _ P ue = 7—(L — 1) = 27, 
É»-1P a\ 
P p
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— Sip = =, alors il existe à, 5 tels que : uy = (a+k8). En tenant compte 

D
I
 

a 

de fait que ug = 0 et u, = 1, on trouve a = 0 et 8 = —. D'où uy = —. 
n n 

Exercice 14 : 

1. Notons B: et B2 les deux boîtes. Au moment où le mathématicien 

s'aperçoit que la boîte B1 est vide, il a tiré n allumettes de la boîte 

B;.n—k de B», puis il a tiré B1. Chaque choix de boîte s'effectue 

avec une probabilité égale à 5 Parmi les (2n — k) allumettes tirées, 

n allumettes sont choisis de la boîte B1 et n — k de l’autre. donc on 

a possibilités. Ainsi la probabilité pour que B2 contienne 
n 

k allumettes quand le mathématicien s'aperçoit que la boîte B1 est 
| 2n —k\ 1. . | 

vide égale à GE. On fait le même raisonnement 
n 

dans le cas où la boîte B2 est vide. La probabilité cherchée est 

donc : 

2n —k\ ,1 2n — k\ ,1 — 59 Ly2n-k-1 — \2r—-k 

2. Les événements Az, 0 < k < n, avec Az«l'autre boîte contient 

k allumettes quand le mathématicien s'aperçoit qu’une boîte est 

vide», forment un système complet d'événements, donc 

- = f2n—k\,1 _ SL L\2n—-k DPap= D ("EGP 

ce qui donne, en multipliant par 2??, 

>2(”" | , = 227 24, 
n 

k=—0 

___ fm\1 (an) 
PP, 22%. (nl)222° 

Par la formule de Striling : n! - ne /27n, il vient 

(2n)e-2" /4rn 1 
pre _— 

ne-#97n2% /rn 

3. On a : 
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Exercice 15 : 

1. Soit, pour tout n € N, l'événement 4, : «la famille possède n 

enfants». La suite d'événements (4, },<N forme un système complet 
+00 +00 

d'événements donc ÿ[ P(4,) = 1. Par suite à ÿ_ p* = 1 ce qui 
n=0 n=0 

donne a = (1 — »p). 

2. Soit By4 l'événement B} : «la famille a k garcons». Par la formule 

de probabilités totales, on a : 

= SP 140P = S P&s A )P(An) 

n\.il ST . — n\ D, 

over ap or n=k 

Or, pour tout t € |—1,1[, le développement en série entière de la 

I Te in 
f. : —(k+1) < Any: : —— — n—k onction t + (1—t) s'écrit Ti 2 k t—" donc 

à — 
P(B,)=— 7?  (Pyx 

(1 — 5) 

T
S
 

D
I
S
 

—
 

3. On considère les événements C' : «la famille possède au moins deux 

garçons» et D : «la famille possède au moins un garçon». On 

cherche, alors, la probabilité de l'événement C' sachant que l’événe- 

ment D est réalisé. On écrit : 

P(DNC) P(C) 
FCID= D — PO) 

Comme 

P(C) = 1 — (P(Bo) + P(B1)) 

__ 17? l-p p_ _p 

(1-5) (5)? (p 2) 

et 1 - ; 

P(D)=1-P(Bo)=1- — . 
A5) 7? 

P 
on obtient : P(C | D) = —.
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Exercice 16 : Considérons les événements, À : «l’objet se trouve dans le 

meuble» et, pour tout à € {1,2,..,8}, À; : «l'objet se trouve dans le 

tiroir numéro i». On cherche la probabilité P(As | 41 N A2 NN 4). 

On a : 

P(4s) = P(4s | A)P(4) + P(4s | A)P(À) = 

œ
|
"
S
 

et 

P(A1n 42.1 A7) 

= P(41N242.. 124; | A)P(A) + P(A;N 42.1 47 | A)P(A) 

l 
= gp+l—p. 

Il vient : 

2 _— P(48ëNnANn4d..NnA4 
P(4s|An4n.nÆ)= (is N A1 N A2»: N A7) 

P(A1N 42.1 A7) 

P(45) : p 

P(A1N42.NA47) p+8(l-p) 

Exercice 17 : 

1. Soit B l'événement «le client achète un article» et C' l'événement 

«le client achète un article non défectueux». La probabilité recher- 

chée est : 

P(C) = P(BNC)= P(B)P(C | B) = 

#
>
 

|
 
C
o
 

D
r
 

©
 

| 
D
 

2. De même. en notant D l'événement «le client achète un article 

défectueux». on a : 

P(D) = P(BND)= P(B)P(D |B)= 3 _ a 

C
I
 
N
D
 

3. Soient k.n € N. Ay l'événement «k articles non défectueux sont 

vendus» et B, l'événement «n clients ont visités le super marché» 

. On a P(B,,) = pq et 

P(4x | B4) = AI
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car, parmi les n clients, Æ clients achètent des articles non défec- 
nn D 

tueux, chacun avec une probabilité 5 et les (n — k) achètent des ar- 

ticles défectueux, avec une probabilité &’ Par la formule de Bayes, 

on obtient : 

O0 

2, P(B;)P(4x | B;) = 

En utilisant le développement de la fonction æ + (1 — x)°, on 

obtient, pour tout t € ]-1,1|: 

1 .) n+P\n 

Apt Nr / 
Par suite : 

C0 CO A bal 

D PDP 185) = 3 (7) GN trie 
3=0 3=k = 

Ale RS i+E\», G)'? ù ( 1")d 

On trouve, donc : 

m 1 k 1 n—k,n : CG re En  e-pr 
. NT k 6n+* 
Écer 

Exercice 18 : Il est clair que la suite d'événements (B, ),en est 

décroissante, par le théorème de la continuité décroissante, on écrit : 

P(4)= P(() (J4;)= lim P((JA4,). 
n—+00 

neNp2n p2n 

+00 +00 +00 
1. Comme 0 < P({J À4,) < >: P(A,)et lim P(4;) = 0 

p=n p=n TO p=n 

on obtient P(A) = 0.
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2. En appliquant l'égalité (3.11), on obtient : 

+00 N 

P(() 4,) = Jim P LU] 4). 
—+700 

p=n p=n 

Pour calculer P((]J 4,). on utilise l'indépendance des événements 
pP—n 

AÀ,. et par suite de À,. On a : 

N N N 

P([ 4)=1-P(f)4)=1- [[(G-P(4)). 
pP=n p=n p=n 

D'autre part, en utilisant l'inégalité de convexité : 

1+x <exp(x) pour tout ER, 

on obtient. 

N N N 

0< [TG -P(4,)) < [T exp(-P(4,)) = exp(— 5° P(4)) 
p=n p=n p=n 

Le fait que la série de terme général P(A,) diverge, montre que 

N 

li = +00, NE. P(A,) = +00 

pP—R 

d'où lim J[(1-—P(4,)) = 0. Par suite 
N—+00 5=n 

lim _P((J 4,) =1= P(4). 
N—+00 

(a) On considère, pour tout n € N*, l'événement 4, : «obtenir 

pile au nième lancer». Les événements À, sont indépendants 

et P(A,) = p. Comme la série ÿ P(A,) diverge, d’après la 

deuxième question la probabilité pour qu'une infinité d’événe- 

ments À, soient réalisés est égale à 1.
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(b) 

Exercice 19 : 

Soit C l'événement «obtenir une infinité de fois une séquence 

de 2 piles». Si on considère, pour tout n € N*, l'événement 

By = An N An. il vient C = ff) (J B,. Cependant on ne 
nEN p>n 

peut pas appliquer la première question, puisque les événe- 

ments B, et B,11 ne sont pas indépendants. Par contre. la 

sous-suite (Box heN< est clairement formée par d'événements 

indépendants. Comme P(B»,) = p? et que la série 5° P(B2») 

diverge alors P((} [ B2) = 1. On en déduit que P(C) = 1, 
nEeN p>n 

car f] [] B2, C C. On montre de même que l'événement «ob- 
nEeNp>n 

tenir une infinité de fois une séquence de m piles» est presque 

certain pour tout m > 1. 

1. Comme la série 5 P({n}) converge, on en déduit que : 

(a) 

(b) 

(c) 

lim P({n}) =0. 
n—+00 

On a : 

+00 + | 

>, P({n}) = P(N)=1= 5 2 = (x). 
n—1 n=1 

En Il résulte que À = —. 
: 6(x) 

On a À, = {kn : k € N*}, donc 

+00 

P(An) = D P({i}) = P({kn}) 
k=1 iCAn 

5 CE (= 1 
es (kn)* ne EL 

Pour tous entiers n et m > 1, on a 4, NA = Appem(nm). Par 

suite : 

l 

(ppem(n,m)}®" 
P(An N As) = P(Appemnm)) =
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Donc les événements 4, et 4, sont indépendants si, et seule- 

ment si. 
1 il 

(nm}®  (ppem(n,.m)}° 

soit, ppem(n.m) = nm. Ce qui est équivaut à pgcd(n,m) = 1. 

3. Soit A = f) À,. Un entier n € À si, et seulement si, n n’a pas de 
pEP 

diviseur premier. Or, tout entier n > 2 admet un diviseur premier, 

par suite À = {1}. D'autre part, les événements (4,),<p sont in- 

dépendants. En effet, soit {p;,.p:,...p:, } une partie finie de P. Les 

nombres P;,:PDi,...D;, sont premiers entre eux. Donc 

P(Apis N'Apis Nue pi) = P(Apia pipi) 
1 

 (DaDio.Di, Ÿ 
= P(A:, )P(Api, )P(Ap, ): 

Par suite, en notant (p,).>1 la suite des entiers premiers rangés par 

ordre croissant, on a par application de la formule 3.12, 

P(4) = P(() 4) = Jim P( (43) 
pEP è=1 

n ee) 

= ICE II 
i=1 2=1 

D'autre part, comme À = {1} alors P(A) = À = TS Finalement, 
“à 

on obtient : 

I 1 L. —_=Ta-2)=Ta-— co Ut, -16- 
pEP 

4. Soit (Ph)h>1 la suite des entiers premiers rangés par ordre crois- 
1 

sant. Supposons, par l’absurde, que la famille (—),£p est sommable, 
p 

. . . I 1 
c'est-à-dire la série Ÿ — converge. Alors, la série Ÿ° In(1 ——) 

nEN* Pn nEN* Pn 

converge aussi, puisque In(1 — —) — —. Il résulte que la suite de 
Pn Pn
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nm 

terme général U, = [[(1 — —) converge, car In(u,) converge, no- 
= Pi 

tons { sa limite. Pour tout x > 1, on a (1——) > (1 — —), donc 
D; Pi 

pour tout entier n € N* 

nm nr 
1 1 

I[G-—)<[I[t-— 
i=1 Pi Pi 

Par passage à la limite lorsque n tend vers +, on obtient : 

1 
Ê < —— pour tout x > 1. 

6(x) 

Ce qui montre que la fonction Ç est majorée sur |1,+{. Or, on 

sait par comparaison série et intégrale, qu’au voisinage de 1 on a : 

G(x) — tend vers + © quand x tend vers 1. 
W H _— 

Contradiction. 

Exercice 20 : 

1. Voir l'exercice précédent. 

2. L'événement À est réalisé si. et seulement si, une infinité des évé- 
FA s * u 0 F2 = + FA ? U à = sn . — nements À,.,i € N*, est réalisée, c’est-à-dire : À = f\ |) 4... 

nEN* iDn 
Comme la série 57 P(4,,) diverge et les événements (4,, hen- sont 

indépendants, on en déduit par application du lemme de Borel- 

Cantelli (cf. exercice 18), que P(A) =1. 

3. Comme À est de probabilité 1, il n’est pas vide. Il existe, donc au 

moins un entier ayant une infinité de diviseurs premiers. Contra- 

diction. 

Exercice 21 : 

1. On sait que :
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(voir exemple 90 ). Si la série ÿ° P(A}) diverge alors P(A) = 1 (cf. 

exemple 90). Inversement, supposons que P(A) = 1. Ceci entraîne 

que 
n 

im II P(Ax) = 0 — Ai, IC — P(A;)). 

Comme P(4}3) < 1 pour tout k, on obtient : 

nm 

lim In [IG — P(Ax)) =—-o = lim > In(1 — k)). 
n— +00 n— +00 

k=—0 

Ce qui montre que la série ÿ° In(1 — P(Az)) diverge, donc la série 

S_ P(Ax) diverge, puisque In(1 — P(Ax)) — P(Ax). 

(a) Pour calculer P(A) il suffit, donc, de calculer lim JI P(4}). 

On écrit : 

[Pæ-I6-2 5-1 
k=0 k=0 (& +2) k=0 (& +2) 

185 [1 + - n +3 

En (k+2) Enr (k+2) 2(n +2) 

D'où P(A)= lim [I PA) — 
no CN 2 

(b) Soit no € N*, On note B,, l'événement «seul l'événement 4,, 

est réalisé». On cherche donc la probabilité de A = |] B,,. 
noSN 

En appliquant l'identité (3.12), on obtient : 

PBno) = F(Ano N Cf) An)) = a (Ano N a An) 
nÉNno PA 

= P(A») lim PA À) 
N—+00 

ne
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D'autre part, 

N 

lim P( 4,)= li P(4, Win, P( = Lie LL PGn) 
End nAno 

N 1 

= lim P(A4,)—— 
in. I P(4»0) 

N +3 (no + 2)? 
= lim : 

N—+00 2(N +2) (no + 1)(no +3) 

_4 (no + 2)? 

7 2 (no + 1)(no + 3) 

On trouve : P(B,,) = 1m = Ne 3: Les événements B,. 

n € N, sont incompatibles deux à deux, par conséquent : 

i— 

= P(U 8:) -S pe, TUE 
neN n= 

Fe l 5) 
N+1 N+3 

1, Jim (+ 3 - “ER 5) S 

Exercice 22 : 1. La probabilité qu'une boule soit placée dans une boîte 

est 3’ L'événement A4 est réalisé si les (k — 1)-ièmes boules sont 

placées dans une même boîte B;1 ou B2 ou B3 et la k-ième dans une 

autre boîte. La probabilité pour que (k — 1) boules soient placées 

dans la boîte B; et la k-ième dans une boîte différente est égale à 

— _ — 9(— 3 CT . Donc P(Az) = 3. 3 (5) ( a). Un calcul simple 

montre que la somme recherchée est 1. 

D
 

Soit À l’événément «toutes les boules sont placées dans une même 
+00 _  +oo 

boîte». Alors, on a À € ff) Ax = (|) 4x . De plus, les événements 
k=—2 — 

A% sont incompatibles, donc
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0 < P(A) )< P(Î 2 =1-P CU An =1- 5 PA) )= 0. 
k=—2 

La probabilité A toutes les Boule soient placées dans la même 

boîte est donc nulle. 

3. Soit n > 3 et k > 2. Alors P(B, | Az) =0 sin < k. Car, dans ce 

cas, si Az est reaisé alors il reste une boîte vide. Si k < n et A4 est 

réalisé, alors on aura une boîte qui contient (4 — 1) boules et une 

boîte qui contient une boule, par suite les (n — k — 1) boules seront 

donc placées dans l’un de deux boîtes déjà occupées et la n-ième 

boule sera dans la troisième boîte. Il vient : 

n—k—1 
: m— ET), 1, 5 4 51 1 PE AE CD (Ja Ge 

1 on—k—1 

— 3'39n-k-1l 

P(B:) = P(Ba 0 ([] Ax)) + P(B, 0 ([] 4) 
k=2 k=2 

+00 To 

= P(B; N([] Ax)) (car P(U] 4x) = 0) 
k=2 k=2 

= ÿ_P(Br | Ax).P(4x) 
k=2 

n—1 n—1 

On écrit : 

Exercice 23 : 

1. Dire que l’entier X? — 1 est divisible par 10 s'écrit aussi X? = 1 [10] 

(le chiffre des unités de X? est 1), ce qui équivaut à X = 1/{10]
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ou X = —1{10), c'est-à-dire le chiffre des unités de X est 1 ou 9. 

Soit n un entier > 1. Le nombre d’entiers X € {1,2,..,n} vérifiant 
— 1] 

X = 1/{10] est E(——) + 1, avec E(x) désigne la partie entière 

d'un réel x. En effet : X = 1[10] et 1 < X < n si, et seulement si, 
n 

X = 10k +1 avec 0 < k < ETES De même le nombre d’entiers 

l 
= —1/{10] et 1 < X <nest E(——). Puisque la probabilité est 

uniforme, on obtient : 

Comme pour tout réel x, on a: x—1< E(x) < x, il vient 

2 1, 2 
10 n “#1 

ce qui montre que lim ?p} = 0,2. 
nr+00 

Remarque : On peut refaire la question en remplaçant l’entier 10 

par un nombre premier q > 3. On trouve lim ?p} — 
n+00 ©

 
| 

ND
 

. Soit k € {1,2,..,2n}. Le nombre de couples (x,y) € {1,2, .n} tels 

que t+y=kestk-1s1<k<net2n—-k+1sin+1<k<2n. 

Car, il est aussi égal au nombre d’entiers x vérifiants : 

1<æz<netl <k—zx<n. La probabilité étant uniforme, donc, 

pour tout m € {1,2,.., E(V2n)} la probabilité que 

2 — 1 
7 sil<m <E(V/n) 

X +Y = m? est on 2 +1 . 

D si E(/n) +1 <m < E(V2n) 

On obtient donc : 

1 7, EU) on m2 +1 pe = CD M4 D D), 
m=1 m=E(ynr)+1
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nm 

En utilisant la somme Ÿ2 k? = 2n° + 3n° + n, il vient : 
k=1 

1 5 la do 

2 5 
+ (Sa + (-m-3) on + +1)) 

où An = E(Vn) et b, = E(V?2n). On écrit : 

(20 — :) bh — SU = 0 = REV) + o(nE(/n)) 

23 + (-2r = :) an + 2n + 1= in E(VT) + o(nE(n)). 

on en déduit que 

Donc 

L 4(V2 — 1)E(,/n) 4(V2 — 1) 
de 3n 3V/n 

puisque E(/n) — /n.



Chapitre 4 

Variables aléatoires discrètes 

Lors d’une expérience, on s'intéresse souvent à une certaine quantité qui 

dépend du résultat et non au résultat obtenu. Par exemple, si l'expérience 

consiste à lancer deux dés, on s'intéresse à la somme obtenue ou à leur maxi- 

mum, plutôt qu'au résultat de chacun d’eux. On peut alors définir une fonction 

X qui à chaque éventualité w = (n1.n2) associe la somme des deux dés n1+n2. 

Ces fonctions auxquelles on s'intéresse sont en fait des fonctions définies 

sur l’univers ( et sont appelées variables aléatoires. Un autre exemple si- 

gnificatif est le suivant : 

Exemple 91 Deux joueurs utilisent un dé à 6 faces (numérotées de 1 à 6) 

pour jouer au jeu suivant : Le joueur À donne 3 dinars au joueur B et lance 

le dé, le joueur B lance le dé jusqu'à obtenir un nombre supérieur où égal à 

celui obtenu par le joueur À (la partie s'arrête alors), à chaque essai il donne 

1 dinar au joueur A. On s'intéresse donc aux gains des joueurs À et B. On 

désigne par X le gain de À et par Y le gain de B. 

Alors X et Y sont deux fonctions définies sur Q à valeurs dans R. Il est simple 

de voir que les valeurs prises par X et Y sont 

X(Q) = {-2,-1,0,..} et Y(A) = {2,1,0,—1,...}. 

4.1 Définition et premières propriétés 

4.1.1 Définitions 

Définition 92 Soit (Q,B,P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire 

discrète sur (Q.B,P) à valeurs dans un ensemble E est une application 

X :Q— E vérifiant :
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1. L'ensemble X(Q) est au plus dénombrable. 

2. Pour tout x € X(Q), l’ensemble X-t({x}) = {we Q: X(w) = x} € B. 

Dans le cas où E =R. X est dite variable aléatoire discrète réelle. 

Remarque : Dans le cas où B = P(Q), la 2ème condition de la définition est 

automatiquement vérifiée. 

Notation : Si X : Q — E est une variable aléatoire, pour tout æ € E, 

l'ensemble X—1({x}) est noté simplement : (X = x). Plus généralement, 

pour toute partie À C E, on désigne par (X € A) l’ensemble 

(X Ee A):= X71(4) = {w €  : X(w) € A}. 

Dans le cas d’une variable aléatoire réelle, pour tout a € R, l’ensemble 

(X € [a, +!) sera noté aussi (X > a). C'est-à-dire : 

(XZa)={weQ:X(w) 2 a}. 

De même on définit les événements (X > a), (X < a)... 

Exemples : Soit (Q,B,P) un espace probabilisé. 

1. Toute application no X:QN—E est nue variable aléatoire 

discrète, puisque X(Q) = {e}, avece€e E et X-l({e})—=0Q 

2. Soit À € B, la en indicatrice de À : 

I1:Q — R 

1 si w € À 
[8] ee 

0 sinon 

est une variable aléatoire discrète. En effet. 

AM) = {0, 1}, X71({0}) —AEBet X-1({1} = AE B. 

Si X : Q — E est une variable aléatoire discrète alors pour tout x € E, 

l'ensemble X—1({x}) est un événement, puisque si æ & X(Q) alors : 

-({x}) = @ € B. Ce résultat se généralise pour toute partie À de E. 

Proposition 93 Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans E. Pour 

toute partie À de E, l’ensemble 

(X € À) = = {weQ:X(w)e A} 

est un événement.
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Preuve. Soit À une partie de Æ. On écrit : 

(XEA)=X7(4)=[Ü X7({)h= UÙ xX(GheEz. 
zEA zEANX(Q) 

comme réunion au plus dénombrable d'événements. = 

Remarque : Pour toute variable aléatoire discrète réelle X : Q — R on 

définit une fonction F : R — R par : 

F(x) = P(X < x) pour tout ze R. 

Alors. on a : 

lim F(x)=1let lim F(x) =0. 
æ—+00 æ——00 

En effet, comme pour tous x.y € R tels que x <y.ona 

(X <zx)C(X <y), 

la fonction F est alors croissante. De plus F(x) € [0,1] pour tout réel x, 

par suite lim F(x)et lim F(x) existent et sont finies. Pour calculer 
æ——00 æ—+00 

lim F(x) il suffit donc de calculer la limite de la suite (F(n)),en. 
æ—+00 

Comme ( = [J(X <n), par application du théorème de la continuité 

croissante. on obtient : 

1=P(Y)= Em PX <al= lu FF). 
n— +00 n—+00 

Par suite lim F(x) = 1. 
æ—+00 

Pour calculer lim F(x), remarquer que f) P(X < -n) = SG et la 
Nr neN 

suite d'événements ((X < —n)),;en est décroissante. Le théorème de la 

continuité décroissante s'applique et on obtient : 

0=P([\(X<-n))= lim P(X<-n)= lim F(-n). 
, n— +00 n—+00 

nEeN 

Ce qui montre que lim F(x) = 0. 
æ——00 

Soit X : Q — E une variable aléatoire discrète. La famille ((X = x)),.cx(0) 

est, clairement, un système complet d'événements. Comme de plus X(Q) est 

au plus dénombrable (P(X = x));cx(a) permet de définir une probabilité sur 

X(Q), qu'on appelle loi de probabilité de X.
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Définition 94 Soient (Q,B,P) un espace probabilisé et X : Q — E une 

variable aléatoire discrète. On appelle la loi de probabilité de la variable X 

(ou la loi de X), l'application Px définie par : 

Px:P(X(Q)) — [0.1] 
A  PXeAÿ' 

En fait, la loi de probabilité d’une variable aléatoire X est 

— Une probabilité sur X(Q). 

— Complètement déterminée par la donnée de l’ensemble X(Q) et la famille 

de réels positifs (P(X = x));ex(0). 

Théorème 95 Soient (Q,B.P) un espace probabilisé et X : Q — E une 

variable aléatoire discrète de loi de probabilité Px. alors on a : 

1. Px est une probabilité sur l’espace probabilisable (X(Q),P(X(Q)). 

2. La loi de la variable aléatoire X est complètement déterminée par la 

donnée de la famille (P(X = x))zex(a. Plus précisément on a : 

Px(4)=P(XEA)= Ÿ. P(X (4.1) 
æeX(Q) 

Preuve. On montre d’abord que l'application Px vérifie les axiomes d’une 

probabilité. 

— On a Px(X(Q)) = P(X € X(Q)) = P(Q) = 1. 

— Soit (A,)\eN une suite d'événements incompatibles deux à deux de 

P(X(Q)). Comme (X € (|J 4:) = U(X € À) et les événements 
nEeN neN 

(X € Ah nen sont incompatibles, on aura, par &-additivité de P, 

Px((}J 4:) = P(X € UJ 44) = P(UJ(X € 4:)) 
neN nEN neN 

+00 +00 

=ŸS P(XEA;)=S Px(A 
n=0 n=0 

L'application Px est une probabilité sur un ensemble au plus dénom- 

brable, elle est, donc, complètement déterminée par la donnée de la famille 

(Px({x}h))zex(o). ce qui montre le deuxième point du théorème. al 

Remarque : Souvent on considère des variables aléatoires discrètes réelles X 

sur (Q,B, P) telles que X(Q) = N. On dispose des formules intéressantes
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qui nous aident à calculer la loi de probabilité de X. On a : 

PIX > 1) > P(X ) pour tout n € N. 

k=n+1 

On en déduit que, pour tout n € N: 

P(X=n)=P(X>n-1)-P(X >n) 

Noter que P(X > —1) = P(Q) = 1. 

On peut écrire aussi, pour tout n € N: 

P(X =n)=P(X <n)-P(X <n-—1). 

Exemple 96 On lance deux dés numérotés de 1 à 6 d'une façon indépendante, 

on désigne par X la variable aléatoire ur le plus grand de deux résultats 

obtenus. On a A = {1,2,..,6}? et X(Q) = {1,2.. 
que : 

..6}. Remarquons, d'abord 

P(X <0)=0 et P(X <6)=1. 
k2 

Soit k tel que 1 <k < 5, alors P(X < k) — 36 puisque. 

(X <k)= {(n,mjhudl<n <E et l< m <R}. 

kr? 

Donc P(X < k) — 36 pour tout 0 < k < 6. On en déduit que : 

k?_(k—1) 
— + — << k) — < == 2 P(X =k)=P(X <k)-P(X <k-—1)=— 36 36 

__2k—1 
pour tout k € {1,2,..6}. 

Remarque : Soit X une variable discrète sur (Q,B,P). Alors la famille 

d'événements (X = x).cx(o) est un système complet d'événements. En 

particulier, on a : 

ÿ_ P(X= 
æeX(Q) 

Inversement, la donnée d’une famille sommable de somme égale à 1 dé- 

finit une loi de probabilité d’une variable aléatoire :
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Proposition 97 Soient E un ensemble au plus dénombrable et (a; );cp une 

famille de réels positifs telle que Ÿ. a, — 1. Alors il existe un espace probabi- 
&cE 

lisé (Q,B,P) et une variable aléatoire X : Q — E vérifiant : 

X(Q)=E et P(X =x) = a, pour toutxe E. 

Preuve. Posons 0 = E et B — P(E). Comme { est au plus dénombrable, 

d’après la proposition 68, la famille (a, ),.<p permet de définir une probabilité 

sur (Q,P(E)), en posant P({x}) = a. pour tout x € E. Soit X = Idg,. 
l’application identité de Æ, alors X est une variable aléatoire discrète définie 

sur l’espace (E, P(E),P). En effet X(Q) = E, qui est au plus dénombrable et 

-l({x}) = {x} € B. De plus, on a: 

P(X = &) = P(XT{({x}) = P({x}) = a. 
Ce qui achève la preuve. E 

Etant donnée une variable aléatoire discrète X : Q — E et une application 

f:E — F,on peut définir l'application composée foX : Q — F. L'application 

foX, notée f(X), est appelée image de la variable aléatoire X par f. La 

proposition suivante montre que l’image d’une variable aléatoire discrète est 

une variable aléatoire discrète. 

Proposition 98 Soit X une variable aléatoire discrète sur un espace proba- 

bilisé (Q,B,P) à valeurs dans un ensemble E, et f : E — F une application. 

Alors, l'application f(X) définie par f(X) = f o X est une variable aléatoire 

discrète sur (Q,B, P) à valeurs dans F. 

De plus la loi de probabilité de f(X) est donnée par : Pour tout y € f(X)(Q), 

P(F(X)=y) = D} P(X=0). 
eEf({u}) 

Preuve. Comme X(Q) est au plus dénombrable alors f(X)(Q) = f(X(Q)) 

est au plus dénombrable. Soit y € fo …. on a: 

T'({y}) = {we Q: F(X(w)) = y} = {w EN: X(w) € FT ({u})} 

En appliquant la proposition 93. on obtient : 

Ty} = (Xe FT ({y})) € B. 
Ce qui montre que l’application f o X est une variable aléatoire discrète. Pour 

tout y € f(X)(Q), on a : 

P((X)=y) =P(XE  ({})= D. P(X=2). 
| 2e)
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Ce qui montre le résultat. = 

Exemple : Etant donnée une variable aléatoire discrète réelle X alors |X|, 

exp(X}). X?.. sont des variables aléatoires discrètes. On a par exemple. 

IX|(Q) € RT et pour tout réel strictement positif a. 

P(IX| = a) = P(X = a) + P(X = -a). 

Définition 99 Une variable aléatoire X sur (Q.,B, P) est dite presque sû- 

rement constante s'il existe x0 € X(Q) tel que P(X = x0) = 1. 

Pour une variable aléatoire sur (Q,B, P) on s'intéresse toujours à sa loi. 

Deux variables aléatoires discrètes X° et Y sur un même espace probabilisé 

(Q. B, P), peuvent admettre la même loi de probabilité. Par exemple, si À € B 

tel que P(A) — + alors les deux variables aléatoires I4 et I ont la même loi. 
74 

Définition 100 On dit que deux variables aléatoires discrètes X1 et X2 ont la 

même loi (ou suivent la même loi) si Px, = Px,, c'est-à-dire X1(Q) = X2(Q) 

et 

P(X1 = x) = P(X2 = x) pour tout x € X1(Q). 

On note X3 — Xo. 

4.1.2 Lois usuelles 

Loi uniforme 

Définition 101 Soit n € N*. 

% La loi uniforme sur un ensemble fini {ai.a2.…a,} est la probabilité uni- 

forme sur l’espace probabilisable ({as,a2. … an}, P({ar. 2, … an})). 

X% On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur {a1. a, sta 

si 

I 
X(Q) = {a1,a2, a} et P(X = ax) = m pour touti<k<n. 

On note X — U({ai.a2..…….an}). 

Situation type : Soit X la variable aléatoire égale au numéro obtenu lors du 

lancer d’un dé usuel, alors X - U4({1,2,..6}).
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Loi de Bernoulli 

Définition 102 Soit p €]0,1[. 

% La loi de Bernoulli de paramètre p est la probabilité sur ({0,1}, P({0,1}) 
définie par : 

P({0}) =1-p et P({1}) =p. 
X% On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Bernouilli de paramètre p. 

on note X — B(p), si 

X(Q) = {0,1}, P(X =0)=1-—p et P(X =1)=p. 

Situation type : La loi de Bernoulli modélise une expérience à deux issues 

S et E (S succès et E échec). Exemple : lancer d’une pièce de monnaie, 

la probabilité d'obtenir pile étant p €]0,1[. 

Loi binomiale 

Définition 103 Soit p €l0,1[ etn € N*. 

x La loi binomiale de paramètre (n,p) est la probabilité sur l’espace probabi- 

lisable ({0,1,2,...n}, P({0,1,2,...n}) définie par : 

P({k}) = (jee — p}*—Æ pour tout 0 <k <n. 

X% On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramètre (n, p), 

qu'on note X -— B(n,p), si 

X(Q) = {0,1..n}, P(X = k) = (jeta pr VO<Kk<n. 

Situation type : On répète n fois une épreuve de Bernoulli d’une facon in- 

dépendante, la probabilité de succès à chaque épreuve étant p €]0,1[. On 

désigne par X le nombre de succès obtenus. Alors X(Q) = {0,1,2....n} 

et pour tout k € X(Q), l'événement (X = k) est réalisé si, et seulement 

° ° \ nm 1 0 
si, on obtient k succès. Comme, on a () éléments de w qui comportent 

k succès et chacun de ces w a une même probabilité égale à p*(1—p)"À 

on a donc : 

P(X = 0) = (ne )pka = pe #
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Loi géométrique 

Définition 104 Soit p €]0,1[. 

X La loi géométrique de paramètre p est la probabilité sur (N*, P(N*)) définie 

par 

P({k}) = p(1 — p}f-1 pour tout k € N*. 

X% On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramètre p. 

qu'on note X — G{(p), si 

X(Q)=N*, P(X = k) = p(1 — p}F-1 pour tout k € N* 

Remarque : On définit bien ainsi la loi d’une variable aléatoire discrète car. 

p(1—p}f-1 > 0 pour tout k € N* et 

+00 

D p(l-p)"=1. 
k=1 

Situation type : Le temps d’attente du premier succès : On répète 

une suite d'épreuves de Bernoulli de paramètre p €]0, 1[ jusqu'à obtenir 

le premier succès. Si X désigne le rang (le temps d'attente) du premier 

succès alors X suit la loi géométrique de paramètre p. En effet, on a 

X(Q) = N*U {ww} (œ correspond à l'éventualité «toutes les épreuves 

sont des échecs»). 

— Soit k € N*, l'événement (X — k) est réalisé si, et seulement si, les 

(k — 1) premières épreuves donnent des échecs et le k-ième donne 

succès, avec la convention usuelle si £ = 1 il y a alors 0 échecs. C’est- 

à-dire, 

(X =k)=A1NANn.N Ar 1 AE 

où pour tout à € N*, À; est l'événement «obtenir un succès au t-ième 

épreuve» . Les événements (A;);ey- sont indépendants, donc 

— L\ — k—1 P(X =k)=(1-p)" "p. 

— L'événement (X = æ) est réalisé si, et seulement si, aucun des événe- 
+00 

ments 4,,n € N*, n’est réalisé. Donc, (X = ©) — (4x et par suite, 

K—=1 

en appliquant l'égalité (3.12), on obtient : 

P(X=00)= lim P(f{)A4r)= lim (1-—p}* =0
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OO 

On aurait pu aussi remarquer que P(X = ©) + S= P(X =Kk)= 1, ce 
k=1 

qui donne P(X = ©) = 0. 

La variable aléatoire discrète X prend la valeur © avec une probabilité nulle 

et, pour tout & € N°, P(X = k) = (1 — p}*-1p. Si l’on néglige la valeur 

+00, on voit que X suit la loi géométrique de paramètre p. 

Caractérisation de la loi géométrique : Soit X une variable aléatoire 

discrète sur (Q,B, P) qui suit une loi géométrique de paramètre p €]0,1[ (par 

exemple : X représente le temps d’attente du première pile lors d’une suite de 

lancers indépendants, la probabilité d'obtenir pile étant p). 

Soient k € N* et n € N. Sachant que X prend une valeur supérieure 

strictement à £, on veut chercher la probabilité pour que X prenne la valeur 

k +n (dans notre exemple type : sachant que les k premieres lancers donnent 

des échecs, quelle est la probabilité pour que le premier succès se produise au 

(k +n)-ième lancer). 

Cela revient à chercher P(X =k+n]|X > k). On écrit : 

P((X >k)N(X =k+n)) 
P(X > k) | 

P(X=k+n|X>k)= 

Comme, 

P((X >Kk)N(X =k+n)) = P(X =k+n)=p(1-p}""1 

et P(X > k) = (1—p)f, car l'événement (X > k) est réalisé si, et seulement 

si, les À premières épreuves donnent des échecs, donc : 

_ kin—1 

P(X=k+n|x>K#) re = PIX =ai, 

Cette remarquable propriété traduit le fait que la loi géométrique est une loi 

sans mémoire. Si l’on pense à X comme à une durée, on peut dire que X 

ne tient pas compte du passé. On vient, donc de démontrer la proposition 

suivante : 

Proposition 105 Soit X une variable aléatoire discrète qui suit une loi géo- 

métrique de paramètre p €]0,1{[, alors 

P(X =k+n|X>k)=P(X =n) pour tout ke N° etneN. 
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L'absence de mémoire caractérise les variables aléatoires qui suivent les lois 

géométriques. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N* non sûrement 

constante. On suppose que X est sans mémoire, c’est-à-dire que, pour tous 

keN*etneN,ona: 

P(X=k+n|X>k)=P(X =n) 

alors X suit une loi géométrique. En effet : 

Soit p = P(X = 1). Comme X est non sûrement constante, on en déduit 

que 0 < p < 1. Prouvons, par récurrence, sur 7 la relation 

P(X=n)=p(i-p}t. 
Elle est évidente si n = 1. Supposons-la acquise pour un entier n > 1. Comme 

par hypothèse 

P(X=n)=P(X=n+1|X>1)=p(1-p}""t, 

on écrit : 

P(X=n+1)=P(X=n+1|X>1)P(X >1)=p(1-p}-l(1-p). 

par suite 

P(X =n+1) =p(l-p)". 

Noter, enfin que p > 0 car sinon, on aura P(X = n) = 0 pour tout n € N*, ce 

qui est absurde. 

Exemple 106 {loi de Pascal). On considère une suite d'épreuves de Ber- 

noulli indépendantes, de probabilité de succès p €]0,1[. Soit j € N*, on consi- 

dère X la variable aléatoire qui indique le temps d'attente nécessaire pour 

obtenir j succès. On veut déterminer la loi de X. 

(Exemple type : Une urne contient ny, boules blanches et n, boules rouges. On 

tire successivement avec remise une boule de l’urne jusqu'à obtenir j boules 

rouges et on désigne par X le nombre de tirages nécessaires pour obtenir j 

boules rouges). Remarquons, que si j = 1 alors X suit la loi géométrique de 

paramètre p. Dans le cas général, on a : 

X(Q)={kEeN:k> j}U {+00}. 

Soit k > j. On a : w € (X = k) si, et seulement si, au cours de (k — 1) 

premiers tirages on a j — 1 succès et le k-ième tirage est un succès. On a,
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k—1 
donc, ( . ) éléments w, et chacun de ces w a la même probabilité égale à 

3-1 

pi 1(1 — p}k—ip = pi(1 — p)*—T. Donc, 

PC = 0 = (52 Jp 
D'autre part l'événement (X = +) est réalisé si, et seulement si, on 

n'obtient jamais j succès. Il est donc inclus dans l'événement À : «à par- 

tir d'un certain rang toutes les épreuves donnent des échecs». En notant E; 

l'événement «la à ième épreuve donne un échec», alors on a : 

(X =) € {J(() Ex). 
nEN* k>n 

Or, 

P(() Æ) = Jim. P( (A 5) = lim (lp pet 
N—+00 N—+00 

k>n 

Comme la suite d'événements ( (\ Exhen+ est croissante alors par la propriété 
k>n 

de continuité croissante il vient : 

P(X = +00) < P( |] ([) Æx)) = lim P([) Eg) = 0. 
nEN* k>n k>n 

Ce qui montre que a Mie (X = +) est négligeable. En conclusion, la 

loi de X est donnée par X(Q)={keNetk>j} et 

PK = ki = ne :}Pa — p}F—T pour tout k > j, 

où on a négligé la valeur +. On dit que X suit la loi de Pascal de paramètre 

(3.p). 
+00 

En utilisant l'identité S= P(X = k) = 1, on obtient : 
k=5 

S (Li) —p} 5 =1 
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Loi de Poisson 

Définition 107 Soit À un réel strictement positif. 

X La loi de Poisson de paramètre À est la probabilité sur (N, P(N)) donnée 

par : 
7 

P({n}) = mL pour toutn € N. 

% On dit qu'une variable aléatoire discrète X suit la loi de Poisson de para- 

mètre À, qu'on note X — P(À), si 

n 

X(R)=N, P(X =n)= = LES pour toutn € N. 

On définit bien ainsi la loi d’une variable aléatoire discrète car on a : 

Il n'existe pas une situation type simple d’une variable aléatoire qui suit la 

loi de Poisson, bien que cette loi soit utilisée fréquemment. Dans la pratique. 

les lois de Poisson sont utilisées pour décrire le comportement d’un nombre 

d'événements se produisant dans un laps de temps fixé. Par exemple, pour 

décrire le nombre de clients dans un magasin pendant un temps { ou le nombre 

d'appels reçus par un standard au cours d’un intervalle de temps. 

Les lois de Poisson apparaissent aussi comme limites de lois binomiales 

dans un sens précisé dans la proposition suivante. 

Proposition 108 Soit (X,),en- une suite de variables aléatoires discrètes 

sur un espace probabilisé (Q, B, P), telle que pour tout n € N*, 

Xn — B(n,ph) avec lim n.p, = À > 0. 
n— +00 

Alors on a : 

XF 
im, PCX,, = Kk) — Fi 

Preuve. Soit k € N fixé. Par hypothèse, pour tout n > k, 

n P(X, = k) = (, JET — pa).
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(n—1).(n-#+1 à La 
On a () _ @ )..(r +1) "2 donc () p* rs Crpa) Ce qui 

k k! k! k! 

. n\ » EE À 
montre que lim Ph — . D'autre part, comme p, — — tend vers 0, 

n—+oo \k k! | n | 

on écrit : 

(n — k)In(1 — ph) — —npn tend vers — À, 

il vient : 

lim (1—p,)" *= lim exp((n — k)In(1 —- »,)) = e À. 
n—+00 n—+00 

XE 

Par suite lim P(X, = k) = À = —€e 
n—+00 k! 

Remarque : Si une variable X suit une loi binomiale de paramètres n et p 

avec n assez grand et p très proche de 0, alors X suit approximativement 

la loi de Poisson de paramètre À = np. Ainsi, on modélise souvent le 

nombre de succès lorsqu'on répète un très grand nombre de fois une 

expérience ayant une chance très faible de réussir par une loi de Poisson. 

Comme exemple, dans un village où il y a 3000 habitants, le nombre 

des personnes ayant leur anniversaire le 5 avril suit approximativement 

une loi de Poisson de paramètre 3000. = 8.21. On dit que la loi de 

Poisson est la loi des événements rares. 

Exemple 109 Si X est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson 

P(A). Alors on a : P(X est pair) > P(X est impair). En effet, on a : 

)2# X2k 1 

PCX est pair) — P(X est impair) = MS Gr D 
k=0 ‘“ ” k=0 ° 

= e À DS ES 
k=—0 | 

4.2 Couple de variables aléatoires 

4.2.1 Définitions 

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé 

(Q, B, P) à valeurs dans E et F respectivement, on définit ainsi l’application 

(X,Y):AQ — ExF
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Proposition 110 L'application (X,Y ) est une variable aléatoire discrète a 

valeurs dans E x F. 

Preuve. On a : 

Les ensembles X(Q) et Y(Q) sont au plus dénombrables, donc leur produit 

X(Q) x Y(Q) est au plus dénombrable (cf. proposition 8). D’après le corollaire 

7, (X,Y )(Q) est au plus dénombrable. Soit (x,y) € (X,Y )(Q), on écrit : 

(X,Y)-H(x,y}} = {we Q : X(w) = x et Y(w) = y} (4.3) 

= X-({2}) NY ({u)} € E. 
Ce qui montre que l’application (X,Y ) est bien une variable aléatoire dis- 

crète. = 

Définition 111 Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un es- 

pace probabilisé (Q,B,P) à valeurs dans E et F respectivement. La variable 

aléatoire discrète (X,Y ) est appelée couple de variables aléatoires dis- 

crêtes sur (Q,B,P). 

Dans le cas où E = F = R, la variable (X,Y) est appelée couple de va- 

riables aléatoires discrètes réelles. 

Remarque 112 

1. Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabi- 

lisé (Q,B,P). Comme le couple (X,Y) est une variable aléatoire, alors 

la famille ((X,Y) = (z,Y))œy)e(x.y)(o) est un système complet d'événe- 

ments. Or, en utilisant l'égalité (4.4), pour tout (x,y) € (X,Y )(Q), 

(AY) = (&,y)) = (X=zx) NY = y). 

Donc, la famille ((X = x)N(Y =y))eyexxy)(e) est un système com- 

plet d'événements. 

Remarquer enfin que si (x.y) # (X,Y )(Q), alors l'événement 

(X=x)N(Y =y)=5, 

par suite, la famille ((X =x)N(Y = y))œyex(a)xY(R) est un système 

complet d'événements.



132 CHAPITRE 4. VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES 

2. Soit T une variable aléatoire discrète sur un espace probabilisé (Q,B, P) 

à valeurs dans E x F. Alors il existe un couple de variables aléatoires 

discrètes (X,Y) tel que T = (X,Y). En effet, soit m1: ExF—E et 

T:E XF — F les applications définies par : 

m1(x,y) = x et ro(x,y) = y pour tout (x,y)EE x F. 

Considérons les variables aléatoires X = m1(T) et Y = ma(T). Pour tout 

(A, Y)(w) = (X(w),Y(w)) = (m(T(w)), m(T(w))) = T(w). 

On en déduit que (X,Y) =T. 

4.2.2 Loi conjointe 

Soient X et Ÿ deux variables aléatoires discrètes sur une espace probabilisé 

(Q.B.P). 

Définition 113 La loi conjointe des variables X et Y est la loi du couple 

(X,Y), elle est donnée par la famille 

(P((X = 2) NT =y)))eyex(o)xY(o) 

Noter que, si un couple (x,y) € X(Q) x Y (Q) n'appartient pas à (X,Y )(Q) 

alors P((X =zx)N(Y =y)) = 0. 

Notation : L'événement (X = x) N(Y = y) est noté simplement 

EX = a,T =} 

Exemple 114 On lance simultanément deux dés, on désigne par X le plus 

grand des deux numéros obtenus et Y le plus petit. La loi conjointe de X et Y 

est donnée par : 

FLE =4F =j)=06 HAS i<ds <6 

PUX =AY =1)=11393 HS i-=)<6 

PÉX=ET =)j}=219%6 s1l<i<és 6. 

Remarquons que pour toutes variables aléatoires discrètes X et Y la famille 

(PUX = 2, Y =y)))eyex(n)xY(Q
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est sommable et 

ÿ P((X =x.Y =y))=1 (4.5) 
(z.y)EX(R)xY(Q) 

Inversement, étant donnée deux ensembles au plus dénombrables E et F 

et une famille de réels positifs (az y){#4)exr Sommable telle que 

ÿ Qry = 1. 

(x.y)cExF 

Alors la famille (az4)(æy)cexr définit bien une loi conjointe d’un couple de 

variables aléatoires (X,Y) à valeurs dans E x F.. 

En effet, il résulte de la proposition 97 qu'il existe une variable aléatoire T à 

valeur dans ÆE X F telle que la loi de probabilité de T est donnée par : 

P(T = (x,y)) = G>y pour tout (x,y)EExF. 

Vu la deuxième point de la remarque 112, il existe un couple de variables aléa- 

toires (X,YŸ) tel que T = (X,Y). C'est-à-dire, il existe un couple de variables 

aléatoires discrètes à valeurs dans E X F tel que 

P(X =x,Y =y) = a, pour tout (x, y)eExF. 

Exemple 115 On considère une suite d'épreuves de Bernoulli indépendantes 

(lancer d'une pièce de monnaie par exemple) de paramètre p €]0.1[. Soient X 

le rang du premier succès et Y le rang du second succès. 

Cherchons la loi conjointe de X et Y. 

on à : 

X(Q) = N*U {+oo} et Y(Q) = N*\ {1} U {+00}. 

Soient à > 1 et j > 2. Pour tout k € N*, on désigne par Sy l'événement 

«obtenir un succès au cours de la k-ième épreuve», on a : 

(X=iY=j)=0sii>) et 
(X=iY=j)=SNnSNn.NnS_1NSNSHN.NS; NS, sé < 1, 

(avec les conventions habituelles si i = 1 ou j =i+1). 

Donc 
0 sit >. 

FÉE RE =n={ (1 php? sii<j
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Pour tout i € N*, l'événement (X =i,Y = +00)=(X=i)n (Nu S5 S;). Or 

+00 n 

ON — js Ge LL pir—è — P( (1 S)= lim P((] 5)= lim (1-p} 7" =0. 
j=i+1 j=i1 

Donc P(X =i,Y = +) = 0. Le lecteur vérifiera, par application du théorème 

de Fubini, que la famille (P(X = i,Y = j));>1,5>2 est sommable dont la somme 

est égale à 1. 

Exemple 116 Soient X et Y deux variables aléatoires sur un même espace 

probabilisé à valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe du couple (X,Y) 

vérifie : 

G+5)2# Pour tout (i,j) e N°, P(X=iY =j)=a in (4.6) 

oùa€R. 

On cherche a tel que la relation ci-dessus défini bien une loi conjointe. Celà 

(à + 527 
revient à chercher a pour que la famille (a ET June soit sommable 

ilj! | 
de somme égale à 1. | 

G+j)? 
Pour tout à firé, la série Sa ——. est convergente et 

ilj! j 

+00 (i + )25+5 ai +00 

! F: | rar ARE 5 7 
= 2 

+= Due 

aiX » = ——"€e? + Doi+12 

il à! 

te (i+3)2# La série ÿ° >; aE+DIT est clairement convergente, ainsi la famille Ÿ— ij! 
à + j)%+5 
ses est sommable et 

(à CE + CHI 2 

(5)EN _ CD 

=) \ ge" + 21e?) = 2aef. 
i=0 | 

I 
Donc la relation (4.6) définit une loi conjointe si, et seulement si, à = RE 

[4
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4.2.3 Lois marginales 

Définition 117 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrètes. La loi 

de probabilité de X est appelée la première loi marginale du couple (X,Y) 

et celle de Y est appelée la deuxième loi marginale. 

Une question qui se pose : Connaissant la loi du couple (X,Y ). peut-on 

retrouver les lois de X et de Y ? Le théorème suivant donne une réponse 

positive à cette question. 

Théorème 118 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrètes sur un 

espace probabilisé (Q,B,P), alors : 

P(X=x)= D, P(X =2%,Y = y) pour tout x e X(Q). (4.7) 
yeY (Q) 

et 

PY =y)= 5 P(X =2x,Y = y) pour tout y €e Y(Q). (4.8) 

Preuve. Comme la famille d'événements ((Y — y))yey(o) est un système 

complet d'événements, alors pour tout x € X(Q), on a : 

Fee) }° FF NY =y)). 
yEY(Q) 

De même on démontre l’autre égalité. Fi 

Exemple 119 On reprend l'exemple 115 où X est le rang du premier succès 

et Y est le rang du second succès. On veut chercher la loi de Y. En appliquant 

l'égalité (4.8) on obtient, pour tout entier j > 2, 

+00 3-1 

=N P(X=iY =j)= 9 p(1-p} = (j-1)p (1 -p} 7. 
i=1 i=1 

Donc Y suit la loi de Pascal de paramètre (2,p) (voir exemple 106). Remar- 

quons que, la variable X° suit la loi géométrique de paramètre p. On a pu, 

aussi, vérifier la loi de X en utilisant l'égalité (4.7). 

Exemple 120 On reprend l'exemple 116. On cherche les lois marginales du 

couple (X,Y). Une application directe du théorème 118 donne, pour tous en- 

tiersi, EN: 

“( +2) et P(Y = j) — où; + 2). 
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4.2.4 Lois conditionnelles 

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires discrètes définies sur un espace 

probabilisé (Q,B, P). Etant donné y € Y (Q) tel que l'événement (Y = y) est 

non négligeable, c'est-à-dire P((Y = y)) £ 0, on définit la loi de la variable X 

sachant l'événement (Y = y) : 

Définition 121 On appelle la loi de X sachant (Y = y) (ou, la loi de X 

conditionnelle à (Y — y)) la loi de X dans l’espace probabilisé (Q,B,P(y_,)). 

Donc, elle est déterminée par la donnée de la famille 

(P(X=zIY =y)}ex(0). 

Exemple 122 On reprend l'exemple 115. 

— Soit j > 2, cherchons la loi de X sachant (Y = j). Il suffit de calculer, 

pour toutiEeN, Pye;(X = i). On écrit : 

_;V —; 0 st > À. ju mé. fe LORS = 3 — 

P(X=iIY =ÿj)= ; = | sit < j. 
j—-1 

La loi de X sachant (Y = j) est la loi uniforme U({1,2,.., 3 —1}). 

— Soit i > 1, la loi de la variable Y — à sachant (X = i) est donnée par : 

(Y —i)(Q) = N* et 

PRET P(X=i,Y =i+5) (1—-p}tf-2p2 

PHOTENE TPE run 
= p(1 — p)T1 pour tout j > 1. 

C'est-à-dire la loi de la variable Y — à sachant (X = i) est la loi géomé- 

trique G(p) 

4.2.5 Relations entre les lois 

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes définies sur un espace 

probabilisé (Q, B, P). Le théorème 118 permet de retrouver les lois marginales 

connaissant la loi conjointe. La question qui se pose maintenant est : connais- 

sant les lois de X et de Y, peut-on trouver la loi du couple (X, Y ) ? La réponse 

à cette question, sauf dans des cas particuliers, est négative. Par contre, si on 

connaît la loi de X et la loi de Y sachant (X = x), pour tout x € X(Q), on 

peut retrouver la loi conjointe et par suite la loi de Y.
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Théorème 123 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires définie sur un 

espace probabilisé (Q, B, P). On suppose que pour tout x € X(Q), l'événement 

(X = x) n'est pas négligeable. Alors : 

— Pour tout (x.y) € X(Q) x Y(Q) on a : 

PIX = 2,7 == PT =#lÆ =2)}PÂX = 2). (4.9) 

— Pour tout y E Y(Q) on a: 

PF =gh= }, PSY IX = ex = 2) (4.10) 
zeX(Q) 

Preuve. La formule (4.9) résulte de la définition de la probabilité condition- 

nelle. L'égalité (4.10) est une application directe de la formule (4.8). = 

Exemple 124 Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes à valeurs 

dans N, telles que Y suit la loi de Poisson de paramètre À > 0 et la loi de X 

conditionnelle à (Y =n) est la loi uniforme sur {1,2...,n +1}. Alors, la loi 
de X est donnée par 

+00 

P(X=i)=S P(X=i|Y =n)P(Y =n) pour toutieN. 
n=0 

Or. 

1<LI< P(X=ilY=n)=d ny1 *“I<Sisn+i 
0 sinon 

par suite 

+00 n —X +00 n+1l 1 À e À 
P X = 4}= — —À = — mé 

= > in X 2 nr) 
n—i-1 n—=i-1l 

—X +0 yn x j—1 À \ ES PE SE rs | 
À «n! À (i—1)! 

n—t 

4.3 Indépendance de variables aléatoires 

4.3.1 Structure 

Soit (Q,B, P) un espace probabilisé.
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Proposition 125 Les variables aléatoires discrètes réelles sur l’espace pro- 

babilisé (Q,B,P) forment un sous-algèbre de l'algèbre R° des fonctions de Q 

dans R. En particulier, la somme et le produit de deux variables aléatoires 

discrètes réelles sont des variables aléatoires discrètes. 

De plus, pour toutes variables aléatoires discrètes réelles X et Y, min(X,Y) 

et max(X,Y) sont deux variables aléatoires discrètes réelles. 

Preuve. Il suffit de montrer que si X et Ÿ sont deux variables aléatoires 

discrètes réelles et À € R alors X+AY, XY, min(X,Ÿ) et max(X, Ÿ) sont des 

variables aléatoires discrètes. Soit Z = (X,Y) la variable aléatoire discrète à 

valeurs dans R?, alors X + AY = f(Z), XY = g(Z), min(X,Y) = h(Z) et 

max(X,Y) = {(Z) où f.g.h et l les fonctions définies sur R? par 

fa, y) = x +Ay, g(x.y) = xy. h(x.y) = min(x,y) et [(x,y) = max(x.y), 

pour tout (x,y) € R?. La proposition 98 permet donc de conclure. = 

Remarque : Dans la pratique on considère souvent les variables aléatoires 

discrètes à valeurs dans N. Pour calculer la loi de la variable aléatoire 

X + Y,il suffit de connaître la loi conjointe. En effet, pour tout k € N, 

on à : 

k 

(X+Y =k)=[J(X =iY=Kk-5), 
i=0 

donc 

Dans le cas où X(Q) = Y(Q) = Z, alors 

P(X+Y =k)= SN P(X=iY =k-—i). 
icZ 

4.3.2 Famille de variables aléatoires 

On généralise ici la notion du couple de variables aléatoires. 

Soient X1, X2.... X, n variables aléatoires discrètes sur un espace probabi- 

lisé (Q, B, P) à valeurs dans E1, Eo,…, E,, respectivement. Comme dans le cas 

des couples de variables aléatoires discrètes, on définit une variable aléatoire 

discrète sur (Q,B, P) à valeurs dans E1 X E2 X .. X E,, notée (X1, X2,.., X,), 

par 

(X1, X2,.…, Xn)(w) = (X(w), Xo(w),… Xh(w)) pour tout w € (1.
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La variable aléatoire (X1, X2,.., X,) ainsi définie, est appelée n-uplet de 

variables aléatoires discrètes. Dans les cas où les variables aléatoires sont 

réelles, le n-uplet (X1, X2,..X,) est appelé vecteur aléatoire sur (Q,B,P). 

La loi conjointe de X3. X2... X,, est la loi du n-uplet de variables aléatoires 

(X1, X2... X,), donc elle est déterminée par la donnée de la famille 

(P(X1 = 21, Xo = 22, Xn = Zn) )(a1œ0..en)EX1 (OX Xo (XX Xn (Q)- 

Etant donné un n-uplet de variables aléatoires discrètes (X3, X2,.., X,). 

pour tout 1 < à < n, la loi de X; est appelée la i-ième loi marginale du 

n-uplets (X1, X2..., X,). Les lois marginales s’obtiennent comme dans le cas 

de couple : Pour tout x; € X;(Q),on a 

æ1EX1(Q)..x; 1€ X;-1(Q) 

di+1EXi41(0),.TnEXn(Q) 

4.3.3 Indépendance de deux variables aléatoires 

Définition 126 Deux variables aléatoires discrètes sur (Q,B,P) sont dites 

indépendantes si pour tous x € X(Q), y € Y(Q) les événements (X = x) et 

(Y = y) sont indépendants, c'est-à-dire pour tout (x.y) € X(Q) x Y (Q) on a : 

P(X =x,Y =y) = P(X =x)P(Y =y). 

Exemple 127 Soient À et B deux événements d'un espace probabilisé (Q, B, P). 

En utilisant la proposition 85, on en déduit que les variables aléatoires IA et 

IB sont indépendantes si, et seulement si, les événements À et B sont indé- 

pendants. 

Proposition 128 Deux variables aléatoires discrètes X et Y sur un espace 

probabilisé (Q, B, P) à valeurs dans E et F, respectivement, sont indépendantes 

si, et seulement si, pour toutes parties À € P(E) et B € P(F), on a : 

P((XEeA)n(YeB))=P(XeA)P(YEeB). 

Preuve. Si X et Y sont indépendants. Soient À € P(E) et B € P(F). On 

pose 4 = AN X(Q) et B' — BNX(Q). Les ensembles 4’ et B’ sont au plus 

dénombrables. De plus on a : 

P(XEA)= 3 P(X=zx)et PYEB)= 3 P(Y 
æEA’ yeB
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D'autre part, on a : 

(XEA)Nn(YeB)= Ù]J (X=xY=y) 
(æ.y)EA'xB' 

donc 

P(XEA)N(YEB))=  Ÿ P(X=2,Y =y). 
(x.y)cA'xB! 

Or, comme la famille (P(X = x)P(Y =y))œy)ca xp est sommable, alors 

P(XEA)n(YeB))= SN ÿ P(X = y) 
æ€A! ycB' 

æCA' yEeB! 

Ce qui montre le résultat. = 

Remarques : 

1. Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que pour tout 

y € Y'(Q) l'événement (Y = y) est non négligeable, alors X et Y 

sont indépendantes si et seulement si : 

P(X =x|Y =y)=P(X = x) pour tout x € X(). 

2. Dans le cas où X et Ÿ sont indépendantes la connaissance des lois 

marginales permet de retrouver la loi conjointe. 

Le résultat suivant est très utile en pratique. 

Proposition 129 Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes sur l’es- 

pace probabilisé (Q, B, P) à valeurs dans E et F, respectivement. Si X et Y 

sont indépendantes alors f(X) et g(Y ) sont indépendantes pour toutes fonc- 

tions f définie sur E et g définie sur F. 

Preuve. Soit x € f(X)(Q) et y € g(Y )(Q), d’après la proposition précédente 

on à 

P(F(X) = &, g(Y) = y) = P((X € FT ({xh)N(Y € 97 ({y})) 

= P((X E FT ({x})P(Y € 97" ({y})) 
= P(F(X) = z)P(g(Y) = y). 

Ce qui montre l'indépendance des deux variables f(X) et g(Y). el 

Comme exemple, si X et Ÿ sont deux variables réelles indépendantes alors 

les variables aléatoires X* et |[Y| sont indépendantes.
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4.3.4 Cas de n-variables aléatoires 

Définition 130 Soient X1,X2..., X, n variables aléatoires discrètes définies 

sur (0,5;P}. 

1. On dit que les variables X1, X2..., X, sont deux à deux indépendantes si 

pour tous entiers distincts à et j comprises entre 1 et n les variables X; 

et X; sont indépendantes. 

2. On dit que les variables X3, X2..., X, sont mutuellement indépendantes 

(ou indépendantes) si pour tous x1 € X1(Q),x2 € X2(Q),..,x, € Xh(Q), 

n 

P(X 7 ti, X2 — T2, is dé — La) = II? = æ }: 

i=1 

Comme dans le cas de deux variables aléatoires on a la caractérisation 

suivante. 

Proposition 131 Les variables aléatoires discrètes X1, X2,.., X, de l’espace 

probabilisé (Q,B, P) à valeurs dans E1, E2..…, E,, respectivement, sont mutuel- 

lement indépendantes si, et seulement si, pour toutes parties A1 de Er. A2 de 

Es....A, de E, on a: 

nm 

P(X1 € A1, X2 € 42, X € An) = |] P(X; € A). 
è—1 

Preuve. Supposons que les variables aléatoires X1, X2,.., X, sont mutuelle- 

ment indépendantes. Posons pour tout 1 <i <n, 4! = A4;NX;(Q). On écrit : 

P(X: € A1. Xo € A0... X, € An) 

— ÿ P(X\1 = T1, Xo = z2,.…, X = %n) 
21€ 4,22€ A5,.Tn€A!, 

21€A°,22€A5,.2n€A/, i=1 

n Comme la famille ([ [1 P(Xi = ti))2,641 (29..2,)e44x..xA!, est sommable, 

alors 

P(X1 € A1, X2 € A2,..Xn € An) 

= JS P(Xi=m) SN P(X2= 422). S P(Xy =) 
æ1€A1 æ2€A)9 TrEAn 

i=1
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La réciproque est évidente. = 

Remarque 132 Si(X1.X2..….. X,) est une famille de variables aléatoires dis- 

crètes mutuellement indépendantes, alors toute sous-famille (X;,,.., X;,) est 

une famille de variables aléatoires discrètes mutuellement indépendantes. 

En effet, pour toutes parties À;, de F;,, À;, de E;,,..A;, de E;,, on a: 

FX € As Rs € Ajoquy Ga € À;,) = P(X € A1, X2 € A0, Xn € An): 

où À; = X;(Q) si j # {i1.i2....1,}. Par indépendance de la famille (X1... X,) 

il vient 

P(Xi € Ai, Xi € Ais,.. Xi, € Ai.) = IPC € Ai) 

i=1 

= P(Xi € Ai).P(Xi € Ai). P(X, € Ais), 

car P(X; € À;) = 1 pour tout j € {ir.2. in}. 

Le résultat suivant généralise la proposition 129. 

Proposition 133 Si X1, X2,..,X, sont des variables aléatoires discrètes mu- 

tuellement indépendantes à valeurs dans E1,E2,.….,E,, respectivement, pour 

toutes fonctions f1.f2.... fn définies sur E1.E2....E, respectivement, les va- 

riables aléatoires f(X3), f(X2)... f(X,) sont mutuellement indépendantes. 

Preuve. Soit, pour tout 1 <i<n, x; € f(X;)(Q). Alors 

P(f(X1) = 21, F(X2) = T2, … fa(Xn) = Ta) 
= P(X1 € fr ({mi}), Xo € fa ({xo}),…, Xn € fn ({tn}) 

= ]Ir%ef he |)I) = 0). 

ce qui montre le résultat. = 

Proposition 134 Si X1,X2,..,X, sont des variables aléatoires discrètes mu- 

tuellement indépendantes, alors pour tout m compris entre 1 etn—1, et toutes 

fonctions f de m variables et g de (n —-m) variables, les variables aléatoires 

FX1, X2,. Xm) et G(Xm11: Xm+2.. Xn) sont indépendantes.
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Preuve. Montrons, d’abord, que les variables aléatoires Z = (X1,X2.... X,) 

et T = (Xm»11: Xm+2,…, Xh) sont indépendantes. Soit (21,72. ..%m) € Z(Q) et 

(Tm+1; Tm+2: + Ln) € T(Q), 

Ps PET PT CE 

— P(X: = vases = Xm+1 = puy 4 — Tn) 

i=1 

ë 3
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La proposition 129 montre que les variables f(Z) = f(X1,X2.... X») et 

g(T) = g(Xym41: Xm+2..… Xh) sont deux variables aléatoires indépendantes. 5 

4.3.5 Propriétés liées à l’indépendance 

Etant donné deux variables aléatoires discrètes indépendantes X et Y à 

valeurs dans N. 

— La loi de la variable somme X + Ÿ est donnée par : 

k 

P(X+Y =k)=S P(X=i)P(Y =k—i) pour tout ke N,| (4.11) 
à —0 

— La probabilité de l'événement (X = Y) est 

+00 

FE = Yh= ÿ PC AE 4. (4.12) 
à 0 

— Si les variables aléatoires sont à valeurs dans Z alors, pour tout k € Z 

on à : 

P(X+Y =k)=S P(X=i)P(Y =k-i). (4.13) 
icZ 

Exemple 135 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles 

que X -— P(À) et Y — P(u), À > 0, u > 0. Alors X +Y suit la loi de Poisson 

de paramètre À+u. En effet, par application de l'égalité (4.11), on a pour tout
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neN, 

P(X+Y =n) = P(X=i)P(Y =n —i 
i=0 

LS C à uni _, e-Atu) 2 n . 
— A . _— Yu 

De n =" nl > “| is 

AH) cn), 
n! 

De même, on montre que si X — B(n, p), Y -— B(m.p) telles que X et Y sont 

indépendantes alors X +Y — B(n +m.p). 

La formule (4.11) peut être généralisée, par récurrence, au cas de n va- 

riables indépendantes. Soient X1.X2...X, n-variables aléatoires discrètes et 

indépendantes à valeurs dans N. Alors pour tout Æ € N, on dispose de la 

formule : 

P(X1+X2+.+X, =k) = ÿ LP = 
(i140,…in)EX1(R)X.X Xn(N)J=1 

és ot Mn 

(4.14) 

Exemple 136 Soient X1.,X2,.,X, n variables aléatoires indépendantes de 

même loi de Bernoulli 5(p). La variable aléatoire S = X3 + X2 +. + X, 

suit la loi binomiale B(n.p). En effet, les variables X; étant à valeurs dans 

{0,1}, S est à valeurs dans {0,1,...n}. Par application de la formule (4.14), 
on obtient : 

P(Xi+Xo+.+Xn=k)= N  J][P(X;=i;) 
(é142..in)€{0,1}"5=1 
21429+..Hin=k 

= OÙ  »G-n 

puisque, k valeurs de i; valent 1 et n — k valent 0. Comme 

card {(i1, 19, in) € {0, Vs 1 +2 +. + = k} — ()
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il vient : 

P(S =6)=2" {1-2} " ÿ 1 
(n9,in)E{0,1}x..x {0,1} 

21H94. in =k 

n k n: 

Donc S suit la loi binomiale B(n, p). 

En utilisant les fonctions génératrices, on peut donner une autre preuve 

plus simple (cf. remarque 179). 

4.3.6 Suite de variables aléatoires indépendantes 

Définition 137 Une suite (Xh)heN de variables aléatoires discrètes sur un 

espace probabilisé (Q, B, P) est dite suite de variables aléatoires mutuellement 

indépendantes (ou indépendantes) si pour toute partie finie J de N, les va- 

riables aléatoires (X, hey sont indépendantes. 

Pour montrer l’indépendance d’une suite de variables aléatoires (X, Len. 

il suffit de montrer que les variables aléatoires (X, <<? sont indépendantes 

pour tout p € N*. En effet. toute partie finie J de N est incluse dans un 

intervalle entier [0,p] et l'indépendance de la famille (Xn)o<n<?p entraîne l’in- 

dépendance de la famille (X, ),<J. d’après la remarque 132. 

Existence d’espaces probabilisés portant une suite des variables 

indépendantes 

Le théorème suivant. qui sera admis, assure l'existence d’un espace proba- 

bilisé modélisant une suite de lois de probabilités données. 

Théorème 138 Soit (P,),en une suite de lois de probabilités. Il existe un 

espace probablisé (Q,B,P) et une suite de variables aléatoires sur (Q,B,P) 

indépendantes (Xh),en telle que pour toutn EN, X, suit la loi P, (c'est-à- 

dire Px,, = Ph). 

Nous avons signalé dans le chapitre précédent qu'il est difficile de construire 

un espace probabilisé qui modélise une suite infinie d'expériences à deux issues. 

Ce théorème, qui est de grande importance en pratique, assure l'existence d’un 

tel espace. 

Exemple : Soit p €]0,1[{, on pose P, — 5(p) pour tout n. Il existe un espace 

probabilisé (Q,B, P) et (X,)1eN une suite de variables aléatoires indé- 

pendantes telle que pour tout n, X, — 8(p). Pour tout n € N on désigne
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par À, : «obtenir succès à la n-ième épreuve». Alors 4, = (X, = 1) 

est un événement. Comme, (X, },<n est une suite de variables aléatoires 

indépendantes, on en déduit que les événements (4, },<N sont indépen- 

dants. 

En général, soit p une loi de probabilité, en posant, pour tout n € N, 

P, = p. il existe un espace probabilisé (Q, B, P) et une suite (X, Len de 

variables aléatoires indépendantes qui suivent la même loi p. On dit que 

la suite (X, ),<N est une suite de variables indépendantes identi- 

quement distribuées. 

4.4 Espérance 

Dans ce paragraphe on considère des variables aléatoires discrètes réelles. 

4.4.1 Définition 

Définition 139 Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans R. On 

dit que la variable X admet une espérance finie (ou intégrable) si la famille 

(z.P(X = t)hzex(a) est sommable. Dans ce cas, l'espérance de la variable 

aléatoire X est le réel : 

E(X) D. mPIX = 0) 

Notation : On note £1(Q.B, P) l'ensemble de variables aléatoires discrètes 

réelles admettant une espérance finie. 

Remarques : 

1. Si X est une variable aléatoire finie, c'est-à-dire X(Q) est un en- 

semble fini, alors la condition de sommabilité est automatiquement 

vérifiée, et X € £1(Q,B,P). 

2. Soit X une variable aléatoire discrète positive (à valeurs dans R°). 

Si la famille de réels positifs (xP(X = x)),ex(0) n’est pas sommable 

alors sa somme >, 

æEX(Q) 
espérance infinie. 

zP(X = x) = +00. On dit que X admet une 

3. Si X(Q) = N. La sommabilité de la famille (nP(X = n)),en est 

équivalente à la convergence de la série 5 nP(X = n) et dans ce 

cas, 
+00 

E(X)=S nP(X =n). 
—0
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Espérances des lois usuelles 

L. 

2 2 

Soit X une variable réelle constante égale à a € R, alors E(X) = a. 

Soit À un événement et [4 l’indicatrice de A. Alors on a : 

El) = P(A). 

. Si X — U({ai, a, .a}). alors E(X) = 5 a P(X = à). Donc 

Si X — 5(p) où 0 < p < 1, alors E(X) = P(X = 1), soit 

E(X) = p 

Si X - B(n,p) alors 

E(X) = np 

En effet. on a : 

Bx) = DeP(x =) = Def )p* an)" 4 
k=0 k=0 

sr, (m1 A1 — + 
_… k_1 P P 

k=1 

. = fn) n—k =np D. ()r (1—p) 
k=1 

n—1 ms — 1 

= np ( . ja = pe pp. 
k=0 

Si X — G(p), p €l0,1{, alors X admet une espérance finie et on a : 

E(X) = -. 
D 

En effet, la série 5 nP(X = n) = pYn(1 — p}"-! est convergente, 

puisque le rayon de convergence de la série entière Sn" est égale à 1 

et (1—p) €]0,1[. Donc X e £i(Q,B,P)etona: 

+00 

E(X)=pÿS n(i-p} +. 
n=1l



148 CHAPITRE 4 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES 

On sait que pour tout æ € ]-1,1[ona: 

d Sa" j 

Diner ODA E ne 

n=0 

Donc ; ; 

E(X) = p- = - (X) or 

7. Si X — P(A) où À > 0, alors X admet une espérance finie et 

E(X) = À. 

: A7 
En effet, la série 5 nP(X =n) = e- Dn— est convergente et on a : 

n! 

+00 A7 1 +00 + jn 

2 REA = nt = e À) ZT m=1) 

Remarque 140 Dans le cas où la variable aléatoire est à valeurs dans N, on 

dispose d'une caractérisation (utile) de l'existence de l'espérance : 

X € Li(Q.B,P) si, et seulement si, la série 37 P(X > n) est convergente et 

dans ce cas on à : 

=Ÿ P(X>n). (4.15) 

En effet, X € Li(Q.B,P) si, et seulement si, la série SnP(X = n) est 
convergente. Comme 

nP(X=n)=S P(X=n), 

la convergence de la série Sn P(X =n) est équivalente à la sommabilité de la 

suite double (P(X =n))pnjea où À = {(k,n) : 0 <k <n}. On applique le 

théorème de Fubini à cette famille. La famille (P(X =n))(pn)ea est sommable 

si, et seulement si, pour tout k fité la série S° P(X =n) converge, on note 
n>k+1 

sa SOMME 

3 P(X=n)= P(X >), 
n=k+1
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et la série de S= P(X > k) converge. Ceci montre que la série S nP(X =n) 
k 

converge si, et seulement si, la série 5° P(X > k) converge et dans ce cas on 

CE : 

+00 n—1l +00 

=) SJ P(X=n)= ÿ P(X= 
n=0 k= (n.k)EA 
+00 +00 +00 

= P(X=n)=S P(X>Rk). 
k=0 n=k+1 

Comme application de la formule (4.15), on retrouve l'espérance d'une 

variable aléatoire X° qui suit la loi géométrique de paramètre p. On écrit : 

+00 +00 1 

E(X)=S P(X>k)=3S (1-p} =. 
k=0 k=0 P 

Attention : Il faut savoir retrouver la formule (4.15) chaque fois que 

l’on en a besoin. Une autre preuve de ce résultat est donnée en exercice (voir 

exercice 21). 

Soit X € £i(Q,B.P), il arrive souvent qu'on ait besoin de calculer, non 

l'espérance de X, mais l'espérance de l’image de X par une fonction f. Le 

théorème suivant permet de calculer E(f(X)), sans passer par la loi de f(X). 

Théorème 141 {Théorème de transfert). Soient X une variable aléatoire 

discrète sur l’espace (Q, B, P) et f : X(Q)— R une fonction. La variable aléa- 

toire f(X) est d'espérance finie si, et seulement si, la famille 

(F(&)P(X = z))ex(o) 

est sommable et dans ce cas. 

D F()P(X = 2). 
æeX(Q) 

Preuve. Remarquons d’abord que f(X)(Q) = {f(x) : x € X(Q)}. Pour tout 

y € f(X)(Q), on pose I, — f7!({y}). Il est simple de voir que (Lyef(x)R) 

est une partition de X(Q). On a aussi pour tout y € f(X)(Q), 

WI PCFCX) = y) = N [f(æ)| P(X = x).
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Une application directe du théorème de sommation par paquets (théorème 36) 

montre que la famille (f(x) P(X = x));exça) est sommable si, et seulement 

si, pour tout y € f(X)(Q) la famille (f(x) P(X = x))zer, est sommable et 

la famille (|y|P(F(X) = y))yer, est sommable. Ce qui montre que la famille 

(F(Z)P(X = t)hzex(o) est sommable si, et seulement si, f(X) admet une es- 

pérance finie. Dans ce cas, en appliquant le théorème 37 à la famille sommable 

(F(SIPCE — T))reX(): on obtient : 

D f@P(X=2)= D. YfG@)P(X=-2) 
æeX(Q) yEf(X)(R) 2€, 

=  Ù yP(f(X)=y) =E(/(X)). 
yEf(X)(Q) 

Ce qui achève la démonstration. E 

Exemples : 

1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N, alors exp(X) ad- 

met une espérance finie si, et seulement si, la série Se" P(X =n) 

converge est dans ce cas, 

E(exp(X)) — Se P(X = 93 À 

—=0 

[n
e]
 

Soit X une variable aléatoire telle que X — G{(p). p €]0.1[. Alors 

la variable aléatoire — admet une espérance finie. En effet, il suffit 

1 
de montrer la convergence de la série 3 —P(X = n). Pour tout 

neN* 

n € N*, 

LP(X=n) =2p(- np) = AN) — — nn . .. ne P 

x" 

Comme la série ÿ — est convergente pour tout x € |—1,1[ et 
nm 

+00 HO ,n 

S _— = —In(l-x) 
n 

n=1 
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3. Un calcul analogue permet de montrer que si X — P(A) alors, 
s I 1 I 

X +1 

4.4.2 Propriétés de l’espérance 

Théorème 142 (Linearité de l’espérance). Soient X et Y deux variables 

aléatoires discrètes réelles d’espérances finies et a € R. Alors les variables 

X +Y et aX sont d'espérance finie et on a : 

E(X + Y) = E(X) + E(Y) et E(aX) = aE(X). 

Le théorème peut s'’énoncer sous cette forme : L'ensemble exe, B, P) est 

un espace vectoriel et l’application 

E:£!(Q,B,P) — R 
X + E(X) 

est une forme linéaire. 

Preuve. Soient X et Y deux variables aléatoires d’espérances finies, et à € R. 

1. Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = ax. Clairement 

la famille (f(x)P(X = x)):ex(o) est sommable. Par le théorème de 

transfert, aX € Li(Q,B, P) et : 

E(aX)= ÿ  axP(X=7x) = oŒE(X). 
æeX(Q) 

2. Posons T =(X,Y)et f : R?— R la fonction définie par f(x,y) = x +. 

La variable X + Y est l’image de T par f. donc admet une espérance 

finie si, et seulement si, la famille (f(æ,y)P(T = (x,y)))œyer(o) est 

sommable. C'est-à-dire, X+Y € £(Q., B, P) si, et seulement si, la famille 

Cr +y)P(X = 2, Y =y))Ryex(axy(e) est sommable. En considérant 

la partition ({x} x Y(Q)),eyça) de X(Q) x Y(Q) et en appliquant le 

théorème de sommation par paquets on montre la sommabilité de la 

famille (&P(X = x,Y — Y)æy)EX(N)xY (0): En effet : 

A Pour tout x € X(Q), la famille (P(X = x, Y = y)h;ey(o) est som- 

mable, puisque 

el PCX =2,7 =9) Sel PT =} 

on pose 

= ÿ, klP(X=uxT =5}= PIX =). 
yEX(Q)
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A Comme X est d'espérance finie, la famille (|x| P(X = x));exça) est 

donc sommable. 

Ce qui montre que la famille (&P(X = x, Y = y))œyex(n)xy(o) est 

sommable. On dispose donc de l'égalité suivante : 

D» zP(X=2,Y =y)= ÿ zP(X=x) =E(X). 
(æy)EX(R)xY (Q) æeX(Q) 

De même la famille (yP(X = x, Y = y) yjex(a)xy(a) est sommable 

et : 

D, yP(X=2xY=y)= D yP(Y =y) =E(Y). 
(æy)EX(R)xY(Q) yEX(Q) 

L'inégalité : 

[x + y| P(X = x, Y = y) < [x] P(X = x, Y = y) +ly| P(X = x,Y = y) 

montre que la famille ((x +y)P(X = x, YŸ =y))œyex(a)xy(e) est som- 

mable et par suite X +YŸ est d'espérance finie. Par le théorème de trans- 

fert, on écrit : 

E(X +Y) = D» (x +y)P(X =x.Y =y) 
(x.y)EX(Q)xY(Q) 

= E(X) +E(Y). 

Ce qui achève la preuve. = 

Corollaire 143 Soient X € Li(Q,B,P), a et 8 deux réels. Alors : 

E(aX + 5) = aE(X) +5 

En particulier, 

E(X — E(X)) = 0. 

Application 144 {Formule de Poincaré). Soient A1,A2.... A, n événe- 

ments d'un espace probabilisé (Q, B, P). En utilisant le fait que E(L4) = P(À) 

pour tout événement À € B, où LA est la fonction indicatrice de À, on dé- 

montre la formule de Poincaré dite aussi la formule de crible, à savoir : 

nm 

Pl) Ai) = (1 ÿ P(A4, NA NN A). 
è—=1 k=1 1Li1<io<.<iL En
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Remarquons d'abord qu'un raisonnement par récurrence facile permet de mon- 

trer que, pour tout k E N, on a : I4,.I4,..l4, =Ix . Par suite, on écrit : 

E'] ‘ 

nm nm 

Il de
 

=
 . JFrt = [4 NA, na, . 

k=1 1<i1<10<.<iL <n 

En prenant les espérances des premier et dernier membres de l'égalité on ob- 

tient la formule de Poincaré. 

Proposition 145 {Positivité de l’espérance). L'espérance est une forme 

linéaire positive, c'est-à-dire, pour toute variable aléatoire discrète X, à valeurs 

dans R* d'espérance finie. 

E(X) > 0. 

De plus on a égalité si, et seulement si, X = 0 presque sûrement. 

Preuve. Si X(Q) CR*et X e £i(Q,B, P), alors 

E(X)= ÿ zP(X=x)>0. 
æeX(Q) 

D'autre part, on a E(X) = 0 si, et seulement si, tP(X = x) = 0 pour tout 

æ € X(Q). Donc, P(X = x) = 0 pour tout x € X(Q) et x À 0. Comme 

S P(X =x)=1 alors 0 € X(Q) et P(X = 0) = 1. Donc X = 0 presque 
æeX(Q) 

sûrement. [| 

Corollaire 146 (Croissance de l'espérance). Si X,Y € £(Q.B.P) et 

X <Y alors E(X) < E(Y). De plus on a égalité si, et seulement si, X = Y 

presque sûrement. 

Preuve. Si X, Y € (0, B,P)et X <Y, alors Y — X > 0. Donc, 

0 <E(Y — X) = E(Y) - E(X). 

D'où, E(X) < E(Y ). On a égalité si, et seulement si, Y — X = 0 presque sûre- 

ment, c'est-à-dire X = Ÿ presque sûrement. =
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Corollaire 147 Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q,B, P), alors |X| 

admet une espérance finie si, et seulement si, X admet une espérance finie et 

dans ce cas on à : 

IE(X)| < E(|X|). 

Preuve. D'après le théorème de transfert, |X| € £}(Q, B, P) si, et seulement 

si, la famille (|x|P(X = x))2ex(0) est sommable, c'est-à-dire X € EAP) 

D'autre part, on a : 

IX < X < IX], 
en appliquant le corollaire 146, il vient : 

—E(IX|) = E(-IX1) < E(X) < E(|X|). 

ce qui montre le résultat. E 

Proposition 148 Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que 

IX|I<Y etY € £!(Q.,B,P). Alors X € Li(Q,B,P) et on a : 

IE(X)] < EF). 

Preuve. Soient Z = (X,Y) et T1.72 les fonctions sur R? définies par : 

mix. y) = x et To(x.y) = y, pour tout (x.y) € R?. 

La variable Y = 72(Z) € £1(Q. B,P), d'après le théorème de transfert, on en 

déduit que la famille (r2(:)P(Z = 2)),67(a) est sommable et on a : 

E(Y)= ÿ_ m{(:)P(Z=2) 
2€Z(Q) 

= D, m(ey)P(Z=(ey)= D. yP(Z= (x.y). 
(e&.y)eZ(Q) (æ.y)eZ(Q) 

D'autre part, pour tout (x.y) € Z{(Q) il existe w € Q tel que X(w) = x et 

Y(w) = y, donc 

x] = IX] (w) < Y(w) = y. 

On obtient 

Ix|P(Z = (x,y)) <'yP(Z = (x,y)).
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la sommabilité de la famille (yP(Z = (z,y))&4)ezço) entraîne donc la som- 

mabilité de la famille 

(TP(Z = (x, y))œyez(® = (m1(2)P(Z = 2)).ez(o). 

Ce qui montre que la variable aléatoire T1(Z) = X admet une espérance finie. 

Comme |X| < Y, il vient [E(X)| < E(|X|) < E(Y). [al 

Remarque : Si X est une variable aléatoire bornée, c’est-à-dire, il existe un 

réel M tel que |X| < M alors X € £E(Q, B, P). En particulier, pour tout 

— X2 
variable aléatoire réelle X, les variables aléatoires cos(X), ri" 

sont intégrables. 

Le résultat suivant permet de déterminer l'espérance du produit de deux 

variables aléatoires. 

Théorème 149 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrètes sur 

(Q,B, P). La variable aléatoire XY € LEA B, P) si, et seulement si, la famille 

(ay PIX = 2, Y =y))oy)ex(R)xy(D) 

est sommable et dans ce cas on a : 

E(XY ) = Ÿ, suPiX = 2,Y =y). 

Preuve. Soit f la fonction définie sur R? par fa. y) = xy. Alors la variable 

XY s'écrit XY = f(Z) où Z = (X,Y). D'après le théorème de transfert, 

XY € £Li(Q,B.P) si, et seulement si, la famille (f(:)P(Z = 2))ezço) est 

sommable. Par suite la variable XY € £1(Q., B, P) si, et seulement si, la famille 

(F(z,Y)P(Z = (x, y)))eypexxr(e = GYPX = 2, Y = Y))œyex (YO 

est sommable. Dans ce cas, on a : 

E(XY)=E((2)= DD ayP(X=aY =) 
(&æy)EX(Q)xY(Q) 

Ce qui montre le résultat. = 

Corollaire 150 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes 

d’espérances finies, alors XY est d'espérance finie et on a : 

E(XY) = E(X)E(Y). 
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Preuve. Il résulte par hypothèse que les familles (&P(X = x))ex(o) et 

(YP(Y =y))yey(o) sont sommables et du fait que 

GuPUX = &,Y =ÿ) = 2PLE = 2) PT = 5}, 

que la famille (y P(X = x, Y =y))&uyex(o.y(o) est sommable et que : 

E(XY) = D» zyP(X = x)P(Y =y) 
(æy)EX(Q)xY(Q) 

= OÙ ÿ  zyP(X =x)P(Y =y) 
2EX(N)yeY(Q) 

=( D zP(X=3x))( D. yP(Y =y)) =E(X)E(Y) 
xæeX(Q) yEY(Q) 

Ce qui montre le résultat. = 

Noter que la réciproque : "E(XY) = E(X)E(Y) implique X et Y sont 

indépendantes" est fausse en général. Comme exemple, si X est une variable 

aléatoire qui suit la loi uniforme sur {—1,0,1}, les variables aléatoires X et 

X? ne sont pas indépendantes, puisque 

à = P(X? = 0)P(X = 1) # P(X = 1 X? = 0). 

Un calcul simple montre que E(X X?) = E(X%) = 0 = E(X)E(X?). 

4.5 L'espace £°(Q,B,P) 

4.5.1 Définitions et structures 

Soit X une variable aléatoire discrète réelle sur un espace probabilisé 

(A. B, P) et k € N*. 

Définition 151 On dit que X admet un moment d'ordre k, si la variable 

aléatoire X° admet une espérance finie, ce qui est équivalent à la sommabilité 

de la famille (x*P(X — t)hexçn)- On appelle, dans ce cas, le moment 

d’ordre k de X le réel 

E(X*)= ÿ_ 2P(X =). 
zeX(Q) 
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Une variable aléatoire X admet un moment d'ordre k € N* si, et seulement 

si, la variable aléatoire XF € £1(Q,B,P). 
On s'intéresse, essentiellement à l’ensemble des variables aléatoires admet- 

tant un moment d'ordre 2 que l’on note LEO, B, P). La proposition suivante 

montre l'inclusion : £3(Q,B,P) C £1(Q.B,P). 

Proposition 152 Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment 

d'ordre 2, alors X admet une espérance finie. 

1 
Preuve. Il suffit de remarquer que |X| < ee + 1). Comme par hypothèse 
; 2 

5 A+) € Li(Q, B, P), la proposition 148 permet de conclure. ui] 

Exemple. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N* dont la loi est 
1 

donnée par P(X =n) — NET Alors X € £!(Q,B, P) puisque la série 

"(2 
de terme général nP(X = n) converge et E(X) — ee. par contre, X 

n’admet pas un moment d'ordre 2. 

Exemple. Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d'ordre p € N*, 

alors X admet un moment d'ordre k pour tout 1 < k < p. En effet, soit 

1 < k < p. Pour tout réel x tel que [x| > 1 on a [xl < |x[?. Par suite 

l'inégalité |x[° < |x[? + 1 est varie pour tout x € R. Par conséquent, on 

obtient l'inégalité 

IX <IXP +1, 
Comme, la variable aléatoire |X[? + 1 admet une espérance finie, vu la 

proposition 148, on en déduit que la variable be admet une espérance 

finie. 

Proposition 153 Si X,YŸ sont deux variables aléatoires réelles admettant 

chacune un moment d'ordre 2, alors XY est d'espérance finie. 

1 ; 1 
Preuve. Comme : [XY| < 5 (X° +Y?) et SC + y?) e £i(Q.,B,P), on en 

déduit que XY € £1(Q,B,P 

t 4 

7
 

Proposition 154 L'ensemble £a, B, P) est un R-espace vectoriel. De plus 

l'application 

p:L2(0,B,P)x£2(Q,B,P) —  R 
(X,Y)  E(XY) 

est une forme bilinéaire symétrique positive.
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Preuve. Il suffit de montrer que £2(Q,B, P) est un sous-espace vectoriel de 

R°. Soient X,Y € £5(Q.B,P).a et 8 € R. On écrit : 

(aX + BY)? = 0° X? + BY? + 2aBXY. 

D'après la proposition précédente, X?,Y? et XY € £1(Q,B,P), donc par 

linéarité, on en déduit que (aX + 5Y )? € £1(Q,B, P), soit 

aX +6Y e Li(N,B,P). 

La proposition 153 montre que Y est bien définie. La bilinéarité de 4 résulte 

de la linéarité de l'espérance. De plus on a : wÿ(X, X) = E(X?) > 0 pour tout 

Xe £°(N,B,P). n 

Remarque : Soit X € £2(Q,B,P). On a : y(X,X) = E(X?) = 0 équivaut 

à X? = 0 presque sûrement, c’est-à-dire P(X? = 0) = 1. Comme de plus 

ona(X —0)=(X? = 0), on obtient P(X = 0) = 1, soit X = 0 presque 

sûrement. On a donc l’équivalence : 

E(X?) =02 X = 0 presque sûrement. 

Proposition 155 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si X et Y admettent 

chacune un moment d'ordre 2 alors XY est d'espérance finie et on a : 

E(XY)| < VEUX DEF?) (4.16) 

Preuve. D’après la proposition 153, la variable aléatoire XY est d'espérance 

finie. Pour montrer l'inégalité (4.16), on distingue les cas où E(Y?) = 0 et 

E(Y?) > O. 
Si E(Y?) = 0 alors Y = 0 presque sûrement. Comme (Y = 0) C (XY = 0). 

et P(Y = 0) = 1, on en déduit que XY = 0 presque sûrement et l'inégalité 

(4.16) est vérifiée. 

Si E(Y?) > 0 alors par positivité et linéarité de l'espérance on a, pour tout 

tER: 

0 < E((X +tY}?) = E(X?) + AE(XY) + #E(Y?). 

Donc. le discriminant de la fonction trinôme 

t — E(X?) + XE(XY) + #E(Y?) 

est négatif, ce qui donne l'inégalité (4.16). = 

Cas d’égalité : Soient X,YŸ deux variables aléatoires admettant un mo- 

ment d'ordre 2 telles que E(XY }? = E(X?)E(Y?). Supposons que Ÿ n'est
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pas nulle (presque sûrement). Alors le discriminant de la fonction trinôme 

t — E((X +#Y)?) est nul. Ce qui est équivalente à l'existence d’un réel a 

tel que E((X + aY }?) = 0. Cela signifie qu'il existe un réel à € R. tel que 

X + aY = 0 presque sûrement. 

On vérifie, que si Y = 0 presque sûrement ou X + aŸ = 0 presque sûrement 

(a € R) alors on a E(XY }? = E(X?)E(Y?). 
En conclusion, l'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si, et seulement 

si, Ÿ — 0 presque sûrement ou il existe à € R tel que X + aY = 0 presque 

sûrement. 

4.5.2 Variance 

Définition 156 On appelle variance d'une variable aléatoire réelle X° ad- 

mettant un moment d'ordre 2, le nombre positif, 

V(X) = E[(X - E(X))?]. 

Pour tout variable aléatoire X € £2(Q,B, P) on écrit, 

V(X) = p(X — E(X), X — E(X)), 

où w est la forme bilinéaire symétrique positive définie dans la proposition 154. 

La variance représente, donc l'écart quadratique moyen de X à son espérance 

E(X). La distance de X à son espérance E(X) est, plutôt la racine de la 

variance appelée l’écart type de X. 

Définition 157 Si X est une variable aléatoire réelle admettant un moment 

d'ordre 2, l'écart type de X est le réel positif, 

Définition 158 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q,B,P). 

1. Si E(X) = 0, on dit que X est une variable centrée. 

2. Si X admet un moment d'ordre 2 et est telle que E(X) = 0 et o(X) = 1, 

on dit que X est une variable centrée réduite. 

Remarque 159 Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment 

d'ordre 2. Alors V(X) = 0 si, et seulement si, X est constante presque sûre- 

ment. En effet : V(X) = 0, signifie que 

E((X -E(X}?) = 0, 

ce qui est équivalent à X = E(X) presque sûrement.
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Dans la plupart des cas, on utilise la formule suivante pour calculer la 

variance d’une variable aléatoire. 

Proposition 160 (Formule de Koenig-Huygens). Soit X une variable 

aléatoire discrète réelle admettant un moment d'ordre 2 alors 

V =E(X?) -E(X}). (4.17) 

Preuve. On écrit : 

(X -E(X))? = X? -2E(X)X +E(X)°. 

Par linéarité de l'espérance, on obtient : 

V(X) = E(X?) — 2E(X)? + E(X})? = E(X?) - E(X)°. 

Ce qui montre la formule de Koenig-Huygens. [ni] 

Variance de lois usuelles : Soit X une variable aléatoire. 

1. [Si X est constante, alors V(X) = OC. 

2. [Si X -— B(p), p €]0.1[ alors V(X) = p(1 — p). 

En effet un calcul simple donne, E(X) = E(X?) = p. 

3. [Si X — B(n,p), p €]0,1{, alors V(X) = np(1 — p). 

En effet : on a E(X) =npet 

2) — . 2 [T k/y _ yn-k a) = 3 (e)rta -» 
nm 

n n ?P k ame ff) GE 
k=0 ee Des 

Or, en dérivant par rapport à x l'identité du binôme : 

fn 
1+zx)* = * G+ar 25 ( :) 2 

k=0 

on obtient : n(1+x)-1= 5 k () zk-1, En multipliant l'égalité 
k k=0 

par x et en dérivant par rapport à x. on en déduit que 

nm 

n(i+zx}" 2(1+nx) = 3 () a+ 

k=0
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ce qui donne, 

D _1, P D E(X?) = (1 — p}°n(1 + ——}" AD = pr + A 4) 
=np +n(n — 1)p?, 

par suite, 

V(X) =np+n(n —1)p° —n°p° = np(1 —p). 

l—p 4. |Si X - G(p), p €l0,1[, alors V(X) — me 

L: 
En effet, on a E(X) — D'autre part, 

oo +00 

E(X?) = ÿ n°p(1-p}=pÿ n°(1-p} 1. 
n=1l n=1l 

1 +00 
Or, pour tout x € ]-1,1|, A2} = à, nx"-!. Donc 

— T n=1l 

d É 3 l1+x E ñ E. 2 n—1 

alt= Gap 0.) 2e 

2 — 1— E et V(X) = —E. 
p 

5. [Si X + P(À), où À > 0, alors V(X) = À. 

En utilisant l'égalité : 

par suite E(X?) — 

E(X?) = E(X(X — 1))+E(X), 

et en appliquant le théorème de transfert, il vient 

E(X?) = E(X(X — 1)) +E(X) 
+00 

=S nn-1)P(X =n)+à 
n=0 

+00 1? 

—0 ° 

+X jn 

= Ve? ÿ + = X2 +), 
n=0
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Donc 

V(X) = E(X?) - E(X)? = X? + 1 - 2 =. 

Proposition 161 Soit X une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 

2, alors pour tous réels a, 5 on a 

V(aX + 8) = aV(X). 

Preuve. Comme X € L?(Q,B,P), aX+BE ER, P). Par linéarité de 

l'espérance, on écrit : 

E((aX + 8)?) = @E(X?) + 2a8E(X) + 8? 

et 

E(aX + 8)? = (aE(X) + 8)°. 

Par la formule (4.17), on obtient : 

V(aX + 8) = @E(X?) + 2a8E(X) + 8? — (aE(X) + 6)? 

= (E(X?) - E(X})?) = a V(X). 

Ce qui montre le résultat. = 

Application : Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d'ordre 

2, alors la variable aléatoire 

X-E(X) 
= o(X) 

est une variable aléatoire centrée et réduite. En effet, par linéarité de 

l'espérance on a 

E(X") = on EU) _ E(X)) =0 

et 

… sX-E(X), 1 : VOS = go = 1 

La variable aléatoire X* est appelée variable aléatoire centrée ré- 

duite de {ou associé à) X.
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4.5.3 Covariance 

Définitions 

Définition 162 Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes réelles sur 

(Q,B, P). On appelle covariance de X et de Y, le nombre, s'il existe : 

Cov(X,Y) =E[(X —- E(X))(Y —-E(Y))]. 

Proposition 163 (Formule de Koenig-Huygens). Pour toutes variables 

aléatoires X et Y admettant chacune un moment d'ordre 2, Cov(X,Y) existe 

eton a: 

Cov(X.Y) = E(XY) - E(X)E(Ÿ). (4.18) 

Preuve. Si X, Y € £2(Q.,B,P), alors X — E(X) et Y — E(Y) € £2(Q,B,P). 

Par suite (X — E(X))(Y — E(Y )) admet une espérance finie.(cf. proposition 

153). En utilisant la linéarité de la fonction espérance, on obtient la formule 

(4.18). = 

Corollaire 164 Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes admettant 

chacune un moment d'ordre 2. Si X et Y sont indépendantes alors 

Cov(X, Y) = 0. 

Preuve. C’est une conséquence du corollaire 150. = 

Attention : La réciproque de ce résultat est fausse en général, comme nous 

le montre l'exemple suivant : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi 

uniforme sur {—1,0,1} et Y =]|X|. On a: 

l 
E(X) = (1) +0+ 1) = 0. 
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D'où, Cov(XY ) = 0. Il est simple de voir que X et Y ne sont pas indépendantes 
1 

puisque P(X =1,Y =0) =0 £ P(X =1)P(Y = 0) — 9° 

Deux variables aléatoires discrètes X et Ÿ possédant une covariance véri- 

fiant Cov(X,Y) = 0 sont dites non corrélées. 

Exemple 165 Deux variables aléatoires discrètes qui suivent une loi de Ber- 

noulli sont indépendantes si, et seulement si, elles sont non corrélées. En effet : 

le sens direct est une conséquence du corollaire précédent. Montrons la réci- 

proque. Soient X,Y deux variables aléatoires sur (Q, B, P) avec X et Y suivant 

chacune une loi de Bernoulli. On a : 

E(X) = P(X = 1) et E(Y) = P(Y = 1). 

Comme XY(Q) = {0,1}, 

BAT) = 1 x PLAT = 1j) = PACA = LiTUF = D). 

Le fait que Cov(X,Y) = 0 entraîne que : 

PUX = DM = A1) - FX = DPI = 1j =8, 

ce qui montre que les événements (X = 1) et (Y = 1) sont indépendantes. La 

proposition 85 montre, que les couples d'événements suivants 

((X =0),(Y =1)).((X =1),(Y = 0)) et ((X =0),(Y =1)) 

sont indépendants. D'où, pour tous i,j € {0,1}, on a: 

P((X=i)N(Y =35))= P(X =i)P(Y = 5). 

Ce qui montre l'indépendance des variables aléatoires X et Y. 

Exemple 166 (Calcul de la covariance) : On considère une suite de lan- 

cers indépendants d'une pièce de monnaie dont la probabilité d'obtenir pile est 

p €]0.1[. Le théorème 138 assure l'existence d'un espace probabilisé (Q,B, P) 

modélisant cette épreuve. On note X la longueur de la première série de résul- 

tats obtenus (X = k si les k premiers lancers donnent le même résultat et le 

(k+1)-ième lancer donne un résultat différent) et Y la longueur de la seconde 

série. On veut chercher la covariance de X et Y. 

On a X(Q) = Y(Q) = N*U{+00}. En notant S; l'événement «obtenir pile au 
cours du i-ième lancer», on a. pour tout n € N*, 

P(X =n) = P((S1NS2..1N Sn) N(Sa+1)) 

+ P((S1N 82.1 5) N(Sh+1)),
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donc P(X =n)=p"{(1-p)+(1-—p)"p. D'autre part, 

+00 +00 

P(X = +00) = P(()5;) + P(() 5) 
è=1 i=1 

= lim p*+ lim (1—-p}" =0. 
n—+00 n— +00 

Soit m € N*, en utilisant la formule (4.8) on obtient : 

+00 

PY =m)=S P(X=m,Y =n). 
n=1 

Or, pour tout m, n € N*, 

P(X=n,Y =m)= 

PS M 85.018810 0 SE Bon MS 41) 

+ P((S1 0 S2.1NS%) N 8n41 N (Sn42 1 Sn432 N Sam) N Sn-+m+1) 

= pp} + (1 pp" 

Donc 

+00 

On vérifie que 3° P(Y =m) = 1 donc, P(Y = +) = 0. Par suite 
m=1l 

+00 +00 

E(X)=S nP(X=n)=3S n(p"(1-p)+(1-p)"p) 
n=1l n=1 

+00 +00 

= p(l-p)(S np + n(1-p}" 1) 
n=1 n=1 

__ pP l—p der — LL 

De même. on obtient : 

+00 +00 

E(Y) = mP(Y =m)= 3 m((1-p}" 1p" +p" (1 p})) 
m=1l m=1 

L: p? (—p} 
G-G-nE* App —?
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Remarquons au passage que la moyenne de la longeur de la deuxième série est 

2 (indépendant de p) et que la moyenne de la longeur de la première série est 

supérieure à 2. D'autre part. 

E(XY)= ÿ  nmP(X=n,Y =m) 
(n.m)E(N*)? 

= ON nmptt(i-p}"+(1-p}""1p") 
(n:m)E(N*)? 

= ÿ np tm(1 = p}" + D» np} "imp" 
(nm)e(N*)? (n.m)E(N+)? 
+00 +00 +00 +00 

= (JS [np 1) (S mi -p}) + (5 np} (5 mp") 
n=1 m=1 n=1 m=1l 

__n» lp, _(U- p)? p 
(i—-p}?(1—-(1-p}?) (1—-(1-p}?)(1-p)? 

_ 1,1 
l—p p 

Finalement. 

(2p — 1)? Cov(X,Y) = E(XY) —E(N)E(N) = 

| 1 
Donc X et Y sont non corrélées si, et seulement si, p = 5 

La proposition 163 permet de définir l'application : 

Cov : £2(Q,B,P) x L3(Q,B,P) — R 

(XF)  Cov(X,Y) 

Proposition 167 

1. L'application Cov est une forme bilinéaire symétrique positive sur l'es- 

pace C(6,8.P), eton a 

Cov(X, X) = V(X). 

2. Soit XXE £?(Q,B, P). Alors, Cov(X, X) = 0 si, et seulement si, X est 

constante presque sûrement. 

3. Pour tous X,Y € £3(Q,B,P), 

[Cov(X, Y)| < o(X)o(Y). (4.19)
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Preuve. Les deux premiers points résultent de la formule (4.18). Pour démon- 

trer l'inégalité (4.19) on distingue les cas o(Y) = 0 et o(Y) > 0. Si o(Y) = 0: 

Y est constante presque sûrement, Cov(X,Y) = 0 et l'inégalité est vérifiée. Si 

O(Y) > 0. Pour touttER.ona: 

0 < Cov(X —tY, X —tY) = V(X) + V(Y) — 2Cov(X, Y). 

Cov(X,Y Cov(X,Y))}? 
En prenant t — ST — on obtient : 0 < V(X) — ES )) . ce qui 

donne l'inégalité recherchée. = 

Application 168 Soient À et B deux événements d'un espace probabilisé 

(Q,B, P). Alors, on a l'inégalité : 

|
 

|P(A)P(B) - P(ANB)| < (4.20) 
/ 

4
 

En effet. en remarquant que, 

E(I4) = P(4), El) = P(B) et E(l1.18) = E(lang) = P(ANB), 

il vient : 

|P(A)P(B) — P(ANB)| = |Cov(li.8)|. 

Li 
D'autre part, en utilisant l'inégalité x(1 — x) < q Pour tout réel x € [0,1], on 

obtient : 

|[Cov(I1,lg)| < o(I1)o(I8) 

I
t
a
 

= (P(4)(1- P(4))5(P(B)(1 - P(B))? < 

a
l
t
 

4.5.4 Variance de la somme 

En utilisant les propriétés de la fonction covariance, on peut exprimer la 

variance d’une somme de variables aléatoires dans LAS, B, P). 

Proposition 169 Soient X1,X2..., X, n variables aléatoires discrètes réelles, 

admettant un moment d'ordre 2 alors 

V(X1+X2+.+Xn) = D V(X;)+2 J[ Cov(X;,X;). (4.21) 
è=1 1<i<j<n 
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Preuve. Par bilinéarité de l'application covariance, il vient 

V(X1+X2+.+Xn) = Cov(S Xi, Xi)= Ÿ Cov(Xi,X;) 
i=1 i=1 1<i,j<n 

n n 

= D Cov(Xi, X;)+ D Cov(X:, X;). 
i=1 1<i,j<n 

FI 

La formule (4.21) s’en déduit en tenant compte du fait que 

Cov(X;, X;) = V(Xi) et Cov(X;, X;) = Cov(X,;, X;) pour tous 1, 7. 

Corollaire 170 Soient X1.X2.... X, n variables aléatoires discrètes réelles, 

admettant un moment d'ordre 2, deux à deux indépendantes. Alors on a : 

n 

V(X1 + Xo +. + Xn) = D V(Xi). 
i=1 

Preuve. Cela résulte de la formule (4.21) et le fait que Cov(X;, X;) = 0 pour 

tout 1 2 71€ {1,2,.."} = 

4.6 Fonctions génératrices 

On introduit les fonctions génératrices pour les variables aléatoires à va- 

leurs dans N. Ces fonctions permettent de simplifier les calculs qu'on peut 

avoir à faire sur les lois, les espérances, les variances.. 

Définition 171 Soit X une variable aléatoire discrète sur l'espace probabilisé 

(Q,B,P), à valeurs dans N. La fonction génératrice Gx de la variable X est 

la fonction somme de la série entière 

+00 

Gx(t) = D P(X =n)t" 
—0 

dont on note R le rayon de convergence. 

Remarquons, que par le théorème de transfert. on a pour toute variable 

aléatoire X à valeurs dans N, 

Gx(t) = E(t*). 

En utilisant les propriétés classiques des séries entières, on a :
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Proposition 172 Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. 

1. La série entière définissant Gx est de rayon de convergence supérieur 

ou égal à 1. 

2. La fonction Gx est continue sur [—1,1] et indéfiniment dérivable sur 

]-1,1[. 

3. La fonction génératrice Gx détermine entièrement la loi de X. Pour 

toutneN,ona: 

GE(0) 
nl! 

Preuve. Pour tout t € [—-1,1], on a [P(X = n)t*| < P(X = n) et la sé- 
rie > P(X = n) converge. Ce qui montre la convergence normale de la série 

SI P(X = n)t" sur [1,1]. On en déduit, que R > 1 et que Gx est continue sur 

[-1,1]. La fonction Gx est de classe C® sur ]—R, R|, en particulier elle est C®© 
sur ]—-1,1[. De plus les coefficients de la série entière définissant Gx sont don- 

cE)(0 
nées par P(X =n) — SO, (el 

Remarques : 

1. Deux variables aléatoires à valeurs dans N suivent la même loi si, 

et seulement si, elles ont même fonction génératrice. 

2. Si X est une variable finie alors Gx est une fonction polynômiale 

et R = +oo. 

La proposition qui suit donne la relation entre le comportement de la 

fonction génératrice en 1 et l'existence de l'espérance et la variance de la 

variable aléatoire associée. 

Proposition 173 Soit X une variable aléatoire à valeur dans N. 

1. X admet une espérance finie si, et seulement si, la fonction Gx est 

dérivable à gauche en 1 et dans ce cas, on a : 

E(X) = G',(1)| 

2. X admet un moment d'ordre 2 si, et seulement si, la fonction Gx est 

deux fois dérivable à gauche en 1 et dans ce cas, on a : 

E(X(X — 1)) =G,(1). 
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On commence par montrer le lemme suivant : 

+00 

Lemme 174 Soit f(t) = > ai" une série entière telle que a, > O0 pour tout 

n=0 

ne Net la série Sa, converge. Alors f est dérivable à gauche en 1 si, et 
+00 

seulement si, la série S na, converge, et dans ce cas on a f’(1) = ÿ na. 
—=0 

Preuve. Remarquons d’abord que le rayon de convergence de la série définis- 

sant f est supérieur où égal à 1. On a pour toutte [0,1|, 

+00 

——(f(6) — FD) = SN a(l+t+8 + Het), (4.22) 
t—1 

n=0 

Supposons que f est dérivable à gauche en 1. Pour tout N € N, on a : 

: 2 n—1 ’ — ” < Ÿ_ nan lim D an(1+t+t +. +E—) < lim 

n=1 n=1 

On en déduit que la série ÿ na, converge, puisqu'elle est à termes positifs, 

et que 
+00 

Ÿ_ na, < f'(1). (4.23) 
n=0 

Inversement, supposons que la série ÿ na, converge. L'égalité (4.22) montre 

ft) — f() +00 
ut est croissante. Puisque g(t) < Ÿ° na,, pour 
— n=0 

tout t € [0,1[, on conclut que g admet une limite finie à gauche en 1, donc f 

est dérivable à gauche en 1 et on a : 

que la fonction g:t- 

CE IURP ALES —_———— — Æ 4.22 dim JA) S on (4.24) 

Les inégalités (4.23) et (4.24) montrent l'égalité : f/(1) = 5° na. u 
—=0 

On démontre maintenant la proposition 173. 

Preuve. 

1. D’après le lemme précédent, la fonction Gx est dérivable à gauche en 

1 si, et seulement si, la série S nP(X = n) converge, c’est-à-dire, X 

admet une espérance finie. Dans ce cas on a 

+00 

Gx(1) = nP(X =n) =E(X). 
—=0
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2. Si la fonction G x est deux fois dérivable à gauche en 1, alors, en utilisant 

le premier point, la fonction Gx est dérivable sur [0, 1] et 

= nr n}t*-! pour tout t € [0,1]. 

D'après le lemme 174 à l'intention de la fonction G', qui est dérivable 

à gauche en 1, la série ÿn(n — 1)P(X = n) converge et par suite la 

série 5 n?P(X = n) converge. Ce qui montre que X admet un moment 

d'ordre 2. 

Inversement, supposons L la série Sn?2P(X — n) converge, donc les 

séries 5 nP(X =n)et S n(n—1)P(X =n) convergent. En appliquant 

le lemme 174. les fonctions GŒx et “1 sont dérivables à gauche en 1 et 

on à 

Gx(1)= 9 n(n—-1)P(X =n) =E(X(X —1)). 
n=1 

Ce qui achève la démonstration. = 

Remarque : Si le rayon de convergence de la série entière définissant Gx 

est À > 1, alors Gx est indéfiniment dérivable en 1, par suite X admet 

un moment d'ordre k, pour tout k > 1, et on a : 

GG (1) =E(X(X — 1)..(X — k + 1)). 

Corollaire 175 Si X est une variable aléatoire à valeurs dans N telle que Gx 

est deux fois dérivable à gauche en 1, alors on a 

E(X) = Gx(1), E(X?) = G(1) + G(1) 
G'x(1) + Gx(1) — (Gx (D). <

 
Le;

 I 

Fonctions génératrices des lois usuelles : Soit X une variable aléatoire 

discrète sur (Q,B, P). 

1. Si X — 5(p), où p €]0.1[. Alors 

Gx(t)=pt+(1-p), 

E(X) = p, V(X) = p(1 — p). 

En effet : 

Gx(t) = (1-p}tt +pt=pt+(1-p).
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par suite 

E(X) = Gy(1) = p, E(X?) = Gx(1) =0 
donc V(X) = p? —p=p(p- 1). 

2. Si X - B(n,p), où p €]0,1[. Alors 

Gx(t) = (1-p+pt)", 

E(X) = np, V(X) = np(1 — p). 

En effet. 

Gx(0 = 3 (7) pa pret 
k=0 

ä 
| 

DITES) 

C
a
 

—=0 

Donc G',(1) =np = E(X), et 

E(X?) = Gy(1) + G'y(1) et V(X) = np 

3. Si X - G(p). p €l0.1[. Alors 

_ pt 
Gx(t) ETES 

ne _ (1-p) E(X) = F V(X) = n 

En effet. 

re 
+00 

Gx (t) — p(1 … Fe à . pt ((1 . pt} 1 

pt = 
Titi?) 

Donc E(X) — G'y(1) = - ét 

puis 
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4. Si X = P(A), À > 0. Alors 

Gx(t) = 6-1), 

E(X) = À, V(X) = À. 

En effet, 

Par suite E(X) = G/,(1) = À, puis 

V(X) = X2 + x X7 = x. 

Théorème 176 Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes, à valeurs 

dans N. Si X et Y sont indépendantes alors pour tout réel t tel que Gx(t) et 

Gy(t) sont définies on a : 

Gx+r(t) = Gx(t)Gy(t). 

Preuve. Soit t € R tel que Gx(t) et Gy(t) sont définies. Les variables aléa- 

toires &* et {Ÿ admettent donc, chacune, une espérance finie, la proposition 

129 assure que t* et t* sont indépendantes. D’après le corollaire 64, la variable 

aléatoire t*#Y = #*+Y admet une espérance finie et on a : 

E(t"+7) = E(t*)E(t") = Gx(t)Gy(t). 

Donc Gxy1(t) est bien définie et Gxiy(t) = Gx(t)Gy(t). al 

Remarque 177 A l'aide du théorème précédent on peut prouver la stabilité 

des lois de Poisson et des lois binomiales. 

1. Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes telles 

que X — P(À) et Y — P(u) alors X +Y — P(A+wu). En effet, les 

fonctions Gx et Gy sont définies sur R et 

Gx(t) = ET), Gy (6) = #1) pour tout t ER. 

par indépendance on a : 

Gxiv(t) = Gx(t)Gy(t) = eATHED pour tout t ER 

Comme la fonction génératrice détermine la loi de la variable, on en 

déduit que 

X+Y = P(A\+u)
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2. Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes telles 

que X — Bln,p) et Y -— B(m,p) 

X +Y — Bin +m.p) 

En effet, 

Gxxy(t) = Gx(t)Gy() = (1 —p+pt) (1 — p +pt) 

= (1-p+pt) 

Par suite, X +Y — B(n +m,.p) 

Corollaire 178 Soient X1,X9.... X, des variables aléatoires à valeurs dans 

N, indépendantes et S — X3 + X2 +... + X,. Alors, pour tout réel t tel que 

Gx,(t) existe pour tout i € {1,2,...n}, on a : Gs(t) existe et 

Gs(t) = [[Gx.® 
è—=1 

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur n. Le cas n = 2 est déjà 

traité. On suppose que le résultat est vrai dans le cas de n variables aléa- 

toires indépendantes. Considérons (n + 1) variables aléatoires indépendantes 

X1, X2..., Xh1. Les variables aléatoires 

Sn = X1+X2+..+X, et X,:1 sont indépendantes (cf. proposition 134). 

Donc, pour tout réel t{ tel que Gx;(t) existe, on a : 

n 

Par hypothèse de récurrence, Gs,.(t) = [[ Gx.(t). Donc 
è—1 

n+i 

CONS CURE ART (t) _ EURE AT (é) LL Gs,(t)Gx,.: (£) — El Gx;(t) 

è=1 

Ce qui montre le résultat. = 

Remarque 179 La somme de n variables aléatoires indépendantes de même 

loi de Bernoulli de paramètre p € ]0,1[, suit la loi binomiale de paramètre 

(n,p). En effet, on se donne n variables aléatoires X1,X2,.., X, de même loi 

de Bernoulli 5(p). Pour tout 1 <i<n, Gx;(t) = 1—p+pt pour toutte R. 

Donc 

Gxitaro+.+x, (6) = [] Gx.(6) = (1—p + pt)", 
i=1
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ce qui montre que X1 + X2+..+ X, suit la loi binomiale de paramètre (np). 

De même on montre que la somme S = X3 + X2+..+ X, de n variables 

aléatoires indépendantes X1,X2...,X, dont chaque X; suit la loi de Poisson 

de paramètre À;, suit la loi de Poisson P(À + À2 +... + À) 

4.7 Inégalités et approximations 

Théorème 180 ([Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire dis- 

crête positive d'espérance finie. Alors, pour tout réel a > 0 on a : 

E(X) 
a 

P(X >a)< 

Preuve. Soit À l'événement (X > a). On a : E(I4) = P(A) = P(X > a). On 

montre l'inégalité : 

[4 < — (4.25) 
a 

X(w 
En effet : soit w € Q, si w € À alors La(w) = 0 < () et si w € À alors 

a 
X(w 

X(w) > a et par suite L4(w) = 1 < ( ), 
a 

En appliquant la fonction espérance à l'inégalité (4.25), on obtient : 

x E(X) 
(a a 

P(X 2 a) = E(l1) < E( 

Ce qui montre l'inégalité. = 

Exemple : Soit X une variable aléatoire telle que X — P(A) où À > 0. Par 

application de l'inégalité de Markov, on obtient : 

(4.26) 

Une conséquence de l'inégalité de Markov est l'inégalité de Bienaymé- 

Tchebychev : 

Théorème 181 ([Inégalité de Bienaymé-Tchebychevw) : Soit X une va- 

riable aléatoire qui admet un moment d'ordre 2. Pour tout réel t > 0, 

V(X) 
P(IX —E(X)| > à < = 
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Preuve. On a l'égalité des événements suivante : 

(IX —E(X) > #) = ((X -E(X)) > ©). 

Il suffit maintenant d'appliquer l'inégalité de Markov à la variable aléatoire 

(X —E(X)}? et a = t?. Il vient : 

P(IX —E(X)| > t = P((X -E(x)) > #2) < EU CON _ vœ. 

Ce qui montre l'inégalité. = 

Exemple : Soit X une variable aléatoire telle que X — P{(AÀ) où À > 0. 

Alors, 

P(X >21)=P(X-1>A1)< P(IX-A|>À)= P(|X —-E(X)]| > À), 

et par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on trouve donc : 

px > 9x) < YA) ee (4.27) 
I 
Fe 

En comparant les inégalités (4.26) et (4.27), on en déduit que l'inégalité 

(4.27) est plus précise pour À > 2. 

Exemple : Si on suppose que le nombre d'erreurs de calculs dans un examen 

de mathématique suit la loi de Poisson P(10) alors la probabilité d’avoir 

plus que 20 erreurs est inférieure ou égale à —. 
10 

Exemple : On jette 3336 fois un dé. On cherche à minorer la probabilité que 

le nombre d’apparitions du nombre 6 soit compris strictement entre 506 

et 606. Notons X le nombre d’apparitions du 6. La variable X suit donc 

la loi binomiale B(3336, 6) On cherche à minorer la quantité 

605 
338 1 

P(506 < X < 606) — . ( °) GREEK 

k=507 

On ne peut pas dans la pratique calculer cette quantité, on a alors recours 

à l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On a : 

E(X) = 556 et VOX) = 10
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Comme, on a : 

(506 < X < 606) = (506 — 556 < X — 556 < 606 — 556) 
= (50 < X — 556 < 50), 

on en déduit que : 

P(506 < X < 606) = P(|X — 556] < 50) = 1 — P(|X — 556| > 50) 

V(X) 1390 
ss À — = 1 — ———— — 0,814 
— 502 . 3 x 502 PRENEUR 

Théorème 182 (loi faible des grands nombres) : Soit (X, )\e<N- une suite 

de variables aléatoires discrètes sur le même espace probabilisé deux à deux 

indépendantes de même loi, admettant un moment d'ordre 2. On pose 

m = E(X;) et pour tout n € N*, Sy, = X1 + X2 +. + X,. Alors pour tout 

£ >0,ona: 

Sn 
lim P(l— -m|>e)=0 

n—+00 n 

Plus précisément, on a : 

: V P(Ÿ —m > €) < 

On dit que la suite de variables aléatoires (—=),en converge en probabilité vers 
n 

la variable aléatoire constante m. 

S 
Preuve. La variable = € L?(Q,B, P) et par indépendance des variables 

n 

CNE LE : 
E(—) .. 2H) = M, 

et 

LA 1 V(X) 
V — > — — F (9) = = D VX) = — 

k=1 

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, entraîne : 

S, V(X1) 
P(|— - m| > €) < (AE m1 > 2) < => 

Ce qui achève la démonstration. =
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Remarques. 

1. La loi forte des grands nombres, assure que si (X,),en+ est une 

suite de variables aléatoires discrètes sur le même espace, mutuelle- 

ment indépendantes, de même loi, d'espérance finie m, alors la suite 
: : n à . x s 

de fonctions — converge presque sûrement vers m, c'est-à-dire, il 
n 

existe un événement À tel que P(A) = 0 et 

Im 
n—+00 n 

= m pour tout w € (\A, 

On donne une preuve de ce résultat, sous une hypothèse supplé- 

mentaire, en exercice (cf. exercice 34). 

2. La loi forte des grands nombres est la formulation rigoureuse des 

faits suivants : si on fait des épreuves répétées indépendantes et 

nombreuses, la moyenne des résultats observés est proche de l’espé- 

rance. Par exemple, si on lance un grand nombre de fois une pièce 

de monnaie équilibrée, il y aura en moyenne 50% de faces. 

On termine ce chapitre par une preuve probabiliste du théorème d’approxi- 

mation de Weierstrass : 

Théorème 183 Toute fonction continue sur un segment [a.b] y est limite 

uniforme d'une suite de polynômes. 

On traite, d’abord, le cas où [a,b] = [0,1]. Soit f : [0,1] — R une fonction 
continue. On fixe £ > 0 et x € [0,1] et on considère une suite (X,),ew- de 

variables de Bernoulli de paramètre x, indépendantes, sur le même espace 

1e r On 
probabilisé. On pose Y}, = — avec 

n 

Sn = X1 + Ào +. + Xn. 

Cherchons V(Y,). La variable S, est la somme de variables aléatoires in- 

dépendantes de même paramètre æ donc suit la loi binomiale de paramètre 

(n,x) (voir exemple 136). Donc, 

En) = 

et par indépendance des variables X,. n € N*. on obtient : 

VO) = SVODX) = + D VOX) = ai 2) 
i=1 i=1
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D'autre part, comme f continue sur le compact [0,1] il existe à > 0 tel 

que : 

S
I
R
 
0)
 

pour tous t,t € [0,1] et[t—t|<aona/|f(t) — f(t)| < 

Pour tout t € [0,1]. on dispose de l'inégalité : 

211 Fe (t— x)? + (4.28) HOBOES 

D
I
M
 

En effet, Si |[t — x| < a alors |f(t) — f(x)| < 5 et si [t — x| > a alors 

2]| Ice FC) — FR) < 2 flo < TE — 2). 

Comme Y,(Q) € [0,1] pour tout n € N*, on obtient : 

0) — ra) < le (y, - 29° + 

D
I
M
 

La variable aléatoire Y, est finie. Il en est donc de même de variables f(Y;) 

et (Y, — x)? et par suite elles possèdent une espérance. En appliquant la 

proposition 148, on obtient : 

2floæ(1-æ) € Aflol € E(f(Yn)) — f < = < — + =. IE(f(a)) — f(x)| < a = T5< mr n 72 

21 f £ 
Il existe N € N tel que pour tout n > N on a: If ÉT. Par suite, pour 

toutn >Nona 

E(f(Yn) — f(x)| <z pour tout x € [0,1]. (4.29) 

D'autre part, en appliquant le théorème de transfert, on obtient : 

E(/(%)) = D )PO = À) 
k=0 

=D) sta -07 +2 8, (90) 
k=0 

Finalement, l'égalité (4.29) s'écrit : 

pour tousn >Netxe [0,1], |B,(f)(x) — f(x)| <e
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Ce qui montre que la suite de polynômes (B,(f)),en- converge uniformément 

vers f sur [0,1]. 

Si f est une fonction continue sur un segment [ab], en considérant la 

bijection 6 de [0,1] dans {a. b] définie par 

it a+t(b—a), 

on se ramène au cas de segment [0,1]. En effet, la fonction g = f o 6! est 

continue sur [0,1]. Donc pour tout € > 0, il existe une fonction polynômiale P 

tel que |g(x) — P(x)| < £ pour tout x € [0.1]. Par suite, pour tout t € [a.b|, 

[f(t) — P(o(t))| < € et la fonction Q = P o 6 est polynémiale. Ce qui montre 

que f est la limite uniforme d’une suite de polynômes. 

Pour finir : 

1. Pour trouver la loi de probabilité d’une variable aléatoire X : 

— On commence par chercher X(Q). 

— Pour chaque x € X(Q) on calcule P(X = x) = P(X-1({x})). 

— On vérifie que 95 P(X =zx)=l1. 
xeX(Q) 

On peut calculer la loi de probabilité de X en l’interprétant comme la 

loi marginale d’un couple (X,Ÿ) et en utilisant la formule (4.7). 

| 

N
D
 

Pour calculer l'espérance, la variance d’une variable X : 

| On utilise la formule de l’espérance. 

On exprime XŸ comme l’image d’une autre variable aléatoire et on | 

applique la formule de transfert. 

— On exprime X comme somme, produit de variables aléatoires. On 

utilise alors la linéarité de l'espérance. 

On utilise la fonction génératrice. | 

4.8 Exercices 

Exercice 1 : Ali affirme qu'il va obtenir au moins un six en lançant six dés. 

Mehrez affirme qu'il obtiendra au moins deux six en jetant 12 dés. Samir 

affirme qu'il va obtenir au moins trois six en jetant 18 dés. Lequel des 

trois a les meilleures chances de porter à bien sa promesse ? 

Exercice 2 : On lance une pièce de monnaie 2n fois. Quelle est la probabilité 

Pn pour qu'on obtienne le même nombre de face et de pile. Montrer que 

| 
£
 

Pn . 
an
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Exercice 3 : (TPE 2016). X et Ÿ sont deux variables aléatoires indépen- 

dantes et à valeurs dans N. Elles suivent la loi géométrique de para- 

mètre p où 0 < p < 1. On considère les variables U et V définies par 

U = sup(X, Y) et V = inf(X,Y). 

1. Déterminer la loi du couple (U, V). 

2. Expliciter les lois marginales de U et de V. 

3. U et V sont-elles indépendantes ? 

4. On introduit la variable aléatoire S = U + V. Déterminer sa loi. 

Possède-t-elle une espérance ? 

Exercice 4 : (ENSAM 2016). Soient X1 et X2 deux variables aléatoires in- 

dépendantes suivant une loi géométrique G(p). On pose q = 1—-pet 

Y = /|X3 — X2| 

0) 

1. Pour tout n € N, montrer que P(X3 — X2 =n) = _ 
q 

la loi de Y. 

2. Calculer l'espérance et la variance de Y. 

et déduire 

Exercice 5 : (Extrait sujet CCP 2016). 

Fa 
1. Démontrer que la famille Gene est sommable et calculer sa 

Somme. 

2. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un même espace 

probabilisé à valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe du 

couple (X,Y ) vérifie : 

| x à 2 _ses_ mn l(UÉR 
Pour tout (2,9) € N°, PEX = AT =53)= Cere 

(a) Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi conjointe. 

(b) Démontrer que les variables aléatoires X et Ÿ suivent une 

même loi. 

(c) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? 

Exercice 6 : (Extrait sujet CCP 2016). 

On rappelle que la suite définie par 

n 
1! 

FE, — > Ps In(n) pour tout n € N°,
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converge vers un réel 7. On pose, pour tout entier naturel non nul n, 

1 3
 | 

ÿ(n) = 

Es
 

(l 

r
l
 

| 

1 

Une urne contient n boules numérotées de 1 à n. On effectue un premier 

tirage d’une boule de l’urne et on adopte le protocole suivant : si on a tiré 

la boule numéro £, on la remet alors dans l’urne avec k nouvelles boules 

toutes numérotées k. On effectue ensuite un deuxième tirage d’une boule. 

On note X (respectivement Y) la variable aléatoire égale au numéro de 

la boule choisie au premier tirage (respectivement au deuxième tirage). 

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X ainsi que son espérance 

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire Ÿ et vérifier que pour tout 

entier naturel non nul k, 

a 

Fr =#j= = (U(2n +1) — v(n +1) + Part 

3. Calculer l'espérance E(Y). 

Exercice 7 : Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un même 

espace probabilisé (Q,B,P) et à valeurs dans N dont la loi est donnée 

par : 
e”1 

1. Déterminer les lois de X et de Y. 

2. Prouver que 1+X suit une loi géométrique et en déduire l'espérance 

et la variance de X. 

3. Déterminer l'espérance et la variance de Y. Les variables X et Y 

sont-elles indépendantes ? 

Exercice 8 : (Mines-Ponts 2017). Soit À > 0. Soient X et Y deux variables 

aléatoires à valeurs dans N dont la loi conjointe est donnée par : 

: lfn+m À pis 
P(X =n,) =m)= à Vo" +1’ (n,m) € N°. 

| 
(1—+t)+1 1. Soit p € N. Développer la fonction t:
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2. Calculer pour tout (s,t) € [-1,1], F(s,t) = E(s*tY). 

3. En déduire la fonction génératrice de X, sa loi, son espérance et sa 

variance. 

4. Calculer Cov(X,Y). 

Exercice 9 : (Mines-Ponts 2017). Soient X et Ÿ deux variables aléatoires 

indépendantes qui suivent une même loi géométrique. 

».4 
v 

2. Calculer l'espérance E(U). 

1. Trouver la loi de U — 

3. Montrer que E(U) > 1. 

Exercice 10 : On considère une pièce telle que la probabilité d'obtenir pile 

est p €]0,1[. On lance indéfiniment la pièce et on note T la variable égale 

au nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pour la première fois, la 

séquence PF. 

1. Calculer les probabilités P(T = 2), P(T =3) et P(T = 4). 

2. Justifier que pour tout n > 2 on a: 

P(T=n)=qP(T=n-1)+p" ta, 

avec q = 1 — p. 

3. En déduire la loi de T. Justifier que T admet une espérance et la 

calculer. 

Exercice 11 : On considère deux variables X et Y telles que 

X(Q) = Y(Q) = N* et V(i, j) € (N*)?, 

P(X=iY=j)=pt"(1-p} +(1-p)T"p?. 

=
 

. Donner les lois de X et de Y. 

N
D
 

. Montrer que X et Ÿ admettent des espérances et expliciter E(X) 

et E(Y). 

. Justifier que la variable X(X —1) admet une espérance et la calculer. 

H
 
C
o
 

. En déduire V(X). Procéder de même avec Y. 

©
t
 . 1 - 

. SP £ = montrer que X et Y sont dépendantes. 

6. Montrer que X et Y sont indépendantes lorsque p = 9’
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Exercice 12 : Dans un magasin, le nombre de clients présents un certain jour 

suit une loi de Poisson de paramètre À > 0. Chaque client a la probabilité 

p d'acheter un produit À et on suppose que les différents achats sont 

indépendants. On note X la variable aléatoire égale au nombre de clients 

fréquentant le magasin et Ÿ la variable aléatoire égale au nombre de 

clients qui achètent le produit À. 

1. Déterminer la loi de Y sachant (X = n). 

2. Déterminer la loi de ŸY, son espérance et sa variance. 

3. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de clients qui 

[S
L 

n’achètent pas le produit A. Quelle est la loi de Z? 

Montrer que Y et Z sont indépendantes. 

Calculer Cov(X,Y) 

ki 
Pour keNetzEeR, on note S(k,x) = > — 

3=0 J: 

Soit T = max(Y, Z). Exprimer P(T < k) en fonction de À, S(k, p) 

et S(k,A(1 —p)). 

Exercice 13 : Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes 

1. On suppose que X et Ÿ suivent les deux la loi géométrique de 

paramètre 0 < p < I. 

(a) Déterminer la probabilité des événements suivants 

P(X =Y), P(X >Y)et P(X >rŸ) avec r un entier fixé. 

X 1 
(b) Quelle est la probabilité pour que la matrice À — ( 0 y ) 

soit diagonalisable ? 

(c) Déterminer la loi de Z = X +Y. 

On suppose maintenant que X — G(p) et Y — G(p!). Montrer que 

T = min(X, Y) suit une loi géométrique. 

On suppose que X et Ÿ suivent des lois de Poisson de paramètres 

À et u. Reconnaître la loi de X sachant X + Y = n. 

Exercice 14 : On considère une expérience aléatoire ayant la probabilité p 

de réussir. On répète l'expérience indépendamment jusqu'à l'obtention 

de M succès et on note X le nombre d'essais nécessaires à l’obtention de 

ces M succès.
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1. Reconnaître la loi de X lorsque m = 1. 

2. Déterminer la loi de X dans le cas général m € N*. 

3. Exprimer le développement en série entière de la fonction définie 

4. Déterminer la fonction génératrice de X et en déduire son espé- 

rance. 

Exercice 15 : On lance une pièce de monnaie (la probabilité d'obtenir pile 

étant p €]0,1[ ) jusqu'à l'obtention du premier pile. Soit N la variable 

aléatoire représentant le nombre de lancers nécessaires. Si N = n, on 

relance ensuite n fois la pièce et on appelle X la variable aléatoire repré- 

sentant le nombre de piles obtenues. 

1. Déterminer la loi de N, de (N,X), puis la loi de X. 

2. Montrer que X a la même loi que le produit de deux variables 

indépendantes Ÿ et Z telles que Ÿ suit une loi de Bernoulli et Z 

une loi géométrique de même paramètre. 

3. En déduire l'espérance et la variance de X. 

Exercice 16 : (Mines-Ponts 2016). Soit (X,),>1 une suite de variables aléa- 

toires indépendantes suivant toutes la loi de Poisson de paramètre À. 

nm 

1. Etant donné n € N*, déterminer la loi de S, := ÿ- X}z ainsi que sa 
k=1 

fonction génératrice. 

Sn — nÀ 

[R
e 

. Calculer l'espérance et la variance de T,, — 
VnÀ 

a je 3. Pour x > 0, calculer l'espérance de xæ°” ainsi que sa limite quand n 

tend vers +00. 

Exercice 17 : (Mines-Ponts 2016). On fixe à > 0. Une salle contient une 

infinité de tables pouvant chacune accueillir une infinité de personnes. 

Les personnes y arrivent une par une et s'installent à une table. La 

de s'installer à la même (n + 1)-ième personne a une probabilité ri 
n +a 

de s'installer à une table table que la n-ième et une probabilité Fi 
n a 

encore inoccupée. On note À, la variable donnant le nombre de tables 

occupées à l'issue de l'installation de la n-ième personne. Dans la suite 

on pose Pn.k = P(An = k) 

1. Calculer p,,:11 et trouver une relation entre P;118 : Pak et Pnk-1.
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N
D
 

Exprimer À, comme une somme de variables aléatoires suivant cha- 

cune une loi de Bernoulli. 

3. Calculer l’espérance et la variance de 4, . 

4. Par comparaison avec une intégrale, trouver un équivalent de E(A,) 

lorsque n tend vers 0. 

Exercice 18 : (Polytechnique 2016). On lance deux dés non équilibrés, et on 

note Z la variable aléatoire donnant la somme des nombres obtenus sur 

chaque dé. Montrer que Z ne suit pas la loi uniforme sur {2,3,..,12}. 

Exercice 19 : On considère une suite (Z,),eN+ de variables aléatoires dis- 

crètes, indépendantes telles que 

P(Zn = 1+a) = P(Z, = 1-a) = +, avec0<a<1 

D
é
 

On pose Y4 = In(Z4), et l’on définit pour tout entier naturel non nul n 

la variable : _ : 
C++. +y 

n 
Sn 

On note (X, en la suite définie par Xo = 1 et X, = Z, Xh-_1 pour tout 

n € M. 

1. Montrer que pour tout n > 0, on a E(X,) = 1. 

2. Calculer la limite de V(X,) quand n tend vers l'infini. 

3. Montrer qu'il existe à > 0 tel que P(S, > —a) tend vers 0 quand 

n tend vers +0 

4. En déduire que pour tout £ > 0, P(X, > £) tend vers 0 quand n 

tend vers +00 

Exercice 20 : (Taux de panne). Soit (Q,B, P) un espace probabilisé, X une 

variable aléatoire discrète, définies sur cet espace probabilisé, a valeurs 

dans N°, et vérifiant : 

P(X > n) £ 0 pour tout n € N* (4.30) 

On appelle taux de panne associé à X la suite réelle (x, },<N- définie par 

= FX =n|7>n) 

1. (a) Montrer l'application n léfinit une loi de pro- (a) Montrer que l’applicatior nn+D définit une loi pro 

babilité sur N*.
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(b) Soit T une variable aléatoire à valeurs dans N* définie par 
1 

PT = &) = nm +1 pour tout n € N*. Montrer que T 

vérifie (4.30), calculer le taux de panne (2, },eN+ associé à T'et 

vérifier que 0 < x, < 1 et que la série Ÿ_ x, diverge. 
NS Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N* vérifiant (4.30). 

n—1 

Montrer que P(X > n) = [][(1-— xx) pour tout n > 2. Exprimer 
k=1 

P(X = n) en fonction des x4. 

. Soit (Tr )hen- le taux de panne associé à une variable aléatoire X. 

Montrer que, pour tout n € N*,0 < x, < 1 et que la série de terme 

général x, diverge. 

Réciproquement, soit (2, )hen+ telle que 0 < x, < 1 et que la 

série de terme général x, diverge, Montrer qu'il existe une variable 

aléatoire dont le taux de panne est la suite (x, }}eN-. 

. Montrer que la variable X suit une loi géométrique si, et seulement 

si, son taux de panne est constant. 

Exercice 21 : 

LL. Soit T'une variable aléatoire discrète à valeurs dans N*. Montrer que 

T admet une espérance finie si, et seulement si, la série 3° P(T > k) 
k 

+00 

converge et que dans ce cas E(T) = S[ P(T > k). 
k=0 

. Soit n > l un entier. Deux joueurs A et B utilisent un dé à n faces 

(numérotées de 1 à n) pour jouer au jeu suivant : A lance le dé, 

obtient le résultat X, et verse 3 dinars au joueur B. B lance alors 

le dé jusqu'à ce qu'il obtient une valeur supérieure ou égale à X 

(la partie s'arrête alors), à chaque lancer, il donne 1 dinar à A. On 

note Ÿ la somme versée au cours de la partie par le joueur B. 

(a) Pour 1 < k < n, déterminer la loi de Y sachant X = k. 

(b) Déterminer en fonction de n une expression de E(Y ) de même 

qu'un équivalent lorsque n — 00. 

(c) Selon la valeur de n, à quel joueur le jeu est-il favorable ? 

Exercice 22 : (Fonction caractéristique). Pour toute variable aléatoire X 

à valeurs dans N, on définit sa fonction caractéristique 0x par : 

ox :R — C 

t + E(costX) +iE(sintX)
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. Calculer la fonction 6x si X suit une loi binomiale, puis une loi de 

Poisson. 

. Montrer que 6x est continue sur R et périodique. 

Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans N telles que 

ox = y. Montrer que X et Ÿ ont la même loi (Indication : on 

F 
pourra considérer les intégrales x — 37 JE ox(t)e-“Fédt pour tout 

T A 

entier X). 

Si X admet une espérance finie montrer que 6x est dérivable sur 

R et calculer d/,(0). 

. Calculer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire 

Z = Y +1 où Y est de loi géométrique de paramètre p. 

Soit p un réel dans ]0,1[ et À une variable aléatoire telle que : 

1 

PAU = 1 et 
Calculer E(A). Identifier la loi de À. 

Exercice 23 : Soit (X,),enN- une suite de variables aléatoires définies sur un 

même espace probabilisé (Q, B, P) et mutuellement indépendantes. On 

suppose de plus que. pour tout n € N*, X,, suit la loi de Poisson de 

paramètre 1. On pose, pour tout n € N*, S, = ÿ[ X}z et S% la variable 
n 

k=1 

centrée réduite de S,. 

L 

2. 

il 
Montrer que P(SF < 0) = mr [LT e-tt'dt. 

Établir que, pour tout n € N*, 

* L 0) — P(S*., < 0) = dt — ET —— P(S, < 0) — P(S5.1 < 0) Î : a+ Ÿ n+l! 

En déduire que la suite (P(S* < 0)),en-+ est une suite décroissante 

qui converge vers une limite { € [0.,1[. 

Soit t un réel strictement positif. Montrer que la variable t°* admet 

une espérance finie. On définit, pour tout n € N, la fonction f, : 

t — E(t®r). 

Montrer que la suite des fonctions (f,)AeN- converge simplement 

sur R° vers une fonction que l’on déterminera.
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Exercice 24 : (Extrait sujet Centrale 2016 PSI). 

Soit p €]0.1[. Soient X1, X2,.., X, des variables aléatoires mutuellement 
indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Q, B, P) et suivant une 

même loi de Bernoulli de paramètre p. 

1. 

2, 

Calculer la probabilité que X1, X2,.., X, soient égales. 

Quelle est la loi de S = X1+...+X, ? On attend une démonstration 

du résultat annoncé. 

Soient À et j dans {1,2,..,n}. Donner la loi de la variable aléatoire 

Xi, = X; X Fe 

Si w € (1, on introduit la matrice colonne 

X1(w) 

et la matrice M(w) = U(w)‘(U(w)). L'application 

= MR) 
PE {e as MA 

est ainsi une variable aléatoire. 

(a) Si w € Q, justifier que M(w) est une matrice dont tous les 

coefficients sont dans {0, 1h 

(b) Si w € Q, justifier que tr(M{(w)) € {0, de su que M(w) est 

diagonalisable sur R et que rg(M{w)) < 

(c) Si w € Q, justifier que M(w) est une matrice de projection 

orthogonale si et seulement si, S(w) € {0,1}. 

. Donner la loi, l'espérance et la variance de variables aléatoires tr( M) 

et rg( M). 

Exprimer M en fonction de S et M. Quelle est la probabilité pour 

que la suite de matrices (MF)zen soit convergente ? Montrer que. 

dans ce cas, la limite est une matrice de projection. 

Quelle est la probabilité que M admette deux valeurs propres dis- 

tinctes ?
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Exercice 25 : (Inégalité de Kolmogorov). Soient X1,X2.... X, des va- 

riables aléatoires indépendantes centrées et 5, — X3 + X2+..+X,. On 

suppose que V(Sz) > 0 pour tout 4 € N* et on pose 

ox = O(Sx) = VV(Se). 

On se propose de démontrer l'inégalité de Kolmogorov : Pour tout t > 0, 

1 
P(|Sr| < ton. Vk € {1,2,..,n}) > 1 — D (4.31) 

On fixe un réel t > (0. 

1. Démontrer l'inégalité (4.31) si n — 1. Dans la suite de l'exercice 

on suppose que n > 1. On pose, pour tout j € {1,2,...n}, les 

événements : 

B;= {wea: [S;(w)| > ton et [Sx(w)| < to, pour 1<k<3—1}, 

et 

A={w:1ke{1,2,..,n} tel que [S;(w)| > to,}. 

On considère les variables aléatoires Y; = Ig,, 1< 3 <n. 

D
 

Montrer que 

M +Y+.+Y, = I. 

n 

3. Montrer que 5 E(Y452) < o2. 
k=1 

4. On pose Uy = S, — Sy. En remarquant que Uz et Y,Sz sont indé- 

pendantes, Montrer que 

E(Y45?) > E(Y45?). 

5. Montrer que SE > t’o2Y4 puis l'inégalité (4.31). 

Exercice 26 : (Extrait du sujet Mines-Ponts 2016). 

Soit J la matrice de M,(C) définie par 

0 1 O0 . 0 

0 O0 1 O0 

J = 0 0 

0 Pi 1 

1 O0 0 0
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c'est-à-dire par J;; =1sij-i=loui-j=n—1,et J;;— 0 sinon. 

1. Calculer les valeurs propres réelles et complexes de J, et en déduire 

que J est diagonalisable sur C. 
[n
e]
 

Déterminer une base de C* de vecteurs propres de J. 

Dans la suite n désigne un entier naturel impair > 3. Pour tout 

entier m € N. on note X,, une variable aléatoire à valeurs dans 

{0,1,...n — 1} telle que 

— Xo9 = 0 avec probabilité 1, 

— Si À} — k, alors ou bien X,,11 — k — 1 modulo n, ou bien 

Xm41 = k +1 modulo n, ceci avec équiprobabilité. 

On note 
PK = 0) 

P(Xy = 1) 

= 

P(Xn =8n-1) 

3. Déterminer Ug et une matrice À de M,(R) telle que pour tout m 

€ N, on a U,y11 = AU. On exprimera À à l’aide de la matrice J. 

4. Déterminer les valeurs propres de la matrice À et un vecteur propre 

de R” unitaire associé à la valeur propre de module maximal. 

5. En déduire la limite de U,, lorsque m — +0. 

Exercice 27 : (Inégalités dans £!(Q.,B,P)). 

1. Inégalité de Holder : Soit p et q des réels strictement positifs tels 
1 

que — + — — 1. Montrer que si X et Ÿ deux variables aléatoires 

réelles discrètes. alors : 

C
R
 

E(|XY|) < E(|X/)>E(|Y|) 
On commencera par montrer l'inégalité : 

11 1,1 2 
ab < —ar + —-ba pour tout (a. b) € R°. 

P q | 

2. Inégalité de Jensen : 

(a) Soient X une variable aléatoire et & : R — R une fonction 

convexe. On suppose que les variables X et &(X) sont inté- 

grables. Montrer que E(o(X)) > &(E(X)).
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(b) Application : Soit X une variable aléatoire admettant une es- 

pérance finie et a € R. Montrer que 

max(E(X),a) < E(max(X, a)) 

nm 

(c) Application : Soit (21,æ%2...,%x) € (R1)" tel que D xx = 1. 
k=1 

Montrer que 
n 

- > 4 In(xz) < In(n). 

k=1 

Exercice 28 : (Espérance conditionnelle).Soit X une variable aléatoire 

discrète réelle sur un espace probabilisé (Q,B,P) et B un événement tel 

que P(B) > 0. On dit que X admet une espérance conditionnée par 

l'événement B si X admet une espérance finie lorsque la probabilité est 

la probabilité PR. On convient d'appeler espérance de X conditionnée 

par B et de noter E(X | B) le réel E(X|B)= ÿ xP(X =x|B). 
xeX(Q) 

1. Montrer que si P(B) > 0 alors E(I4 | B) = P(A | B), pour tout A € B. 

D
 

On lance un dé trois fois de suite. Quelle est l'espérance de la somme 

des numéros obtenus sachant que le premier dé donne I. 

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson. Quelle est l’es- q 

pérance de X conditionnée par l'événement «X est pair». 

Montrer que pour tout événement B non négligeable et pour tout va- 
. E(Ig X 

riable aléatoire X, on a : E(X | B) — sise) 
P(B) 

On considère dans la suite une variable aléatoire d'espérance finie Y. Dé- 

finissons l'espérance conditionnelle de Y sachant X comme la variable 

aléatoire notée par E(Y | X) définie par : 

E(Y X)(@w)= D Ix-1g}(w)E(Y | X =). 
æeX(Q) 

C'est-à-dire E(Y | X) est la variable aléatoire réelle qui prend les valeurs 

EY |X =x),xe X(Q), avec les probabilités P(X = x). 

(a) Exemple : Soient Y, Z deux variables aléatoires telles que Y — P(À) 
ÀAX 

(b) Montrer que E(E(Y | X)) = E(Y).
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Exercice 29 : Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de 

paramètre À > 0. 

1. Montrer que la série 5 P(X = k)ef* est convergente pour tout réel 
k 

s. Calculer sa somme 6(s). Montrer que 6(s) = E(es*). 

2. Soient X1. X2.... X, n variables aléatoires indépendantes de même 

loi de Poisson de paramètre À > 0. Calculer la loi de la variable 

aléatoire S, = X1 + X2 +..+ X,. Déduire que E(e“$*) = @"(s). 

3. Soient f une fonction croissante de R dans R et X une variable aléa- 

toire à valeurs dans N telle que la série 5 P(X =n)f(n) converge. 
nm 

(a) Montrer que la série 5 P(X =n)|f(n)| converge. Montrer que 
nr 

E(f(X)) est bien définie. 

(b) Montrer que si de plus f est positive, alors pour tout M > 0. 

on à 

E(f(X)) > f(M)P(X > M). 

(c) En déduire que pour s > 0 et a > 0, S, étant la variable 

aléatoire inroduite à la 2ème question, on a : 

PE, ua) < dise 7. 

(d) En déduire que pour a > À, on a: 

P(Sh > na) < e"Æ(), 

où H(a) = max(at — À(et —1)) 
tER 

4. Par analogie montrer que si f est décroissante sur R alors pour tout 

M >0Oona: 

5. Montrer que pour tout £ > 0, on a : 

Sn -à > €) < e"HA+e) + en HO), P(l— 

6. En déduire la loi faible des grands nombres pour un échantillon 

d'un loi de Poisson. 

Exercice 30 : Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N, telle que pour 

tout n dans N, p, = P(X =n) > 0.



194 CHAPITRE 4. VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES 

1. Montrer que X suit une loi de Poisson si, et seulement si la suite 

de terme général n est constante. 
Pn—1 

Application. Pour 0 < T < T', notons X.Y et Z les variables 

aléatoires égales au nombres des appels reçus par un standard té- 

léphonique dans les intervalles de temps [0, T],[T, T’] et [0,T”] res- 

pectivement. On suppose que X et Ÿ sont indépendantes et que la 

D
 

loi de X sachant Z = n est la loi binomiale B(n,p — Ti) pour tout 

entier n € N. 

(a) Montrer que pour tout (k,m) € N?. 

P(X =k)P(Y =m) _fk+m)\, _ 

P(Z=k+m) = ( k L Gp. 

(b) En déduire que X suit une loi de Poisson. 

Exercice 31 : Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de pa- 

ramètre À > 0. 

1. Montrer que P(X > 2À) < 
1 
x 

2. Inégalité de Cantelli : Soient U une variable aléatoire qui admet un 

moment d'ordre 2 et a > 0. 

(a) Montrer que pour tout x > 0, 

P(U —E(U) > a) £ P((U —E(U)+x)° > (a+x)°). 

(b) En déduire l'inégalité de Cantelli : 

V(U) P(U-E(U) > a) < ————.. 
( W)2a)< y + 

3. Déduire que P(X > 2À) < 1 
— — À +1 

(a) Montrer que pour tout a>0ett>1, P(X > a) < _— 

(b) Déduire que P(X > 2À) < CE
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Exercice 32 : (Convergence en probabilité) 

— On dit qu’une suite (7, ),;en de variables aléatoires converge en pro- 

babilité vers une variable T, si pour tout € > 0 

lim P(|T, —-T|>Ee) = 0. 
n—00 

On admet que si une suite (7: ),en de variables aléatoires converge 

en probabilité, alors la limite de cette suite est une variable aléatoire 

presque sûrement unique. Plus précisément, si l’on a T, converge en 

probabilité vers T et T”, alors P(T = T') = 1. 

— On dit qu'une suite (U, ),;en de variables aléatoires discrètes converge 

en moyenne vers une variable U, si pour tout entier naturel n, la 

variable aléatoire |[U, — U| possède une espérance et 

lim E(|U, —U]) = 0 
n—+00 

1. Dans cette question, on considère une suite (X,),>1 de variables 

aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, B, P) et une variable 

aléatoire X, elle aussi définie sur cet espace probabilisé. Montrer 

que, si la suite (X,,) converge en moyenne vers X, alors elle converge 

en probabilité vers X. 

On se propose, dans la suite, d'étudier un exemple montrant que la 

réciproque de cette propriété est fausse. Pour ce faire, on considère 

une suite (7; }:>1 de variables aléatoires définies sur un espace pro- 

babilisé (Q, B, P), indépendantes, et suivant toutes la loi de Poisson 

de paramètre À (avec À > 1). Pour tout entier naturel n non nul, 

on pose Y} = [[i_: Z+. 

(a) Pour tout entier naturel n non nul déterminer P(Y, # 0). 

(b) En déduire que la suite (ŸY,) converge en probabilité vers la 

variable certaine égale à 0. 

3. Supposons que la suite (Y,) converge en moyenne vers une variable 

aléatoire Y. 

(a) Montrer que Y = 0 presque sûrement. 

(b) Calculer l'espérance de Y,. 

4. Conclure.
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Exercice 33 : (Formule de Wald) : Soit (X,),>1 et N des variables aléa- 

toires réelles discrétes sur un même espace probabilisé, à valeurs dans N, 

indépendantes. On suppose que les variables X,,, n € N sont équidistri- 

buées (de même loi), et on pose : 

SN = X1 + X2+..+XNn. avec Sn = 0 si N = 0, 

(c'est-à-dire Suw(w) = D Xx(w), pour tout w € Q). 
k=1 

1. Montrer que Sy est une variable aléatoire. 

N
D
 

Montrer que Gs, = GN0Gx,;. 

En déduire que si X1 et N sont d’espérances finies, on a la formule de 

Wald : 

Exemple : Déterminer la loi et l'espérance de Sy, lorsque les X, suivent 

la loi de Bernoulli de paramètre p et N la loi de Poisson de paramètre 

À. 

Exercice 34 : (La loi forte de grands nombres). 

Soient (X;);eN- une suite de variables aléatoires indépendantes et de même 

loi, définies sur un espace probabilisé (Q,B,P). On suppose de plus 

que X1 admet un moment d'ordre 4 et on note a = E(X#). On pose 

Sn = X1 + X2 +. + X, pour tout n € N*. Le but de cet exercice est 
S, 

de démontrer que la suite des variables aléatoires (—),<N- converge 
n 

presque sûrement vers la constante u = E(X:), c'est-à-dire P(B) = 1 où 

B={weQ: lim n ) un. 
n—+00 n 

1. Montrer qu'on peut se ramener au cas où y = 0. 

On suppose dans la suite que y = 0. 

ND
 

Montrer que chaque X;, à € N* admet un moment d'ordre 2. On 

note v = V(X3). 

3. Montrer que E(S#) = na +n(n — 1)v pour tout n € N*. 

S 
4. Soit £ > 0. Montrer que la série 5 P(|—| > £) converge. 

n 
5. Vérifier que B = () Bx où 

kREN*+ 

By — U Nu < 1 pour tout k € N*. 
p __k
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6. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli (cf. Exercice 18 chap 3), 

conclure. 

Exercice 35 : (Série de variables aléatoires) 

Soit (U;);ew+ une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace 

probabilisé (Q, B, P). On dit que la série Ÿ U; converge (respectivement 
i>l 

diverge) presque sûrement si la série ÿ° U;(w) converge (respectivement 
i>1 

diverge) pour tout w € N\A avec A € Bet P(A) = 0. 

1. Soit (U;);ew+ une suite de variables aléatoires positives indépen- 

dantes. On suppose qu'il existe &,£ > 0 tels que 

P((U; > o)) > €, pour tout à € N*. 

+00 +00 
(a) Montrer que P( {AN (J{(U; > o)) = 1. 

n=1li-n 

(b) Déduire que la série Ÿ° U; diverge presque sûrement. 
il 

2. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q,B,P) et à 

valeurs dans N. 

(a) Montrer que si À et B sont des événements de B, alors 

|P(A) — P(B)| < P(ANB)+P(ANB). 

(b) En déduire que, pour tout t € [—1,1], 

IGx(E) — Gy(é)] < 2P(X Z Y). 

3. Soit (U;);eNu+ une suite de variables aléatoires mutuellement indé- 

pendantes à valeurs dans N telle que la série des P(U; Æ 0) soit 

convergente. 

(a) Soit Z, = {we Q :ilexistei en, U;(w) £0}. Montrer que 

(Zh) est une suite décroissante d'événements et que 

lim P(Z}) = 0. 
n—00 

(b) En déduire que l’ensemble {à € N* : U; Æ 0} est presque sûre- 

ment fini.



198 CHAPITRE 4 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES 

n O0 

(c) On pose S$, — SU; et S — S[ U;. Justifier que S est définie 
è=1 è—=1 

presque sûrement. Montrer que Gs, converge uniformément 

vers Gs sur [—1,1]. 

4. Soit (À;);ew+ une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la 
OO 

série ÿ_ À; est convergente, et on note À = Ÿ_ À;. Soit (X;);en+ une 
1 

suite de variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout 1, 

X; suive une loi de Poisson de paramètre À;. On convient que, si 

X; = 0, X; est la variable aléatoire nulle. 

(a) Montrer que la série 5 P(X; Z 0) est convergente. 

(b) Montrer que la série ÿ° X; est presque sûrement convergente et 
i>1 

que sa somme (définie presque sûrement) suit une loi de Poisson 

de paramètre À. 

Exercice 36 : (Formule de Taylor). Soit f une fonction continue et bornée 

sur ]J0,+æ[. On fixe a > 0 et on considère une suite (X, },en de variables 

aléatoires indépendantes suivant la loi de Poisson de paramètre h > (0. 
X1 + Xo +. + X» 

n 
On pose, pour n > 2, S, — 

1. Montrer que 

(nh)f 
+00 . 

E(f(a+ 5,)) = e"* 3 7(a+ À) 
k=0 

2. Soit y > 0. Montrer que lim P(|S, — h| > pu) = 0. 
n —00 

3. On fixe £ > 0. En utilisant la continuité de la fonction : 

y — f(a+y) au point À, montrer que 

lim P(|f(a+$S,)-—f(a+h)| > E) = 0. 
n—00 

4. On pose pour tout n € N* 

An = {Eh EN tel que et CRE CUEE 
B, = {A :k EN tel que f(a + 2) 1 +n) < € 

Montrer que : 

JE(f(a+S)) — f(a+h)| <21fl P(Sr € An) + €.
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5. Montrer que lim E(f(a+ S,)) = f(a+h) et déduire la formule : 

+00 

‘(a+h)= lim e* a — ee PP ST 

4.9 Solution des exercices 

Exercice 1 : Soit X, la variable aléatoire indiquant le nombre de six obtenu 

lorsqu'on lance n dés. alors X suit la loi binomiale B(n, à). 

— La probabilité d'obtenir au moins un six lorsque n = 6 est : 

P(X6 > 1) =1-— P(X6 = 0) = 1 — (=) = 0.6651 

l
l
 
©
 

— La probabilité d'obtenir au moins deux six lorsque n = 12 est : 

P(X12 > 2) = 1 — P(X32 = 0) — P(X12 = 1) 

=1-(2)2-12%x : x cu — 0.618 67 

O
l
 
G
t
 

— La probabilité d'obtenir au moins trois six lorsque n = 18 est : 

P(X18 > 3) = 1— P(X18 = 0) — P(X18 = 1) — P(X18 = 2) 

= 0.597 35 

Conclusion : Ali à plus de chance de porter à bien sa promesse. 

Exercice 2 : Si X désigne le nombre de pile obtenus, alors X suit la loi 
I 

binomiale B(2n, 5) Par suite : 

9n\ 1 (2n)! 
Pn — P(X =n) = ( ) 92 = (n!)2227 ° 

En utilisant la formule de Striling, n! — V2rnn"e " on en déduit que 

Pn si-
 

à
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Exercice 3 : 

1. On a : X(Q) = N*, Y(Q) = N*, donc U(Q) = N* et V(Q) = N*. 

Soit (n,.m) € N°2. 

— Sin < m alors l'événement (U = n.,V = m) est impossible et 

donc P(U =n,V =m) = 0. 

— Sin > m alors on a: 

(D'=n,V =m})=(X =m,T =nJUX=8,Y =), 

par indépendance, on obtient : 

— Sin =m alors, (U=n,V =m)=(X =n,Y =n), donc 

—_ p?(1 …. |) se 

D
 

En utilisant les formules (4.7) et (4.8), il vient : 

= P(U =1)=P{X = 1)P(Y =1)=# 

— Pour tout m € N*, 

+00 m 

P(U=m)=S P(U=mV=n)=S P(U=m,V=n) 
n=1l n=1l 

m—1l 

n=1l 

+00 +00 

PV =n}= ÿ PU = V =nR)= Ÿ PU =“, V =) 
m=1 m=n 

+00 
_ p?(1 …. p}2 + 2 2p°(1 …. pre 

m=n+1l
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3. Ona: PU =1,V =2) =0e 

P(U=1)P(V =2)=p(1-p) (2-p) 

c
r
 

Donc U et V ne sont pas indépendantes. 

4. On a : S = max(X,Ÿ)+min(X,Y) = X +Y. On en déduit que 

S(Q) = N*\ {1} et que pour tout n > 2ona: 

n—1 

P(S=n)=S P(X=E,Y =n-k) 

=D G-p)"*=(n-1)p(-p À. 

La série de terme général n(n — 1)p?(1 — p) 

puisque [1 — p| < 1. Par suite S admet une espérance finie et on a : 

n—2 est convergente, 

E(S) = p? > n(n-1)(1-p}" ?=-. 
n=2 P 

Exercice 4 : 

1. Soit n € N. on écrit : 

P(X1-Xo=n)=S P(X2=k Xi=n+k) 
k=1 

nr n 
_ D: mass —_ ee 

k=1 q 

Pour tout n € N. on a : 

(Y =n)=(X1 -X2=n)U(X2 — X1 =n) 

Si n € N* alors 

P(Y =n)=P(X1-X2=n)+P(X2-X1=n) = 

et 

P(Y = 0) = P(X1 — Xo = 0) = en



N
D
 

[æ
) 

N
D
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2. La série S-ng" est convergente, puisque |q| < 1, donc Y admet une 

espérance finie et on a 

<< pq" 2q 
E(Y) = 2 n = ——. 

> 1+4 (q+1) 

Comme Y? = (X1 — X2)? et X1 — X2 admet un moment d'ordre 

2, on en déduit que Ÿ admet un moment d'ordre 2. Par linéarité 

de l'espérance et l'indépendance des variables X1 et X2 on obtient 
r2\ __ox7 . 4 É . 

E(Y*) = 2V(X1) = os Il vient : 

ga. 4 
a) 
p (q + 1) 

Exercice 5 : 

1. On vérifie par le théorème de Fubini la sommabilité de la famille 

de réels positifs (u;,; = 5 JE Hen: En effet, pour tout à € N, la 

série > ee étant convergente et 

= j=0 3=0 

i 1 

Où on a utilisé les formules suivantes : 

+00 1 +00 _ 

— et NT" = -————, pour tout x E |-1,1 Der =lu Pine n En 

a série 212 D = LC + x) est clairement convergente. 

: 7 + 
Ce qui montre que la famille Gr cner est sommable et 

N+3 

Fi +3, ai À Lo 
>, me => À Fo) =D US +)=8. 

(i,5)EN? i=0 j—=0 i=0 
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[D
e]
 

(a) D’après la question précédente, la famille CE est 

sommable et de somme égale à 1. Ce qui montre qu'on définit 

bien une loi de couple. 

(b) On calcul les lois marginales. Pour tout i € R, 

me : M i+7 +1 
PET == SOPX =ù X=j)=2) 5 = x 

j= = 

US LS 
De même, pour tout j € N, P(X = j) — ECÉ Par suite X et 

Y suivent la même loi. : 

(c) On a : 

1 
P(X = 0)P(Y = 0) = GY £0 = P(X =0,Y = 0), 

donc X et Ÿ ne sont pas indépendantes. 

Exercice 6 : 

1. La variable aléatoire X suit la loi uniforme {4( {1,2,..,n}) donc 

n +l 
E(X) = “. 

2. On a Y(Q) = {1,2,...n}. Soit k € {1,2,..,n}, en appliquant la 

formule des probabilités totales, il vient : 

PF =R= ÿ PTE |X = 1)PIXx =9 
i=1 

1 = 

= — PT = RE = 40 RD PU =KIX = 

siiZ£k 

+
+
|
e
 

7
e
.
 

PT = =0— 

Cc
ap
s)
 

sii=k
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donc 

Pa = = LÉtI se L', 
nn+k ; Lun FE 

n 2n 
l k 1 1 E 1 

DUTT Dar aie 2 D 

D'autre part, 

E DRE (Qn+1)—v(n+1), (4.32) 
és” 21 

finalement. on obtient 

PF = Mi = 7 Ë + V(2n +1) — Y(n +1)) 
7 nn+ 

3. On écrit : 

E(Y)=S &P(Y =k 
k=1 

le k | L De +n(v(2n +1) —v(n +1)) 

n 

+ (&(2n + 1) — (n + 1). 

Or, en utilisant l'identité (4.32), on obtient : 

k—=1 n +R k=n+1 s 

2n 2n 

D mr Da 
2n 

k=n+1 k=n—+1 k=n—+1 

-ù 
| 2 l 

74 

= n?((2n + 1) — d(n +1)) — 2n 

= nA(U(2n + 1) — dr +1) — gr (n — 1) 
74
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Par suite 

E(Y) = nn +1) —V(n +1) — 3 (nr — 1) 
+ (&(2n +1) — ÿ(n +1) 
= 5 (m1) + (+ 1)(U(n + 1) — Vn +1)) 

Exercice 7 : 

1. La loi de la variable X est donnée par : 

P(X = à) = P((X =D N(Y = 5) 

el 1 1 
= D - = =. pour tout ieN. 
ZT +. 2 

De même la loi de Ÿ est donnée par : I 

+00 

= me =i)n(Y = ;)) 

— =— D T — _. . pour tout à € N. 

2. On a (1+ X)(Q) = N* et pour tout à € N*, 

PA+X=i)=PX=i-D= ZE) 

N
I
 

ce qui montre que 1 + X — G(—). On en déduit que 

E(1 + X) = 1 +E(X) = 

: 
donc E(X) = 1, et V(1+X) = V(X) = —2 =2. 

4 
_ 

3. La série S 5PY = fi = re est convergente, donc Ÿ  ad- 

met une espérance finie et E(} el >; = 1. De plus la série
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5€ 
S ÿP(Y =f}= D est convergente (par application de la 

règle de D’alembert), par suite Y admet un moment d'ordre 2 et 

on à : 
+00 9 

; — Ni 

Donc V(Y) = E(Y?) - E(Y }? = 1. 

On a pour tous ?,7j € N. 

_ 1 e! 
7 DH jl P(X = i)P(Y = j) = P(X =i,Y = j), 

donc les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 

Exercice 8 : 

. En exploitant le développement de (1 +t) 

. Fixons (s,t) € [1,1] et notons u — 

%, on obtient, pour tout 

1 + fn +9p 

eg E (0) 
À 

21 +1 
de transfert, la variable Z = s*tŸ* admet une espérance finie, si, 

et seulement si, la famille (S*#"P(X = n,Y = m))pm)en est 

D'après le théorème 

n+m 
sommable. Pour tout n € N, la série 9° ( }tao converge, 

m n 

puisque [éu| < 1. Donc la série 

SSP Ef P(X = n,Y = m) converge et en utilisant la première 
nm 

question, on a : 

+00 
I 

D el HP” PCX = n,Y = m) = | 

On vérifie que 1 — lt|u < y, donc —— < 1, par suite la série 
— |él x 

Ï 
de terme général (|s|” ren converge. On en déduit, 

— [élu 
par application du théorème de Fubini que la variable aléatoire
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s*t* admet une espérance finie et que : 

+00 +00 

E(s*t*) = ÿ +. ÉVIPLX =, =) 

n=0 m—0 

1 +00 sut 

nd: _ +1 A4 (1-tu) 
__l x | 

D'Ee tu 1—Ss H 

IE 

3. Pour t — 1, on a : 

: 1 

DER 

En développant la fonction Gx en série entière, il vient : 

F(s.1) =E(s*) = Gx(s) 

1 fl fl À Gx(s) = = ns. 
xs) = rnb 

1— s— n—=0 

1+A 

On en déduit que la loi de X est donnée par : 

PIX =#) — 14 pH pour tout n € N 
À 1+à 

Le rayon de convergence de la série définissant la fonction généra- 
+ À 

trice est égale à > 1, vu la proposition 173, X admet une 

espérance et une variance finies et on a : 

E(X) = Gy(1) = À. 

V(X) = GK (1) + x (1) — (GR (D) 
= LA À, 

Remarquons que, le même calcul montre que Ÿ a la même loi que 

la variable X. 

4. Pour calculer Cov(X, Y) il suffit de calculer E(XY). La fonction F 

est différentiable sur un voisinage de [—1,1] et on a : 

2 2 À 
ci (s,5h= 3 G- 
Os.0t (2A —tA — As +1) 
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D'autre part, par la formule de transfert, on écrit : 

Fs,t) — ÿ SPA 0, T = 1m) 

n.m)eN? 

En utilisant deux fois le théorème de dérivation sous le signe somme, 

on montre que : 

—(5,t) = ÿ nmt ls" IP(X =n,Y =m) 

(n.m)EN?2 

Pour (5s,t) (0,0), on obtient : 

OF, 1e x 

En évaluant en t = s = 1. il vient : 

E(XY) = Pa. 1) = 2x2. 

Par suite Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = X?. 

Exercice 9 : 

: à a ” 
1. On a U(Q) = Q*. Soit r € Q", en écrivant r = 5 où a, b € N° avec 

pgc(a,b) = 1, il vient : 

+00 js 
21 - jee) … p°(1—p)""? 

: Clip) 
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2. 

Exercice 

1. 

[R
e 

1 
Comme les variables X et y sont indépendantes, 

D'autre part 

1 il In p 
E(X) = - et E(—) — . (X) =" (y) PT 

In p 

p—1l 
Par concavité de la fonction æ + In(1 + x), on a : In(1 +x) < x 

pour tout æ £ 0 et x > —1. Comme p £ 1, il vient : In(p) <p—1 

et donc E(U) > 1. 

(voir exemple 2 de la page 150), par suite E(U) — 

10 : 

On pose q = 1-9» 

— L'événement (T — 2) est réalisé si, et seulement si, on obtient 

(PF). Par indépendance des lancers, on a : P(T = 2) = pq. 

— L'événement (T = 3) est réalisé si, et seulement si, on obtient 

(PPF) ou (FPF). Donc P(T = 3) = p?q + pq? = pq. 

Soit À et B les événements définis par À «obtenir pile au premier 

lancer» et B «obtenir face au premier lancer». Par la formule des 

probabilités totales, on a : 

P(T=n)=P(T=n|A)P(A)+P(T =n|B)P(B) 

Or, sachant qu'on obtient pile au premier lancer, l'événement 

(T = n) est réalisé si et seulement si, les (n —2) lancers donnent pile 

et on obtient face au n ième lancer. Donc P(T = n | A) = p°—?q. 

De même, sachant qu’on obtient face au premier lancer l'événement 

(T = n) est réalisé si et seulement si, la séquence PF apparaît après 

(n — 1) lancers. Alors, P(T =n|B)=P(T=n-1). 

Par suite 

P(T=n)=qP(T=n-1)+p" {q. 

1 

pq 
vérifie : Un = Lu + 1. On distingue deux cas : 

D 

Posons pour tout n > 2, u, — P(T = n). La suite (u, }:>2
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— Sip = gq, soit p — 

1. Donc 

. La suite (u,),>2 est arithmétique de raison 

D
r
 

un = u2 + (m2) = P(T = 2) + (n 2) 

=A4x-+(n-2)=n-1. 
1 

4 

Ce qui donne : 

P(T =n)={(n—-1)(=)" pour tout n > 2. 

D
l
I
r
 

. I 
La série ÿ_n(n — 1)(—)" converge, par conséquent, T admet une 

espérance finie. En utilisant les dérivées de la série géométrique, 

on obtient : 

ET) = Sn - DGY = 4, 
=2 

- Sip À 9° La suite (u,):>2 est arithmético-géométrique. Le réel 

est l'unique solution de l’équation : æ = Tr +1. On 
P—q P q 

vérifie que la suite (un — T)h>2 est géométrique de raison —. Par 
_ D? 

Es 

suite, Un — T = (Ty°-2(u9 — x), ce qui donne : 

"2(1 — p )+ P 

p P—q p—q 

On en déduit que : 

Fe mate 
= q P(T =n) =p" "q((- 

( ) AAA P—q p—q p—q 

La série SnP(T =n) — 2 np-1 — Sng*-1l) converge, 
P—gq 

car p,q € ]0,1[, on en déduit que T admet une espérance finie et 

pq +00 +00 p + q— 9 

E(T) = ———($ np 5 ng—) = -pq 
Er > >» (g—1)(p-1) n=2
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Exercice 11 : 

1. En appliquant les formules (4.7) et (4.8), on obtient pour tout entier 

à e N* : 

+00 

P(X =ÿ=Y PIX =iY =) 
3=1 

+00 

= (pT(1-p) +(1—p)T"p?) 
j=1 

Loo +00 

=pS (-p}+(i-p}t NS pl 
j=1 j=1 

=p(i-p}(pt+(i-p}t). 

De même, pour tout j € N* on a : 

+00 

Pr =û = 5 PR =ATY=ÿ 
i=1 

=) (pr (1-p} +(1-p)*"p?) 

_ ER - : L 

=p(i-p}#S pt +p(1l-p) S (1-p) 
i=1 = 

1
)
 

= p?(1—-p}t+(1-p}pit. 

2. La série D 2P(X =i) =p(1-p}(Dip-l+5i(1—p}1) converge 
donc X admet une espérance finie et on a : 

+00 +00 +00 

E(X) = iP(X=i)=p(l-p}(D ip + ip) 1) 
è—1 è—1 i=1 

1 1 
“Re (+2) 

De même, on démontre que Ÿ admet une espérance finie et 

+00 | + 

E(Y)=p? 9 jQ-p#t+(1-p} SN jp = 2. 
j=1 j=1
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Le rayon de convergence de la série entière Sn(n — 1)" est égal à 

letona: ÿ n(n—1)x" — Ge Par suite la série de terme 

général 

n(n—1)P(X =n)=p(1-p)(n(n —1)p"" +n(n -1)(1-p)) 

converge. 

Ce qui montre que la variable X(X — 1) admet une espérance finie 

et on a : ï : 

2p- 2(1 — p 3 À Pr, E(X(X — 1)) = TE =: 

Un calcul simple, donne : 

V(X) =E(X(X — 1)) +E(X) -E(X)° 

—2p# + 4p° + p? — 3p+1 

p?(p—1) 

On a : 

P(X=1,Y =1)=p"(1-p)+(1-p)"p =p(1-p), 

et 

P(X =1)P(Y = 1) = 2p(1 — p}(p? + (1—p}?) 

On a égalité si et seulement si, 2p(1 — p)(p? + (1—p}?) = p(1 — p). 

Comme p € ]0,1[ alors p — — ce qui est exclu. Donc les variables 

aléatoires X et Ÿ ne sont pas indépendantes. 

Si p = 5: °0n vérifie facilement que X et Y sont indépendantes. 
4 

12 : 

La variable X suit la loi P(À). La loi de Y sachant (X = n) suit 

la loi binomiale de paramètres n et p. Pour tout m € {0,1,...n}, 

la probabilité que m clients achètent le produit sachant qu'ily an 

clients est 

PF =m|X-n") = GPA — p}
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2. Ona Y(A)=N.Soitie N, 

P(Y = i) = 5 P(Y =i|X=n)P(X =n) 
n=0 

+00 . . 7 
= > AU pie 

? n: n— 

Dex jixr _ (iphie à EE ((L-p})r # 
De — fn —il il _ j)! — il mer (n — i)! 

_ (A) . (AP L OnYe? px 
1 ! = | 1. nm! 2! 

n=0 

_ (Ap}'e PA 

Ainsi, Ÿ suit la loi de Poisson P(Ap), E(Y) = Ap et V(Y) = 1p 

3. Les variables Y et Z jouent des rôles symétriques, le même calcul 

montre que Z — P(A(I —-p)) 

4. En utilisant l'égalité X = Y + Z, on obtient pour tous 1,7 € N, 

P(Y =i,Z=5j)=P(Y =i,X =i+;j) 

= P(Y =i|X =i+j)P(X =i+)j) 

Li XTI è(1 — p}? 7 

= (1 )r (1- pe? - PC _p) “ie Le ; (i +)! ilj! 

D'autre part, 

_ (Ap}'ePX (A(I — p}}fe- (Ar) 
TT à j! 

Ainsi, Z et Ÿ sont indépendantes. 

5. En utilisant la bilinéarité de l'application covariance, 

Cov(X,Y) = Cov(Y +Z,Y) = Cov(Y,Y)+Cov(Z.Y) 

=V(Y) = Ap, 

car Z et Ÿ sont indépendantes.
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6. Par indépendance, on écrit : 

P(T <k)=P(Y <k.Z<k)=P(Y <k)P(Z<k) 
k k 

= FT =85 F2 5 
20 i= 

Exercice 13 : 

B Par indépendance, on obtient : 

+00 

MX =F)=Y PAYS 
è=1 

- 5 P(X =i)P(Y = 
i=1l 

+00 p? 
2 2i—2 =D A-p} = — +. 
2 1—(1-p) 

+00 

HOna:(X>Y)= [UJ((X =i)N(Y <i) donc, 
i=2 

+00 i—1 

= DA)" (pÿ (1-r) 7) 
i=2 re 

…: 22 ;11-(-p} = p > p) =
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Ce résultat était prévisible car X et Ÿ étant indépendantes 

et de même loi, on a : 

1—P(X=Y) p-1 
PIX > F\=PCE > A) —. 

p—-2 N
D
 

J=rè 

il vient : 

+00 

P(X>rY)=S P(Y=i)P(X > ri) 
è—=1 

+00 

=p> Gp) (1-n) 
i=1 

ei p(i—p} =pYG- pt = | 
> 1 (1 pr 

(b) La matrice À est diagonalisable si, et seulement si, l'événement 

(X Æ Y) est réalisé. Donc. la probabilité cherchée est : 

P(X £Y)=1-P(X =Y) 

s — 1 

== p}  p2 
(c) On a Z(Q) = N*\ {1} et pour tout k > 2, 

k—1 

P(Z=Kk)=P(X+Y =k)=S P(X=iY=k-i) 
i=1 

+00 

=Ÿ P(X=i)P(Y =k-i) 
è=1 

k—1 

=D Gp (A -p 
=] 

k—1
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2. Soit T = min(X,Ÿ) alors T(Q) = N*. Soit k € N*, on a : 

P(T>k)= P(X >k)P(Y >k)=(1-p}*-1(1-p}-
1 

Ainsi 

P(T=k)=P(T>Kk)-P(T>k+1) 

= (pp) Gp} -p)f 
=(1-(1-p)(1-p)(-p}" (A -p}T 
= (1 g)"", 

où g = 1—(1—p)(1 — pl). Par suite T suit la loi géométrique de 

paramètre q. 

3. Ona: X - P(A)et Y -— P(u). La loi de X sachant X +Y = n est 

donnée par la famille (P(X =m|X+Y =n))hen. Soit m € N, 

on écrit : 

P((X=m)N(X+Y =n) 

P(X +Y =n) 

_ P(X=m)P(Y =n-m) 

_ P(X +Y =n) | 

P(X=mI|X+Y =n) = 

- Sim>n alors P(X=m|X+Y =n)=0. 

— Sim € {0,1,...n}. Par indépendance des variables X et Y’, la 

variable X + Y suit la loi de Poisson de paramètre (À +) (cf. 

Remarque 177). Par suite : 

onET x AT 
Il _ ! 

P(X=mIX+Y =n)=T ‘ m)' 
04) A +4) 

n! 

fn pan À gi 
JT Gr | 

Ainsi. la loi de X sachant X + Y = n est la loi binomiale de 

paramètres n et ; 
À+u 

Exercice 14 : 

1. Sim = 1, X désigne le temps d’attente du premier succès, donc 

X - G(p).
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2. Le cas général : X suit la loi de Pascal de paramètre (m.p) (cf. 

exemple 106), donc X(Q) = {m,m + 1,...} et 

k—1 
PIX = k] = ( pa — p}F" pour tout entier # > m 

m—1 

1 +00 
3. Pour tout réel t € |—-1,1|. 1: St. En dérivant m fois cette 

= n=0 
égalité précédente, on obtient : 

m! — _— 

n—=m 

par suite : 

1 < fn  /n+m 
— = nl — “ü 4.33 ee (pr) «as 

n=m n=0 

On aurait pu aussi exploiter le développement en série entière de la 

fonction tt (1 —-t)°. 

4. On écrit : 

GO = EPA Em EX (ja pme 

= tp" 5 (1) (A — ph 

+ 

DS RS (EL 
> ( m — 1 ) 

: (pt) 
A (po 

Comme le rayon de convergence de la série définissant la fonction 

génératrice est > 1. on en déduit que X est d'espérance finie 

et E(X) = G',(1) = me
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Exercice 15 : 

1. La variable N suit la loi géométrique de paramètre p. 

Soit (n,k) € N* x N, 

P(N =0,X =R}= P(X =E N=n)P(N=n) 

0 sik>n 

| ()rra —p} #p(l-p} lt sik<n 

0 si k>n 

_ (jeta pk gE<n 

Par suite, pour tout k € N*, 

+00 

PÉX =#}= Ÿ PIX =E6| N=4)PIN =) 
n=1l 

+ /n e 
D'après l'égalité (4.33). ; Et = ——— , d après l'égalité ( )},on a À () TELE donc 

PCX = = PT UT kI(1— »)** 
F  G-G-re 

1 — k—1 

— = pri pour tout 4 € N*, 

et 

+00 

P(X=0)=S P(X=0|[N=n)P(N =n) 
n=1l 

+00 1 _p 

= p(i-p}" = 

N
D
 

. Soient Ÿ et Z deux variables aléatoires indépendantes, telles que 

Y suit une loi de Bernouilli de paramètre q et Z suit une loi géo- 

métrique de paramètre q. On a P(YZ = 0) = P(Y = 0) = 1-3.
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1 — 1 
Si X et Y Z ont la même loi alors 1 — qg = = EL soit q — = ; 

z —P 2 —P 
1 . 

Inversement, supposons que q = T—=: Soit k € N°, alors 
4 

P(YZ=k)=P(Y =1,Z=k)=P(Y =1)P(Z =k) 

je-1 _ 1 (1 — p)*—1 

(2 — p}? (2 — p}*—1 

On voit, donc, que X et Y Z ont même loi. 

3. On écrit : E(X) = E(YZ) = E(Y)E(Z) = qe = ét à 

= E(Y?)E(Z?) — 1 

= E(Y)(V(Z) +E(2)°) —1 
l1—-q 1 

q( F F) 

L=# 
1-9 _,2-9p 

—= 2 = | q il 

2—p 

Par suite V(X) = 2(1 — p). 

Exercice 16 : 

1. Par indépendance des variables aléatoires X1, X2..., X,. la variable 

aléatoire S,, suit la loi de Poisson de paramètre (nÀ) (cf. remarque 

177). La fonction génératrice de S, est la fonction définie sur R 

par : Gas, (t) = enA(-1), 

2. Comme E(S,) = V(S,) = nÀ, T, est la variable centrée réduite de 

Sy 

T—nÀ 

VnÀ 
3. On a: T, = f(5,) avee fle) — pour tout x € R. Par le
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théorème de transfert. il vient : 

k—nA 
+00 

Efr)=% x VnA P(S, =k) 
k=0 

k 
+OO k 

_ —vrà x (MA) na 
= S.* n CH e 

k=0 

I 

= 37 VrÀ exp(nA(x VnA 1) 

Comme 

1 In(x) 

nX(x VA —1)=nA(e VRA 1) 

1 In?(x) 1 
= NÀ l — RE n(e) + SEE + 0()) 

2 

sie. © 1) + o(1) 

on obtient : 

- In?(x) 
E(x'") = exp(—-VnAln(x))exp(VnAIn(x) ) + o(1)) 

In?(x) 

On en déduit que lim E(x7*)=e 2 
n—+00 

Exercice 17 : 

1. La famille ((4,,:1 = 1),(4;211 > 1)) est un système complet d’évé- 

nements, pour tout n € Net on a, par hypothèse : 

n 
Fhhn=tlé eee Fute ee 

En appliquant la formule des probabilités totales, il vient 

n n 

Pn+1,1 — P(A;4i = 1) = PA. = L= dt. 
n +a 1e 

Comme P11 = 1. on obtient par récurrence que pour tout n € N* : 

n! 

ÎL +0) 
k=1 

mai [Es =



4,9. SOLUTION DES EXERCICES 221 

Par la formule des probabilités totales, pour tout k > 2, 

Pntik = D P(An+41 = E | An = i)P(An = i). 
i=1l 

Siié{k—1,k} alors P(A4,:1 = k |A, = i) = 0. Par suite : 

a n 
À 

no iTita 
Pn+1.k — Pn.k 

2. Pour tout n € N*. on pose X,, la variable aléatoire qui prend la 

valeur 1 si la n-ième personne choisit une nouvelle table et 0 si elle 

choisit la table occupée par la (n — 1) ième personne. Alors, X, suit 

la loi de Bernouilli de paramètre 

An = X1+X2+.+X,. 

3. Par linéarité de l'espérance, 

et on a bien 

nm n 

E(4;) = ÿ_E(Xx) = 
a 
k+a 

=
 

Les variables X1, X2,.., X}, sont indépendantes, on obtient : 

4. On écrit, pour tout k€ N, 

kH1 odt -_a k adt 

k t+a  k+a Jyit+a 

en sommant ces inégalités, pour 1 < k < n, il vient : 

n+l n ; n 

1 t+a  fk+a Jo t+a 

L
A
 

Ce qui donne 

a(In(n + a +1) -In(1+a)) < E(4,) < a(In(n + a) — In(a). 

Donc E(4,) — aln(n).
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Exercice 18 : Supposons que Z -— U({2....12}) alors, la fonction génératrice 

de Z s'écrit : 

12 1 2 #2 10 
= S'PZ=n= See Se. 2 PEN mL 2 

Soit X1 (respectivement X2) la variable aléatoire indiquant le numéro obtenu 

par le premier dé (respectivement le deuxième dé). Posons, pour tout 

1<n<6,px = P(X3 =n) et qu = P(X2 =n). Alors, 

—# D Qn+1t”. Gx, (t) -Snr = — (Drm et Gx,(t) 

Le polynôme —— est de degré 5 donc il admet au moins une racine 

admet au moins une racine réelle. Puisque l’on réelle. De même 

a: Z = X3 + X2 on obtient. par independance 

LEP 

Gxi(t)Gx(t) = > d”. 

; Catést) : 
Mais le polynôme x ( L x2 (4) n’admet pas de racine réelle, car 

11-61 
Gx (GX) _ ] — sitZl 

P = 11 1-4 
il SES | 

Contradiction. 

On peut procéder autrement. Supposons que Z — U(4{2,..,12}). Méthode 2 : 

Posons, pour tout 1 < à < 6, p; (repectivement q;) la probabilité de 

l'événement «le premier dé amène le numéro i» (respectivement «le 

second dé donne i»). On obtient, par indépendance des lancers que 

1 
P(Z = 1) = Le ( ) = pig 11 

On obtient l’absurdité. en écrivant : 

1 LG qi 2 
— = P(Z =7) > —)>—, 11 ( ) > P1Qe + Peqi = Ta * &/211 

où, on a utilisé l'inégalité arithmético-géométrique 

tout x > (0.
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Exercice 19 : 

1. Pour tout entier n > 1, on a Xn = Z»Z1X0 — 
? 

dance des variables (7, )},en-. on en déduit que : 

Z;. Par indépen- 
n 

=1 

E(X,) = [[E(Z) =E(2)" 
è—=1 

E(Z1)=(1+a)P(Z1=1+a)+(1-a)P(Z1 =1—a)=1 

Donc, E(X,) = 1. 

21 Omar 

VOX) = EX) -E(X,)° = [[E(Z2 -1=E(22)" 1 
2—=1 

D'autre part 

E(Z?) = (1+a) P(Z1 =1+a)+(1-a)P(Z1 =1-—a) 
=1+ 

Par suite V(X,) = (1 + a?) — 1. Donc, V(X,) tend vers +00, 

puisque 1 + a? > 1. 

3. Les variables Yz. k € N* sont finies donc elles admettent des mo- 

ments d'ordre 2. Pour tout k € N*, 

1 

La loi faible des grands nombres montre que pour tout € > 0, 

Sn V1-@)>e) — 0, P( 

or. 

0 <P(S, >e+InmV1-«@)<P( S, — In V1 - &] SE); 

donc la suite (P(S, > £ + In V1 — a?)),;2x+ tend vers 0. Il suffit, 

donc de choisir £ tel que In V1 — a2+£ < 0 et à = —(In V1 — a2+).
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4. On écrit : 
n—1 n—1 

n(X,)= S_ In(Z%)=S Y=ns, 
k=1 k=1 

Comme P(S, > —a) tend vers 0, 

m(X 
FA n(An) > —a) = P(X, > e"%) tend vers 0. 

n 

Soit £ > 0, il existe un rang no tel que e*® < € pour tout n > no. 

Pour n > no on a : 

0 < P(X, > €) < P(X, > e *®) tend vers 0. 

Exercice 20 : 

il 
1. (a) La série à es converge et 

+ o 1 1 = 
2 nn +1) Zn n+1 

Donc, la suite Garner définit bien une loi de probabi- 

lité. 

(b) Pour tout n € N*, 

+00 
1 1 

T'> = —— — | 
PT2n) DE D a 

Le taux de panne de la variable Test la suite (x, ),en- définie 

par : 

. _ P(X=nN(X>n)) _ PX=n) 
Fe P(X >n) | P(X >n) 
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2. Pour tout entier n € N*, 

7. — P((X =n)N(X>n) P(X =n) 

Fo P(X >n) | P(X>n) 

_ P(X>n)-P(X >n+1) 

_ P(X >n) 

ce qui donne la relation : 

P(X >n+1)=P(X >n)(1-z+,). 

On en déduit, par récurrence, que : 

n—1 n—1 

P(X >n)=P(X2>1) [[(1-2) = [[(1- 2%), (4.34) 
k=1 k=1 

car P(X > 1) = 1. On obtient enfin : 

P(X=n)=P(X>n)-P(X>n+1) (4.35) 

n—1 n n—1 

= [[(G - 2) - [IG -2) = 2n [[(1- zx) sin >2. 

k=1 k=1 k=1 

(4.36) 

3. On a +, € [0.1] pour tout n € N*. S'il existe un entier n tel que 

Tn = 1 alors on obtient, d’après l'égalité (4.34), P(X > n +1) =0 

qui contredit l'hypothèse de l'exercice. Montrons la divergence de 

la série ÿ_ x4. On suppose que lim 2, = 0, sinon le résultat est 
n—00 

evident. Comme 

In(P(X > n +1)) = s In(1 — x), 

et lim In(P(X > n+1)) = —-c, car P(X > n+1) tend vers 0, on 
n—+00 

en déduit que la série ÿ_In(1 — x;) diverge. Or, In(1 — x) — —xy, 

donc la série ÿ_ xx diverge. 

4. Soit X la variable aléatoire discrète à valeurs dans N* définie par : 

P(X = 1) = x1 et pour tout n > 2, 

P(X=n)=2 [[(1-24) = [[(1-2x)- [[(1-2). (437
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Montrons que la relation (4.37) définit bien la loi de la variable 

aléatoire. Il suffit de montrer que ÿ P(X = n) converge et que 
+00 

S P(X = n) = 1. La série > P(X = n) est télescopique, donc il 
n=1l 

n 

suffit de montrer la convergence de la suite a, — [[(1— xx). Or. 
k=1 

In(a» ) =: In(1 — xx) tend vers — co, 

k=1 

car, si la suite (2: ),£<w+ ne tend pas vers 0, alors la suite de terme 

général In(1—x,) ne tend pas vers 0 et la série diverge grossièrement 

et si la suite (2, ),en-+ tend vers 0 la série ÿ_In(1 — xx) a la même 

nature que celle de ÿ_ xx, donc diverge. Par suite lim a, = 0, la 
n—+00 

série > P(X =n) converge. D'autre part : 

+00 +00 

T1 + P(X =#}= #1 + Ÿ (a1 — An) 
n=2 n=2 

= Lt +a = +(1—-2) = 1. 

Donc, la relation (4.37) définit bien la loi de la variable aléatoire 

X. Reste à montrer que P(X > n) £ 0 pour tout n € N*. on a : 

P(X > 1) =DPx 

et pour tout entier n > 2, on a : 

n—1 OO 

P(X>n)=1-S P(X=k)>1-S P(X=k)=0 
k=1 k=1 

Enfin. on a : 

n—1l 

n l — Px=n)_ "0 T%) PIX =m8| Æ =nj= 

n—1l 

k=1 — 

n—1 as: 

[I (1 -— xx) 
k=1 

Par suite (x, }\}en+ est le taux de panne de la variable X.
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5. Si X suit une loi géométrique de paramètre p € ]0,1[ alors, pour 

P{X =#} 
tout n EN*, P(X >n)=(1-p}" l£0et x, = ———— (X2n)=(-p}" À "= P(X>n) 
Inversement, supposons que le taux de panne (x, ),<n-+ de la variable 

X est constant et égale à p € [0,1[. D’après la formule (4.35) on a : 

ES 

n—1 

P(X=n)=2 [[(-2%)=p(-p} 
k=1 

+oo 
Comme, de plus, 5 P(X =n) = 1 alors p € ]0,1[, donc X suit la 

n=1 

loi géométrique de paramètre p. 

Exercice 21 : 

1. Le résultat est déjà démontré (voir la remarque 140). On donne ici 

une autre preuve. Pour tout entier n € N*, 

SAP(T = k) = SC APT >k—-1)-P(T>k)) 

k=1 k=1 

(R+LP(T>k)-SCKkP(T > k) 
k=—0 

è
 | +
 

Il 
>
 
à
 

Il 
&
H
 
©
 

Il P(T>k)-nP(T>n). 

3
"
 

Il a
 

— Si T est d'espérance finie. Comme 

O0 OO 

O<nP(T>n)= Ÿ nP(T=k)< Ÿ kP(T=k), 
k=n—+1 k=n—+1 

ee) 

et lim ÿ kP(T = k) = 0 puisque la série D kP(T = k) 
n— +00 k=n+1 

converge, on en déduit que la série D P(T > k) converge. On 

obtient, par passage à la limite : 

+00 +00 

E(rh= ÿ ET == } PE SE) 
k=1 k=—0 

— Si T n’admet pas une espérance finie. Comme pour tout n € N*, 
n—1 n 

SD P(T>Rk)> S kKP(T = k)et la série S kP(T = k), on en 
k=0 k=1 

déduit la divergence de la série 5° P(T > k).
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(a) On a Y (A) = N*. Soit 1 < k < n, la loi de Y sachant (X — k) 

est le temps d'attente du premier succès où la probabilité de 
—k+1 

succès est ——. Donc la loi de Ÿ sachant (X = k) est la 

. . n—k+1 
loi géométrique de paramètre p = ————, 

n 
(b) Par la formule des probabilités totales, on a : Or, 

: —k+1,, k—1,. PY>ilX=k= (1 p} = (1 SE 2 (È— ; 
n n 

- 12%, k—1,  . 
On trouve : P(Y > à) = — S'({ ). On en déduit, d’après 

N p—1 n 

la première question, que : 

TN — r EN — è EY)=>PG>ÿ=r > O0) 
i=0 i=0 k=1 

_l Se : 1 
on 6 n on k—1 

k=1 i= 11 — 

7 

(c) Le jeu est favorable pour le joueur A si E(Y) > 3 c’est-à-dire 

5 1 > 3, on trouve que n > 11. 
ÿ=t 3 

Exercice 22 : Soit X une variable aléatoire. Les variables aléatoires cos(tX) 

et sin(tX) sont bornées pour tout t € R, donc elles admettent une espé- 

rance finie. Par la formule de transfert, on a : 

+00 +00 

Éx(t) = Ÿ_(cos{in) +isin(tn))P(X =n) = SE P(X =n). 
n—=0 —0 

1. - Si X = B(n.p). 
+00 n 

bx(t) = SEE P(X = k) = JS ét* (jeta —p} + 
k=—0 k=—0
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- EX PU 

it = in x À" 2m ? == ox(t =; éPLX =fl= > e I 
n=0 n=0 

O0 | ity\\n eit\ : —. 
. e À ( ) — e * exp(eft)) _ e *\e* cost À siné 

! 7! 
n=0 

= eûA-1) cos toiÀ siné 

2. La fonction t + ef P(X = n) est continue sur R. L'égalité 

Le P(X = n)| = P(X =n) pour toutneN, 

montre la convergence normale par conséquent uniforme de la série 

des fonctions De” P(X = n). D'après le théorème de continuité 

des fonctions définies par des séries, la fonction 6x est continue sur 

R. Il est simple de voir que 6x(t +27) = ox(t) pour toutte R. 

3. Soit k € N. On écrit : 

mr +00 
1 7 —ikt itn —ikt Ie = J. ox(tle Ftdt = |. De P(X =nj)e #tdt 

x + 
=> 2 PX =n) ie k)tqt. 

La série 3 P(X = n)eil*-k)f converge uniformément sur [—T.,7|. 

par permutation des deux signes somme et intégrale on obtient : 

Le — D P(X n)S= = | tek) ge 

Or , 

— TE = 0 = | 
2n À : lsin=k#k 

ainsi 

Par suite, 6x = 0y entraîne 

I, = P(X =k) = P(Y = k) pour tout ke N, 

ce qui montre que X et Ÿ suivent la même loi.
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. Pour tout entier n, posons g, la fonction : g,(t) = e#* P(X = n) 

pour tout t € R. La fonction g, est de classe C! sur R et 

g,(t) = ine* P(X =n). 

Pour toutneNettEeR, on a: 

Id (#)| =nP(X =n) 
et la série Sn P(X = n) converge, puisque X admet une espérance 

finie. Par suite la série des fonctions 5 g, converge normalement 

donc uniformément sur R. Par le théorème de dérivation sous le 

signe somme, la fonction 6x est de classe C! et 

+00 

dx(t) = Jin? P(X =} 

—=0 

+00 

On a bien #'x(0) =i 5 nP(X =n) = iE(X). 
n=0 

On écrit : 

+00 | +00 | 

pz(t)= D ÉPP(Z=n)=S ÉP(Y =n-1) 
n=2 n=2 

_ D» et p(1 . F1 ils _ pe?it S_(e#(1 . p))" 

n=2 —=0 

pe?it 

1—eit(1 —p) 

puisque left (1 _ p)| =1-pe)]0.1l. 

Comme 1 + p > leép|, A est bien définie et dérivable sur R, par 

suite E(A) = —i6/,(0) = p. D'autre part on a: 

ba(t) = I __ I 
D A Ul+p-pet  1+p, peït 

1+p 

1 + p 
— nent 

1+p2-(T+p) 

Soit X la variable aléatoire à valeurs dans N dont la loi est donnée 

par : 

_,_\_ 1 P jn 
ele Dal er Em
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Exercice 

2! 

La loi de X est bien définie car : 

Dir 1 
ot tP l+p 

Donc h 
O0 

ox(t) = ÿ 1 (_P nent — A(t) 
sa LS 1+p 1+p re 

n=0 

Par suite À suit la même loi que X, c’est-à-dire, 

1, p 1 1 
A = = —(—"——}t — À — Le 

Pa=n)er GE) 50 5) 

Il est simple de voir que la variable À + 1 suit la loi G( rs 
P 

23 : 

On fixe n € N*. Les variables X;,1 < à < n sont indépendantes 

donc $,, suit la loi de Poisson P(n) (cf. remarque 177). Il s'ensuit 
| —n . 

que E(S,) = V(S,) = n, par suite S* = — est la variable 
V 

centrée réduite de $,. Donc 

n nm k 

PIS <O = A6, <= 5 F8 = 
k=0 k=0 

D'autre part, posons pour tout x > 0, Z,(x) = [7 

intégration par parties donne : 

se” 
D (@) = 5 + (2). (4.38) 

n ke? 

Par récurrence, on montre que 1,(x) = ÿ Gi 
k=—0 : 

. Ce qui donne : 

+00 tre t 

dt. P(S <0) = (n)= | " n! 

On pourra aussi démontrer cette identité en utilisant la formule de 

Taylor avec reste intégral appliquée à la fonction exp. En effet, on 

écrit : : 
k n 

n n L n ,—t e ZT LE dt. 
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puis en utilisant l'égalité classique 

1 fre T(n +1 
— tre dt — SC | = nl, 

on obtient : 

n k n 
n 1 
Pr = t'e ‘dt 

k=0 ° se: 0 

1 +00 n 

= | | te dt — | te” ‘tdt) 
* JO 0 

1 +00 

= — Per ‘dt. 
ml À. 

2. Nous conservons les notations de la première question on écrit : 

P(Sà < 0) — P(Sk4 < 0) = En) — Ixi(n +1). 
tTle- 

Or Jnyi(n +1) = — f | MEL) PTE y. En utilisant l'égalité 

(4.38), il vient : 

n+1 let 

P(S, < 0) - PS 5 < D = 2 — 1, —— dt (A < 0) PS4 < 0 = L(n)— Batn)+ [7 se 
L: n7+1 _ [” tr+le-t æ 

RD TO G@+ni 

let 

3. La fonction t + m+D! est croissante sur [0,n + 1
], par suite pour 

tout t € [n,n +1], on a: 

tmrle-t n?+1 

> e 
(n +1)! — (n+1)! 

ie 

en intégrant les deux membres de l'inégalité entre n et n + 1, on 

obtient : 
n+1 let n?Ti 

[l dé +, 
» (n +1)! (n +1)! 

Donc P(SF < 0) — P(S.,, < 0) > 0, pour tout n € N, par consé- 

quent la suite (P(SF < 0)),en- est décroissante, Par suite conver- 

gente, puisqu'elle est minorée. 
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4. Soit t € R. On a: 

LS = ER (EVE or. 

La variable S,, suit la loi de Poisson P(n), donc sa série génératrice 

est définie sur R et on a. pour tout x > 0: 

Gs,(æ) = E(x”) = exp(n(t — 1)). 
e 4 LA e #  ] # jo 4 

On en déduit, par linéarité de l'espérance, que t°* admet une espé- 

rance finie. 

5. Pour tout réel { > 0 on a : 

fa(e) = E(%) = E(EA )5) = LG, (E77) __ RS ar Er 
exp(n(tv% — 1) _ mn | 

Lorsque n tend vers +0, on écrit : 

L In(t) In(t) In?(#) 1 
LA —1l—ex =1— 2 ep(T Te tm +45) 

par suite 

1 In?(t exp{n(tŸ — 1)) = exp( 0) exp(o(1) 
2 

À, t 
17 exp ), 

In?(t) 
2 

Donc fat) — exp( ). Ce qui montre que la suite (f, }henN 

In°(t) 
converge simplement sur R£ vers la fonction t + exp( 

Exercice 24 : 

1. On a: 

his =. 4) 

= (Xi=1,Xo= 1 Xn = 1)U(X1 = 0, X2 = 0, Xy = 0), 

dus, 

FO ==. = 3) — 
Pi=1Xe=1,.,Xn=1)+P(X =0,X2=0,..,Xn = 0)
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car les deux événements sont incompatibles. Par indépendance des 

variables X;,1 < i < n, on obtient : 

P(X1= Xo= = Xn)=0" +(1-—p}". 4 

. La variable aléatoire X3 + X2 + .. + X3 suit la loi binomiale de 

paramètre (n.,p) (voir remarque 179 ou exemple 136). 

. Soient t,7 € {1,2,...n}. 

— Si4= 7j, alors À: — X? = X,; suit la loi de Bernoulli de para- 

mètre p. 

- Siij.la variable X;; = X;X; est à valeurs dans {0,1} et 

P(X;5 =1)=P(X; =1,X;=1) = P(X; = 1)P(X; = 1) =» 

FLAEE — 0) = ] — p?. 

Ainsi, X;,; suit la loi de Bernoulli de paramètre p? 

(a) Si on note M{w) = (mi;(w))1<i,;<n alors 

Mij(w) = Xi(w)X;(w) € {0,1} 

(E Onérs 

tr(M(w)) = S rresto) e {01,2%}, 
k=1 

puisque, mx € {0,1} pour tout 1 < k < n. La matrice M(w) 

est symétrique réelle donc diagonalisable. 

Les vecteurs colonnes de la matrice M/{(w) sont proportionnelles 

au vecteur U(w), donc rg(M{(w)) < 1. 

Remarque : On a : 

Deux cas se présentent : 

— Si tr(M(w)) £ 0 alors le polynôme X? — tr(M(w))X est 

scindé à racines simples qui annule M{w), donc M{(w)) est 

diagonalisable et rg(M{(w)) = 1. 

— Sitr(M{(w)) = 0, alors {U(w)U(w) = 0 par suite U(w) = 0 et 
M{(w) est la matrice nulle donc diagonalisable.
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(c) On a : 

tr(M(w)) = X1(w)° +. + X,(w)? 

= X1(w) + Xo(w) +. + Xh(w) = S(w). 

— Si S(w) = 0 alors M(w) = 0, par suite M(w) représente la 

projection orthogonale sur le sous-espace nul {0}. 

— Si S(w) = 1 alors d’après (4.39), M(w) est la matrice d’un 

projecteur si et seulement si, S(w) = 1 et dans ce cas, comme 

de plus M(w) est symétrique alors M{(w) représente la pro- 

jection orthogonale sur Im M{w) = RU(w). 

Inversement, si M/{(w) est la matrice d’une projection, alors 

tr(M{(w) = rg(M(w)) < 1. Comme tr(WM{(w)) est un entier, 

donc tr(M{(w)) € {0,1}. 

5. OnatrM = X?+X2+.+X?—S. Donc tr M suit la loi binomiale 

B{n,p). 

E(tr(M)) = np , V(tr(M)) = np(1 — p). 

On a : rgM est à valeurs dans {0,1}. Comme on a 

(rg(M) = 0) = (trM = 0), donc 

Donc, rg(M) suit la loi de Bernoulli de paramètre g = 1—(1—p)". 

6. Si S(w) = 0 donc trM{(w) = 0 alors M(w) = 0. Sinon, comme 

M(w)? = tr(M(w))M(w) = S(w)M(w), 

on en déduit par récurrence que : 

M(w)* = tr(M(w))M(w) = S(w)*-1M(w) pour tout k € N*. 

Conclusion : Pour tout 4 € R*, ME = Sk-1. 

Soit À l'événement «la suite (M) converge». On a w € À si, et 

seulement si, M(w) = 0 où —1 < S(w) < 1. Ainsi, w € À si, et 

seulement si, tr(M{(w)) = 0 ou S(w) = 0 ou S(w) = 1. C'est-à-dire, 

A=(S=0)U(S = 1). Par suite 

P(A) = P(S =0)+ P(S = 1) = (1—p}" +np(1 — p}"—! 

= (1—-p} (1+(n —1)p).



236 

: 

Exercice 

LD 

2 

CHAPITRE 4 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES 

Si S(w) = 0 alors lim MF(w) = 0. Si S(w) = 1 alors 

lim M(w) = M(w). 
k—+00 

Dans les deux cas la limite est une matrice de projection orthogo- 

nale. 

Comme rg(M{(w)) < 1, 0 est une valeur propre de M{w). 

Si M(w) admet deux valeurs propres distinctes alors M{(w) À 0 donc 

tr(M{(w)) £ 0. Inversement si tr(M{(w)) À 0 alors D’après (4.39) le 

spectre de M{(w) est inclus dans {0,tr(M{w))}. Si sp(M{(w)) = {0} 

alors M{(w) = 0 puisque elle est diagonalisable, contradiction. Donc, 

M{(w) admet 0 et tr(M{(w)) comme valeurs propres distinctes. Par 

suite M(w) admet deux valeurs propres distincts si, et seulement 

si, tr(M{(w)) = S(w) £ 0. La probabilité pour que M possède deux 

valeurs propres distinctes est donc : 

P(S#0)=1-— P(S=0)=1-(1-p)". 

25 : 

Sin = 1, d’après l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a : 

P(IX1l > to1) = P(|X1 — E(X1)| > to1) 
V(X 1 P(Xi — E(X)] < to) > 1 — VE) toi 

l 

. Les ensembles B;, j € {1.2,...n}, sont disjoints deux à deux et 
nm 

A = |] B+. En effet : il est clair que B; € À pour tout j € {1,2,.n}. 
i=1 

D'autre part, si w € A alors il existe À tel que [Sz(w)| > to,. donc 

w € By, avec 

ko = min {k : |[Sx(w)| > to, }. 

Par suite. 

IA Ü 2. Ÿ I, M+Y+.+)} 

i=1 i=1
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3. On écrit : : 

D MS? = la.s? < Sè, 
k=1 

par linéarité et postivité de l’espérance, on obtient : 

n 

Ÿ_E(Y:5?) < E(S?) = E(5?) — E(Sa) = V(S1) = 02. (4.41) 
k=1 

4. La variable aléatoire U, dépend uniquement des variables aléatoires 

Xy11. Xp10...X, et les variables Y4 et Sy ne dépendent que des va- 

riables aléatoires X1, X2...X%. donc Uz et Y,Sz sont indépendantes. 

Par conséquent, 

E(Y5?) Il E(Yz (Ur + Sx)?) 

E(YRUË) + E(YkS?) + 2E(YUxSx) 
E(Y,U?) + E(Y45S?), 

Il 
Il 

car, par indépendance de variables aléatoires, on a : 

E(Y,UzSr) = E(Y,S%)E(Uz), 

et E(Uz) = ÿ. E(X;) = 0. Comme E(Y;U?) > 0 car GUÉ > Oon 
i=k+1 

obtient : 

E(Y%5?) > E(Y:5%) (4.42) 
5. Si Yz(w) = 1 alors Sx(w) > to, et donc 

Ye(w) SE (w) > Po2Yz(w) 

Si Yx(w) = 0 l'inégalité Yx(w)S?(w) > t?02Yx(w) est trivialement 
vérifiée. En utilisant cette inégalité et les inégalités (4.42) et (4.41), 

on obtient : 

n nm nm 

P(4)=E(l,) =E(3 Y) =) EM) < 55 > E(MiS) 
i=1 i=1 ® g—1 

l eo U ÿ& 1! 

Par suite. 

P(ISk| < ton. Vk € {1,2,n}) = P(A) > 1- +
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Exercice 26 : 

1. On calcule le polynôme caractéristique de J en remplaçant la co- 

lonne C1 par C1+ XC2+..+X7-1C,_: et en développant selon la 

première colonne on obtient : 

XJ(X) = det(X17, — J) = X7 — 1. 

Les valeurs propres complexes de J sont les racines n-ièmes de 
4 , sn E . . 2 — \ 

l’unité, par suite le spectre de J est l’ensemble AR w,W*,.…, u7 “+ où 
ir 

w = exp(—). La matrice J € M,(R) et admet n valeurs propres 

distincts, donc J est diagonalisable. 

T1 

T2 

2. Soit k € {0,1,..,n — 1} et Xy = . € C7? un vecteur propre 

Th 

associé à la valeur propre w*. L'équation JXx = w*X}z est équi- 

valent à 

zo = Fr 

T3 — WE ro 

Tn — OK tn 1 

ti = ut, 

ainsi 

+ 1 
w W 

.32k , ,32k 
WW W 

=; ‘ € vect(ez — | ) 

gtr—1)k gtr—1)k 

[l [l 

Par suite (e9.€1....€_1) est une base de vecteurs propres de J. 

[l 

0 

3. Soit Up — . |. SotmeNet j € {0,1,...n—1}. D'après la
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formule des probabilités totales, on a : 

n—1 

P(Xm41 = 5) = D P(Xnat = 3 | Xm =) P(Xm = à). 
i=0 

_ Si1<j<n—2, 

P(Xm41 = 3) = 

P(Xm41 = 3 | Xm = 5-1) P(Xm = j — 1) 

Puf] = +080 =i+ D 

1 l 
= 5 P(Xm = 51) + SP(Xm = j +1) 

_ &i j=0. 

PlX nya =0) = 

P(Xm41 = 0 | Xm =n —-1)P(Xn =n-1) 

EP 0) XX = 1PX, = D) 

1 1 
= 5 P(X» =n—1)+5P(Xr = 1} 

— Si] =n— 1, 

PR =%— 1)= 

P(Xm=n—1| Xm = 0)P(Xm = 0) 
l l 

= 5 P(Xn = 1-2) + SP(Xm = 0). 

. 1 
Par suite U,,11 = AUm. avec À — 5(J + J). 

Comme la matrice J est orthogonale (les vecteurs colonnes forment 
Il 

une base orthonormée de R”), J = J1, par suite À = 5+7). 

4. La matrice J s'écrit J = PDP! avec P € GL,(C) et 

D = diag(1,w,w?, uw") 

I 
alors À — P;(D + D1)P-, Par suite les valeurs propres de À 

sont 

SF uk) = Re(ut) = cos(T):0 <k<n—1 
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1 

1 

La plus grande valeur propre est 1. Le vecteur : est un vecteur 

1 

1 

1 1 

propre associé à la valeur propre 1. Le vecteur v1 = Æ : est 
n 

1 

un vecteur propre unitaire associé à 1. 

La matrice À est une matrice symétrique réelle, il existe une matrice 

P orthogonale, dont la première colonne est le vecteur v1, telle que 
2kT 

A = Pdiag(1. 1.2... Ân-1).{P, avec Àg = cos(——) < 1 pour 

tout k € {1, 2,.,n — 1}. Pour tout entier M on a : 

A = Pdias(l, 4, NS OP »n—1l 

re 
/ [l 

avec Ày = cos( ) < 1. Par suite : 

Un = A"Uo = Pdiag(1, 7. 7 1). PUo, 

et 

EM. diag(1, 7... A7 1) = diag(1.0,0) 

Ainsi, lim Um = P.diag(1,0,..,0).{P.Uo. Or, 
mMm—+ 

1 

1 () 

liag(1,0, 0) PUo = —= diag )'PUo Æ 

0 

Il vient, 

1 1 

0 1 
1  ] 1 

Pdiag(1,0,..,0) PUo = —P| . | = —v; = -
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Exercice 27 : 

L 

D
 

Soit (a,b) € R°. Par concavité de la fonction In, on a : 

nb ar + ht) > In(a) + In(b). 
P 

On applique la fonction exp qui est croissante, obtenant l'inégalité : 

I I ; 
ab < a — d pour tout (ab) € R?. (4.43) 

L'inégalité (4.43) peut être aussi obtenue en éudiant, pour b > 0 

fixé, la fonction x + xb — —x? + —-b1. 
P q 

Pour montrer l'inégalité de Holder, on distingue deux cas. 

Si E(|X[P) = 0 ou E(|[Y[?) = 0, alors |X| = 0 ou |[Y| = 0 presque 
sûrement et de même |XY| donc E(|XY |) = 0 et l'inégalité est 

vérifiée. Sinon, notons Z et W les variables aléatoires 

[1 

EXP): E(Y1#)< 
D'après l'inégalité (4.43), on écrit : ZW < -ZP + -W/4, Par crois- 

p q 
sance et linéarité de l'espérance, on obtient : 

1 l 
E(ZW) < =E(7?) + E(W) 

Comme E(7?P) = E(W4) — 1, on obtient : 

EXT _pezm<liles 
E(|X/P)>E(|Y|®)< P 9 

par suite E(|XY|) < E(|X/P)*E( Y19). 

(a) L’inégalité de Jensen se démontre facilement si la variable X 

est finie. En effet, si X(Q) = {x1,%2,..,2,} et p(X = x) = p; 

pour tout 1 < ? < n alors, par convexité de & et le fait que 
nm 

S[ pi = 1, on obtient : 
è=1
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Dans le cas général, Notons m = E(X). La convexité de 4 

entraîne l'existence d’une fonction affine g(x) = ax + 5 telle 

que g(m) = g(m) et y(x) > g(x) pour tout x € R (on prend 

par exemple g(x) = g',(m)(x — m) + y(m)). En appliquant 

l'espérance à l'inégalité G(X) > g(X). on obtient : 

E(p(X)) > E(g(X)) = aE(X) + 8 = g(E(X)) = p(E(X)). 
(b) Il suffit d'appliquer l'inégalité de Jensen. en vérifiant la convexité 

de la fonction f : x max(x, a). 

(c) Considérons la variable aléatoire X à valeurs dans l’ensemble 

{ 1 1 [l | 
— ,—,.., — ? telle que 

1 
P(X = —) = x; pour tout 1<i<n, 

è 

et la fonction convexe & — — In. Par la formule de transfert, on 

CE 

E(ç(X)) = —-E(In(X > æ M(— => a: i(r:). 

En appliquant l'inégalité de Jensen, il vient : 

EL mm) = E(p(X)) > p(E(X)) = — In(n). 

Exercice 28 : 

L. 

D
 

Par définition de l'espérance conditionnelle, on écrit : 

E(I4 | B) =0 x P(I4 =0|B)+1x P(I4 =1|B)=P(A]|B), 

puisque l'événement (14 = 1) = À. 

Soient B l'événement «le premier dé donne 1» et X la variable 

aléatoire indiquant la somme obtenue. On a 

0 si 8 < i < 12 

P(X =i|5)= { 116 si2<i<7 

car, si B est réalisé, (X — à) est réalisé si, et seulement si, le 

deuxième dé donne ? — 1. Par suite, 

E(X | B) = Dé- h
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3. On écrit : 

P{X =k|{(X pair) = P((X =k)Nn
(X pair)) 

P(X pair) 

QE, 

CO 1)# 

P(X pair) = SP D = ch()e À. 
i=0 

Il vient : 

P(X = 9k | (X pair)) = LA = À) _ CYREN 
_- PEU P(X par) — (2k)Ich(\) 

P(X =2k+1]|(X pair)) = 0. 

Donc 

+ oi À 

E(X | (X pair) DE an 

4. On a : 

E(X|B)= ÿ zP(X=x|B) 
xEX(Q) 

1 
— FE À, zP((X =x)NB). 

Pour tout x € X(Q), (X = x)NB = (IgX = x), puisque on a : 

w € = +) si et sp si, Ig(w) = 1 et X(w) = x. Comme 

IBX(Q) = {0} U X(Q), on en déduit par la formule de transfert 

que : 

1 E(IgX) 
E(X |B) = —— ) P(IgX = x) — 

2€1 X(Q)
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(a) Soit n € N, on écrit : 

E(Y |X=n) D =k|X=n) 

1 n Mn 
Se g— D 6) DARES = . 
Gars 2 M Fe 

où on a utilisé les faits que X + P(ÀA + u) et la formule 

È a, Je knk = nx(x +y)""}. On en déduit que : 

XX 
E(Y | X)= (Y | X) CE 

(b) On écrit : 

E(E( = Ÿÿ FX (Œ(Y | X =x)) 
xeX(Q) 

Ÿ_ P(X=2) Ÿ  yP(Y =y/X=2) 
æeX(Q) yeY(Q) 

= D yP(X=x)P(Y =y/X =x) (@) 

Sy D P(X=:x)P(Y =y/X =) 
yEY(Q) zeX(Q) 

ŸS_ yP(Y =y)=E(Y) 
yeY(Q) 

Pour justifier l'égalité (@), il suffit de montrer la sommabilité 

de la famille 

(YP(X = 2)P(Y = y/X = t))pyex(n)xY(Q: 

Pour tout y fixé la famille (yP(X = x)P(Y = y/X = x));ex(o) 

est sommable puisque 

I P(X = 2)P(Y =y/X = x) < jy] P(X = x),
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) 

Ne
 

ot
 

et 

Sy = D WIP(X=x)P(Y =y/X =) =|y|P(Y =y) 
æeX(Q) 

donc la famille (S,),ey (a) est sommable. Ce qui montre le ré- 

sultat. 

Exercice 29 : 

Xe) à , j 
1. Ona: P(X = k)e* = _ e* qui est le terme général d’une série 

| mike j s 
convergente et pour tout s € R, 6(s) = 2 e À = eX(e—1), 

k=0 ° 
Par la formule de transfert 

+00 

E(e°*) = S e*P(X = k) = @(s). 
k=0 

2. Par indépendance des variables aléatoires X1. X2..., X,. la variable 

aléatoire S, suit la loi de Poisson de paramètre nÀ (cf. remarque 

177). Comme les variables aléatoires e%1,e5%*2,..,e5Ÿ»* sont indé- 

pendantes et suivent toutes la même loi de e°*, on en déduit que 

E(e°r) = E(e*1eX2 ,e°Xn) 

E(e*) = E(e*}" = p(s)". Il 

? 

(a) La fonction f est croissante, donc la suite (f(n)):eN garde un 

signe constant à partir d’un certain rang, par suite, la conver- 

gence de la série S_f(n)P(X = n) entraîne celle de la série 

S_|f(n)| P(X = n). Par le théorème de transfert, on en déduit 

que la variable aléatoire f(X) admet une espérance finie. 

(b) Comme f(k) > f(M) pour tout k > M et f(k) > O0 pour tout 

k € N, on obtient : 

f(M)P(X > M)= ED P(X=k)f(M < D P(X =k)f(k) 
kEN kEN 
k>M k>M 

< PR = k)f(k) = E(S(X))
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(c) Soit s > 0. La fonction f : t+-— e% est croissante, positive et 

la série S_f(k)P(S, = k) converge. Le résultat de la question 

précédente, où M = na, entraîne 

E(e**) > P(S, > na)f(na), 

ce qui donne 

d(s)" > P(S, > na)je”* 

D'où 

P(S, > na) <e"*“@(s)" 

(d) Pour tout s>0ona 

P(S, > na) < e-nsaen\(e—1) _ L,—n(as—-A(e—1) (4.44) 

La fonction t + at — A(ef — 1) admet un maximum AH(a) au 

point t — In(©) > 0 car a > À. Donc l'inégalité (4.44) s'écrit 

pour $ — In() : P(S, > na) < e"A(), 

. On suppose que f est décroissante et positive. Soit M > 0, donc 

E(M) 
f(M)P(X <M)= À f(M)P(X =k) 

k 

L
u
:
 

Il o
 

où E(M) désigne la partie entière de M. La décroissance et la po- 

sitivité de f montrent que : 

E(M) +00 

k= k=0 

= E(f(X)). 

Læ
s,
 

. Soit s < 0. La fonction f : x + e** est décroissante, positive et 

la série S_f(k)P(S, = k) converge. D'après la question précédente, 

où M = na, on obtient : 

E(e*°") > P(S, < na)f(na) 

ce qui implique que 6(s)" > P(S, < na)e”**. D'où 

P(S, < na) <e "(5)" = e-"(as—A(e 1) (4.45)
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Pour 0 < a < À. La fonction s + as —A(e$ —1) admet un maximum 

au point $s — In(S) < 0. Donc pour s = In(S) l'inégalité (4.45) 

s'écrit : 

P(S, < na) < e"A(e) 

Soit £ > 0. On a : 

Ral>e < PR -A>e)+ PE <<) P(|? 

< P(Sy > n(A+e)) + P(S, < n(À—-Ee)) 
e. e-"H(X+e) + e "HA -<) 

. Une étude de fonction montre que 

H(a) = am(S) _ \(S _ 1) > 0, pour tout 0 < a £ À. 

S 
Par suite P( _ à > €) tend vers 0 pour tout € > 0. 

Exercice 30 : 

k, Si X suit une loi de Poisson de paramètre À alors : 

nm 

4 

! 
ne mp me = À, 
Pn—1 À e— 

(n —1)! 

donc la suite (n le }nen+ est constante. Inversement, supposons 
Pn—1 

que la suite (n—"—),en+ est constante égale à À. Donc pour tout 
n—1 

n E N*, Pr = A Pn-1. Par récurrence on obtient 

Pn = (II T)Po = jo: pour tout n € N. 
k=1 | 

OO 

En utilisant l'égalité Sp, — 1, on en déduit que : 
n=0 

n O0 

Do ÿ, Pr] = 1,donc ?9 — eÀ. Par suite. 
=0 7: 

m=PX-=0)— À ge 
n!
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Remarquons que l'hypothèse implique que, P(Z = n) £ 0, 

pour tout entier n et que Z = X + Ÿ. Par indépendance de X 

et Ÿ. on écrit : 

P{X =K)P(TY =) = PÂX =R,Y =m) 

= P(X =k,Z=k+m) 

= P(X=k|Z=k+m)P(Z =k+m). 

Donc, 

PIX =Rk)P(TY = 5m) 
— X =#k — 

P(Z=k+m) de 14 Fi 

k+m . ( à ja _p}. 
P{X = 

Il suffit de montrer que Que _ Done est une suite 

constante. De la question 2.a. on en déduit que, pour tout entier 

n EN, P(X =n) > 0. Fixons n € N*. En divisant les deux 

égalités suivantes : 

P(X=n-1)P(Y =2) fn+1\ 

P(Z=n+1) _ (Er Arf et 

P(X =n)P(Y =1) _fn+1\, 

P(Z=n+1 = ( n } Gp) 
P(X=n)P(Y =1) _  p nm ét 

on obtient PX=n-DPO=2) nA-p) C'est-à-dire 

P(X =n)  pP(Y =) 

"P(X=n-1) (1-p)PO =1) 
Ce qui montre le résultat. 

Exercice 31 : 

k. L'inégalité de Markov ne donne pas l’estimation voulue, puisque, 

E(X) À 1 
P(X > 2À) < = — = —. 

(4 ZA) < 42 A2 4) 

On utilise l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Comme on a 

E(X) = V(X) = À, on en déduit que 

PX > 21) = P(X À > À) € P(IX A > 1) < D => 
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(a) Soit x € R*. Comme a + x > O0, alors. on écrit 

(U — E(U) >a)=(U-E(U)+x>a+x) 

(U —-E(U) + x)? > (a+x)?) I
N
 
I
 

Ce qui donne l'inégalité recherchée, en appliquant l’appli- 

cation P. 

(b) Pour tout réel positif x, la variable aléatoire positive 

(U — E(U) + x)? admet une espérance finie, l'inégalité de 

Markov donc s'applique et on obtient : 

P(U —E(U) > a) < P((U -E(U)+x)° > (a+x)°) 
- E(UW-E(U)+x)) _ V(U)+:° 
— (a + x)? (a+x)? 

Cette inégalité est vraie pour tout æ € R*. Il suffit, main- 
V(U) + x° __ V(U) 

(a+zx)}?  a?2+V(U)' 
tenant, de choisir æ > 0 vérifiant 

comme solution positive. cette équation admet 

3. On applique l'inégalité de Cantelli à la variable X, il vient : 

: V(U) _ 1 
PAZ) = PAZ EE = x T 

(a) Remarquons, d’abord, que Gx(t) = E(t*) pour tout t € R. 

D'autre part, pour toutt >1l,ona 

(X 2 a) C (In(t)X 2 In(t)a) 
= (exp(In(t)X) > exp(In(t)a) = (t* > #°). 

Par l'inégalité de Markov, il vient : 

E(t*) _ Gx(t) 
RE ES P(X > a) < P(* > #) < 

(b) Comme Gx(t) = e(t-1), donc Gx(2) = e. En appliquant 

l'inégalité précédente avec t — 2, on obtient : 

Gx(2) e 
P(XZM) ES = = (5) 

N
D
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Exercice 32 : 

1. Supposons que la suite (X,) converge en moyenne vers X. 

Fixons £ > 0. La variable aléatoire |X, — X| est à valeurs 

positives et possède une espérance. L'inégalité de Markov s’ap- 

plique : 

E(Xn = X1) 

€ 

Comme lim E(|X, — X|) = 0, on en déduit que, 
n— +00 

lim P(IX, -X|>Ee) =0. 
n—+00 

Ce qui montre la convergence en probabilité de la suite (X,) 

vers X. 

(a) Soit n € N*. On a Y,(w) = 0 si, et seulement si, il existe 

k€ {1,2,..,n} tel que Zz(w) = 0. Alors 

nm nm 

(a = 0) = (J(Z%x = 0) et (2 # 0) = (\(Z%x # 0), 
k=1 k=1 

donc 

P(Ya #0) = P((\(Z%x # 0)) 
k= EE

 

Par indépendance il vient : 

P(Y, #0) = [[ P(Z #0) = [[(1- P(Z% =0)) 
k=1 k=1 

=fl 16 "4%, 

(b) Soit £ > 0. Il faut montrer que lim P{IY,l > €) = 0. La 
n— +00 

variable Y, est positive car les variables 

Z1. Z2..…, Zn prennent des valeurs positives ou nulles, donc 

P(Ml>e) = PM >Ee) < PM É#0)=(1-e 7) 
Comme 0 <1—e* < 1alors lim (1—e-*}" = 0, ainsi 

n—+00 

lim P(|Yal > €) = 0. La suite (Y,) converge en probabi- 
n— +00 

lité vers la variable certaine 0.



4.9. SOLUTION DES EXERCICES 251 

(a) Si Y} converge en moyenne vers Y’, alors elle converge vers 

Y en probabilité, d’après la première question. Par unicité 

de la limite presque sûrement, Y = 0 presque sûrement. 

(b) Par indépendance des variables aléatoires Z1, Z2..…, Zn, 

E(Y:) = [ [ E(Zx) = x" 
k=1 

Par croissance de l'espérance, il vient : 

E(Yal) 2 E(Ya) = x", 

Comme À > 1, 

lim E(|Y,-Y|)= lim E(|Y.|) = +00. 
n—+00 

Ce qui est absurde car, par hypothèse, la suite (Y,)\eN 

converge en moyenne vers Ÿ. 

4. La suite (ŸY,)heN converge en probabilité sans converger en 

moyenne. 

Exercice 33 : 

1. On a Sx(Q) C Net pour tout k € N, on a : 

+00 
(Sx =k)= [J(N=n)N(X1+X2+Xu =). 

n=0 

Donc, l’ensemble (Sy — k) est un événement puisqu'il est 

réunion dénombrable d'événements. Ainsi Sx est une variable 

aléatoire. 

[R
e]
 

Pour tout entier n > 1, on pose $, = X3 + Xo +... + X,. la 

somme des n variables aléatoires indépendantes (avec So = 0). 

Alors, Gs,.(t) = II Gx,(t) = (Gx,(t)}* pour tout t e [1,1]. 
è=1 

+00 
Soit t € [-1,1]. On a Gs,(t) = D t* P(Sx = k). Par indépen- 

k=0
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dance de variables aléatoires. on écrit : 

P(Sx = k) — Dpt NA(X1+X2+.+X, =k)) 

D P(X1+X2+.+X, = KE) 

On trouve : 

P(S\ = k) -È P(A = k). (4.46) 

Par suite. 

Gsx(t = SSP Sy = k) 

= ŸS P(N=n)(Gx,(t)) = Gx(Gx(é)). 
n=0 

Pour justifier (&), on montre que la série double 

(PIN = né P(Sr = K))(n,k)eN? 

est sommable. Pour n fixé, la série de terme général 

(PIN = n) [é* P(Sa = k))ren 

est convergente et
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Comme la série ÿ° P(N = n) est convergente alors la série 
n2>0 

ST P(N = n)ltlf P(S, = k)) converge, ce qui montre la 
n>0 k=0 

sommabilité de la famille (P(N =n)t*P(S, = k))(n,k)eN?- 

3. Le fait que N et X3 ont une espérance finie implique que les 

fonctions Gx, et Gn sont dérivables sur [0,1] (voir proposition 

173). Comme Gx,(t) € [0.1] pour tout t € [0,1], on en déduit 

que GN est dérivable en 1, donc Gx admet une espérance finie. 

On écrit : 

E(Sw) = Gi, (1) = Gx,(t)Gr(Gx (1) 
= E(X)E(N u 

car, Gx OL) = TL: 

4. D'après la formule de Wald, 

E(Sx) = E(X1)E(N) = pA 

Soit À € N, en utilisant l'égalité (4.46), on obtient : 

P(Sn = k) = DPI = Pl = k) 

avec S, = X3 + Xo +. + X,. Or. pour tout n € N, S, est 

la somme de n variables indépendantes qui suivent la loi de 

Bernoulli de paramètre p, donc $, suit la loi binomiale de pa- 

ramètre (n,p) (cf. remarque 179). Par suite 

+00 x k 

P(Sx = k) = ÿ[ de ( ja Ye ! ur” n! n 

… e*P (1p}F 

_ k! 

On retrouve ainsi E(Sx) = Àp, puisque Sx suit la loi de Poisson 

de paramètre Àp 

Exercice 34 : 

1. Comme 0 < X2 4 X# + 1 et la variable x + 1 admet une 

espérance finie, on en déduit que X; admet un moment d'ordre 
9
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2. En développant S4 et en utilisant de la linéarité de l'espérance, 

il vient : 

E(S$)= D, EX Xi Xis Xiu). 
21.29.2324 —=1 

Par indépendance, pour tous entiers distincts 2, 7, k,l € N*, 

E(X;XŸ) = E(X;)E(XŸ) = 0 et E(X;X;X4Xy) = 0. 

Par suite 

nm 

E(s)=S E(X#)+  Y  E(x?x?) 
i=1 (,5)€{1,2,.n}° 

iÉ 

JE? =na+n(n — 1lj)v. = nE(X$) + 2 ( 

3. En appliquant l'inégalité de Markov, on obtient : 

Su , 
PI] 2Ze) = P(IS| Zne) = P(S3 2 n°e°) 

E(Si) na+n(n—l)}v 1 
< 
— n4 n+ 

. S 
Ce qui montre que la série ÿ° A > €) converge. 

4 On a :w € B si et seulement, si pour tout k € N* il existe un 
S. I . ; 

rang n tel que [2] < mA pour tout p > n. ce qui est équivaut à 

S. À 
dire que w € |J M(|-2| < —) pour tout & € N*. Doncw € B 

nEN p>n k 

si, et seulement si. pour tout k € N*, w € By. 

S, 1 
5. Pour tout k € N*, la série ZX P(I > 7) converge, par le 

lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que : 

Sp 1 — 
P([) Ü(UAI2 5) = PB) = 0. p k 

neNp>n 

D'où P(Bz) = 1 pour tout k € N*. La suite d'événements 

(Bx)xen- est décroissante, par suite 

P(B) = P(() B)= dim P(B;) = 1. 
00 

kREN*
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Ce qui montre la convergence presque partout de la suite C7) 

vers (0. 

Remarques : Le résultat est vrai si on ne suppose pas que X4 est inté- P j! 1 

Exercice 35 : 

1. (a) 

grable, mais sa preuve sous l'hypothèse X3 intégrable nécessite des 

résultats de la théorie de l'intégration. 

Par hypothèse, la série de terme général (P(U, > o))hen- di- 

verge, en on déduit par application du lemme de Borel-Cantelli 
O0 

(cf. exercice 18 du chapitre 3) que P((N [J((U; > o)) = 1. 
n=li>n 

Soit w € À, alors il existe une sous suite (U,,(w)) tel que 

U,,(w) > o. Par suite la série SU, (w) diverge grossièrement. 

On en déduit que la série SU, diverge sur Q\A, c'est-à-dire 

la série diverge presque sûrement. 

On démontre, d’abord, que |I4 — Ig| <1,,5 +158. En effet, 

clairement on a l'inégalité I4 < Ig +138 donc l4 —-I8 < 2 

de même on montre Ig —I4 < 1,5 ce qui donne l'inégalité re- 

cherchée. En appliquant la fonction espérance à cette inégalité, 

on obtient : 

[P(A) — P(B)| = IE — I8)| < E(|L4 — I) 
< Elios + np) = PANB)+P(ANB). 

On pourra aussi montrer directement l'inégalité, on démontrant 

les inégalités : 

P(A) - P(B) < P(ANB) et P(B) — P(A) < P(ANB). 

En appliquant l'inégalité précédente, on obtient pour tout en- 

tier n : 

[P(X =n) -P(Y =n)] 
<P(X=n,Y £n)+P(X Zn. Y=n). 

Comme on a l'égalité : 

mr 2v)= LI =n,7 nl (x Zn, 20), 
neN nEN
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on en déduit par o-additivité de l’application probabilité que les 

séries > P(X =n,Y £n)et D P(X Æ£n.Y =n) convergent 

et on à : 

+00 

P(X £Y) = 5x =5,Y nl Tan ren. 
n=0 

Compte tenu de l'inégalité précédente, on en déduit que la série 

SCIP(X =n)-— P(Y =n)| est convergente et que 

+00 

ŸS_IP(X=n)-P(Y =n)| <2P(X £Ÿ). 
n=0 

Pour tout réel t € [—1,1], on écrit 

Gx(t) — Gr (| < Sir PY =n)lléf” 

< IP 2n)- PE 2 n) <2P(X AY) 
n=0 

+00 

On écrit, pour tout n € N, Z, = [J(U; Æ 0), ce qui montre 
i=n 

que Z, est un événement pour tout n € N. La suite (Z, Len 

est clairement décroissante. D'autre part comme 

2) < Ÿ_P(U: #0) 

et la série $° P(U; 0) converge, on obtient : 

lim P(Z,)= 0 
ni +00 

D'après la question précédente, on a : 

P((NZx)= lim P(Z:)=0, 
nt +00 

nEeN 

par le théorème de continuité décroissante. Soit À l'événement 
+00 

\N U(T; Æ 0) = MN ZA: qui décrit la propriété «une infinité 
nEN in nEeN
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des événements (U; 0) sont réalisés». On a, donc, P(A) — 1, 

c'est-à-dire que l'événement «un nombre fini des événements 

(U; £ 0) sont réalisés» est presque certain. 

Si w € À alors l’ensemble {i € N: U;(w) # 0} est fini, donc 
la série S_-U;(w) converge. Par suite la série SU; converge 

simplement sur Q\A avec P(A) = 0. D'après la question La, 

on à : 

|Gs,(t) — Gs(t)| < 2P(S, À S) pour tout t € [—-1,1]. 

Il suffit, pour montrer la convergence uniforme, de montrer que 

lim P(S, £ S) = 0. Remarquons que si w € À alors il existe 
nt +O00 

un entier n € N, telle que U;(w) = 0 pour tout n > à et donc 

Sn(w) = S(w). C'est-à-dire À € |J (Sx = S). La suite d’évé- 
nEeN 

nements ((S, = S)),en est croissante, puisque S, < S,11 < S, 

en appliquant le théorème de continuité croissante que : 

PAj=1e PA Je =S= re P6,= 8) 
n+O00 

neN 

Donc 

im PIS, ZS=1- lim P(S,-=$S)=0. 
n+00 nr +00 

Comme 

DS AE =1-rAZE —=Q)=1-e * < À 

et la série Ÿ_ À; converge, on en déduit la convergence de la 

série >, P(X; £ 0). 

D'après la question 2.C, la série ÿ_ X; converge presque sûre- 
+00 n 

ment vers X — ÿ_ X;. Notons, X, — ÿ_ X; pour tout n € N. 
i=1 i=1 

Par indépendances, on écrit, pour tout t € [—1, 1] : 

Gx, (0 = [[Ex@ = [LÉ = exp((t 1) D À)
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On sait que la suite G x, converge vers Gx uniformément, donc 

simplement, sur [—1,1], par suite : 

(D = E —_. À = ett-1 Gx(t) = lim exp((é D 22) e 

On en déduit que X suit la loi de Poisson de paramètre À. 

Exercice 36 : 

1. One: 

(a + S,)(A) = {a+ LL: en} 

Par la formule de transfert. 

+00 | 

E(f(a+S,)) = f(a+2)P(a+ Sn = a+) 
k=0 

+00 : : 

= D r(a+)P(S, = ©) 
k=0 s 

Or 

k (nh)}* 
P(Sn ==) = PM + ot + An =) se 

car, X1 + Xo +. + X, suit la loi de Poisson de paramètre nh 

(cf. remarque 177). Donc 

(nh)° 
FR! 

+00 

E(f(a + Sn)) = e "LIe+) (4.47) 

2. Les variables X, sont indépendantes et de même loi, possédant 

une espérance } et une variance. D'après la loi faible des grands 

nombres, on a : 

lim P(|S, —h| > u) =0 
n— 00 

3. Par continuité de la fonction y — f(a+y) au point h, il existe 

p > 0 tel que si [y — h| <p on a |f(a+y) — f(a+h)| <E. Par 

suite, pour tout y > 0, on a : 

[f(a+y) — f(a+h)| > € implique [y —-h| > y
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Donc, 

\f(a+ Sx) — f(a+h)| >< implique |S, — A] > y 
Ainsi on a l'inclusion : 

(If(a+ Sn) — f(a+h)] Ze) C(ISn —AÎZw), 

ce qui montre que 

O<P(If(a+Sr)—f(a+h)|Ze) <P(ISr —-h|Zu). 

Par passage à la limite, on obtient 

Jim P(If(a+5,)- f(a+h)|> €) =0 
4. Pour tout n € N*, on a : 

IE(f(a + Sr . — f(a+h))| 

An k 
= Zu f(a+h))P(Sn = =) 

+00 . . 

<> |f(a+—)-—f(a+h)| P(S, = —) 
k=0 

Posons 

s,= D |f(a+=)-f(a+h)|P(S, = ©) et 
k ÿ £ nm 

—€A} 
nm 

k k 
T= D, |f(a+=)-f(a+h)| P(S ==). 

k 
—EBr 
n 

On a, donc : [E(f(a + S,) — f(a+h))| < S, +T,. Comme, on 

à : 

k 
Sn £2|fle D P(S = +) = 21fllue P(Sn € An) et 

k 
—€An 
n 

T,<e Ÿ P(S =” 

—€B» 
n
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on obtient : 

IE(f(a+ Sa) f(a+h))| <21flé P(Sr € An) + e. 

. Comme P(S, € À,) = P((|f(a+S,) — f(a+h)| > €)) tend 

vers 0 à l’infinie, on en déduit qu'il existe un rang no tel que 

pourn >npgona:2{|fl, P(Sn € An) < €. Donc, pour n > no, 

JE(f(a+ Sn) — f(a+h))| < 2e. 

Le réel £ est choisi arbitraire, on en déduit que 

lim E(f(a+S)) = f(a+h). 
n—+00 

En utilisant l'égalité (4.47), on obtient : 

f(a+h)= lim E(f(a+s,) 
n— +00 

D (nh)}F 

) k! 2
1
7
 +00 

= j Es ; 
Lim, € 2 f{a +



Chapitre 5 

Sujets de révisions 

Sujet 1 : loi hypergéométrique 

Dans un jeu, il y a n numéros (de 1 à n) dont p numéros gagnants choisis à 

l’avance et connus du seul meneur de jeu. On suppose n € N*, p < - Dans la 

première phase du jeu, le joueur tire au hasard, successivement et sans remise, 

p numéros différents. Le meneur dévoile alors p numéros perdants parmi les 

n — p numéros qui n'ont pas été tirés. Dans la deuxième phase du jeu, le joueur 

a le choix entre deux stratégies. 

— Stratégie À : il garde les p numéros qu'il a tirés. 

— Stratégie B : il échange les p numéros qu'il a tirés contre p nouveaux 

numéros tirés au hasard, successivement et sans remise, parmi les n — 2p 

numéros qui n’ont été ni tirés, ni dévoilés durant la première phase. 

Le but de ce problème est de déterminer laquelle des deux stratégies permet 

d'espérer obtenir le plus de numéros gagnants. 

A Etude de la stratégie A : 

On note X la variable aléatoire égale au nombre de numéros gagnants parmi 

les p numéros tirés dans la première phase. 

1. Quelle est la loi de X. 

En déduire la formule de Van der Monde : S° P\[RTP\ fr 
k=0 \Æ/ \p—k p 

N
D
 

3. Montrer que X est la somme de p variables aléatoires suivent tous 

une même loi de Bernoulli.
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4. Calculer l'espérance de X est déduire la formule : 

OI REED] k=—0 

B Étude de la stratégie B : 

Pour 1 < à < p, on note Z; la variable aléatoire égale à 1 si le -ème numéro 

tiré dans la deuxième phase est gagnant, 0 sinon. On note Z la variable 

aléatoire égale au nombre de numéros gagnants parmi les p numéros tirés 

dans la deuxième phase. 

1. Soient 0 < k£ < pet 1 < à < p, calculer la probabilité conditionnelle : 

PA =1|X-6), 

2. Pour 1 < à < p démontrer que : 

P 

3. Montrer que Z = Ÿ_ Z;, puis calculer E(7). 
è=1 

4. Des stratégies À et B, laquelle est préférable ? On pourra comparer 

E(X) et E(Z), qui correspondent au nombre moyen de numéros 

gagnants dans chaque stratégie. 

Sujet 2 : convergence presque sûre. 

L'objectif de ce problème est d'étudier la convergence presque sûre de va- 

riables aléatoires. 

Partie A. Distance entre lois de variables aléatoires 

L'objet de cette partie est d'étudier l’approximation de la loi binomiale 

par la loi de Poisson. Toutes les variables aléatoires considérées sont définies 

sur le même espace probabilisé (Q, B, P) et sont à valeurs dans N. 

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Pour tout k € N, on pose 

Pr = P(X = k) et gx = P(Y = k). On définit la distance entre X et Y par : 

— 

WX,Y)= 3 2 px — dl. 

8 

D
r
 

[l 

C
l
 

Il o
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. Montrer que d(X,Y) est bien définie. Que dire des variables aléatoires 

X et Y quand d(X,Y) = 0? 

. Soit À une partie de N. Montrer que 

P(xe A)-P(Y e A)| < d(X,Y). 

On pourra remarquer que 

P(x € A) — P(Y € A)| = [P(x € À) — P(Y € 2)|. 

. Exemple : Soit p €]0,1[. On suppose que X est une variable suivant la loi 

de Bernoulli de paramètre p et Ÿ une variable suivant la loi de Poisson 

de paramètre p. Calculer d(X,Y) et montrer que d(X,Y) < p2. (On 

pourra démontrer d’abord que e* > 1 + x pour tout x € R). 

4. Démontrer la formule : d(X,Y) = 1— 377% 9 min(px. qu). 

5. En déduire que : d(X,Y) <P(X ZY). 

6. Vérifier que pour tout x € [0,1], le réel f(x) = 1—(1—zx)e* € [0.1]. 

Soit Ui...Un. Y1...Y, des variables aléatoires mutuellement indépen- 

dantes. On suppose que. pour 1 < 4 < n, U; suit la loi de Bernoulli 
À 

de paramètre f(—) et Y; suit la loi de Poisson de paramètre —( avec 
n n 

n 

0O<À<n). On pose, Y = >». 

. Montrer que Ÿ suit une loi de Poisson. 

Enfin, pour 0 < à < n, on considère la variable de Bernoulli X; telle que 

X; =0 si U = Y —=0et X; = 1 sinon. 

nm 

(a) Déterminer pour tout i, la loi de X;. En déduire la loi de X = ÿ° X;. 
i=1l 

À 
% ne 

(b) Montrer que P(X; £ Y:) — AU —e n)et déduire que 

12 

PGA E)S 

n 

(c) Montrer l'inclusion : (X £ Y) CU (KE LE} 

2 

(d) En déduire l'inégalité de Le Cam : d(X,Y) < =.
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Partie B. Convergence presque sûrement 

Soit (X,)\A<N une suite de variables aléatoires réelles et X une variable 

aléatoire réelle définies sur (Q,B, P). On pose : 

B={weQ: lim X;(w) = X(w)}. 
n—+00 

On dit que la suite (X, ),};eN converge presque sûrement vers X si P(B) = 1. 
I 

Soit pour tout & E N°, Cx = UÙ (IX, — XI] < =). 
neN p>n k 

1. Montrer que w € B si, et seulement si, w € Cy pour tout k € N. 

En déduire que P(B) = lim P(C:). 
k—+00 

[D
e]
 

3. On suppose que pour tout £ > 0, P(() U (IX, -X] > «)) = 0. Montrer 
neN p>n 

que la suite (X,),eN converge presque sûrement vers X. 

4. Montrer que si la série de terme général P(|X,, — X| > £) converge alors 

la suite (X, },eN converge presque sûrement vers X. 

Partie C. Transformée de Laplace 

Soit X une variable aléatoire discrète définie sur (Q,B. P). On suppose 

qu'il existe un intervalle |a, 5[ contenant 0 tel que la variable aléatoire et* 

admet une espérance finie, pour tout t €]a, 5[. La transformée de Laplace de 

X est la fonction Lx définie par Lyx(t) = E(et*) pour tout t €ja. 8[. 

1. Soient & € N*, [ab] CJa, 5[ et à > 0 tels que Ja — d,b + d[ CJa. 5. 

(a) Montrer qu'il existe un réel C1 > 0 tel que pour tous réels u > 0 et 

t € [ab], on a : uFett < Cieb+êle, 

(b) Montrer qu'il existe un réel C' > 0 tel que pour tous réels u et 

t € [a,b], on a : [uket” < C(eb+Ëe + ela—ô)u), 

2. En déduire que X*et* admet une espérance finie pour tout t €Ja, 8]. 

3. On pose X(Q) = {x, :n € N}. Montrer que Lx est de classe C® sur 

Ja. 5[ et que 

LE (+) = E(XFet*) pour tout t eJa, 6. 

4. En déduire que pour tout k € N, X possède un moment d'ordre k. 

On note m l'espérance de X. 

5. On pose, pour tout t €la. 5[, Y(t) = In(Lx(t)). 

Calculer Y(t) et montrer que W/(t) est croissante sur Ja, 8[. On note /; 

et {2 la limite de Ÿ (finie ou infinie) en a et 5 respectivement.



N
D
 

[e
n 

©
t
 

6. Soit c €]l1.l2[. On pose fe(t) = ct — Y(t) pour tout t €la, 5[. Etudier les 

variations de f, sur Ja, 5[. On note g(c) le maximum de f.. 

7. Justifier que m €]l.{2[. Montrer que : 

g(c) = max(ct—-VW(t)) sc<m 
t€]a.0! 

g(c) = max(ct—Y(t)) sc>m 
+e]0.81 

8. On considère une suite (X,),<N- de variables aléatoires indépendantes 
nm 

suivant la même loi que X. On pose, pour tout n € N*, S, = 5° X4. 
k=1 

(a) Soit c €l1,m{ et t €la.0[. Montrer que 

(+ < c) = (eff > ere), 
n 

et déduire que P(—T < c) < e-"(cé-v(é)), 

Sn 
(b) Montrer que P(— < c) < e-"a(c), 

n 

(c) Si c em, bol. Montrer de même que PT ET: D eng(e), 

(d) En déduire que pour £ > 0 assez petit, on a : 

S 
P(I— -m|>e) <2e"*, 

n 

avec À = min(g(m +£),g(m —€)). 

9. En utilisant le résultat de la partie B. montrer que la suite (—"),cx- 
n 

converge presque sûrement vers M. 

Sujet 3 : extrait du sujet centrale 2016 MP 

Le problème étudie quelques propriétés des variables aléatoires réelles finies 
n 

de la forme Ÿ a; Xy, où les ax sont des réels et les Xy} sont de variables 
Ki 

aléatoires mutuellement indépendantes à valeurs dans {1,—1}. La première 

partie établit des résultats sur des intégrales, utilisés dans les parties suivantes. 

À partir de la deuxième partie, on suppose donnée une suite (Xn)nen- de 

variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un espace proba- 

bilisé (Q, B, P), à valeurs dans {1,—1}et vérifiant, pour tout k € N*, 

P(X4 = 1) = P(Xy = 1) = -
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I. Suites et intégrales 

I.A — Étude d’une intégrale à paramètre : 

Pour x € R:, on pose f(x) = [7 1— cos(t) —xt 0 F2 er FE. 

I.A.1) Montrer que f est définie et continue sur [0,+cæ{et de classe C? 

sur 0, +ool. 

I.A.2) Déterminer les limites de f et f” en +oo. 

I.A.3) Exprimer f” sur ]0, +! à l’aide de fonctions usuelles et en dé- 

duire que pour tout x > 0, f’(x) = In(x) — Ina + 1). 

I.A.4) Montrer que 
[4 

1 , 
f(x) = zin(x) — 5tn(x° + 1) — arctan(x) + + six > 0 

| f(0)= 

N
I
 

W
I
 
A
 

2 Ds 1 — cos(st) 
L.A.5) Montrer pour tout s € R, |s| = — J, D 

T Fe 
dt . 

I.B — Étude d’une suite d’intégrales : 

Dans cette section, on étudie la suite (u, )\}=N+ définie par : 

+® 1 — (cost)" 
Un — | ET à pour tout n € N*. 

0 

L.B.1) Justifier l'existence de la suite (u)AenN- et préciser la monotonie 

de la sous-suite (U2n heN-. 

I.B.2) Montrer que u1 = u2 = 

W
A
 

I.C — Calcul d’un équivalent de «,, : 

I.C.1) Montrer que pour tout n € N*, 

2u = +oo 1 — cos"(,/<#) 
in, — va Un AVEC Un —= | qu. 

0 

I.C.2) Montrer que pour tout (n,.u) € N* x 10,1], 

[2 
1 — cos”( —) ss u 
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I.C.3) Montrer que la suite (v,),en- admet une limite finie / vérifiant : 

sos LE" 
= Ê . du 

s uV/u 

I.C.4) On admet la relation KE 

\nT 
5 A 

IT Autour du pile ou face 

Ce 

——du = \/r. Conclure que Va 

Un 

Dans cette partie, comme il est indiqué dans le préambule, on considère 

une suite (X, },<ewy-de variables aléatoires mutuellement indépendantes, 

à valeurs dans {1,—1} et telles que, pour tout k € N*, 

P(X = 1) = P(Xy = -1) = 

D
I
R
 

Pour tout n € N*, on pose $, = X3 + X2 +. + X,. 

L'espérance d’une variable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa 

variance V(Z). 

II.A — Étude de E(|S, |) 

ITI.A.1) Déterminer l'espérance et la variance de S,.. 

II.A.2) Soient S et T deux variables aléatoires réelles finies indé- 

pendantes définies sur (Q,B,P). On suppose que T et —T ont 

même loi. 

Montrer que E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T')). 

II.A.3) On considère la fonction w, de R dans R telle que pour 

tout réel t, w,(t) = E(cos(S,t)). Montrer que 

Pn(t) = (cost)® pour tout n E N*ettEeR. 

2 
IT.A.4) Montrer que, pour tout n € N*, E(|S,|) = —ux. On uti- 

: [l 
lisera l'expression intégrale de la valeur absolue obtenue à la 

question [.A.5. 

II.A.5) Déduire de la question précédente que, pour tout n € N, 

U9n+1 — U2n+2.. 

II.B-Étude de . 

[On 
On se propose de démontrer que la suite (—),<wy+ converge presque 

n 
sûrement vers 0, c'est-à-dire qu'il existe un événement négligeable
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Sn (w 
Z € B tel que n(w) — 0 quand n + + pour tout w € Q\Z. 

n 
: 5, 

Pour tout n € N*, on pose U, = (—")* et 
n 

Zn = {ua € Q : il existe k > n tel que Uz(w 27) 
II.B.1) Montrer que E(S4) — 3n? — 2n pour tout n € N*. 

1 3 
II.B.2) Montrer que pour tout n € N*, P(U, > 7) < ne 

IL.B.3) Montrer que Z, € B pour tout n € N* et que 

lim PIZ.)}=0. 
nt +OO 

S 
II.B.4) En considérant Z — ff Z;. montrer que (—=) converge 

presque sûrement vers (0. 

III D’autres sommes aléatoires 

On conserve la suite (u,),<n+ de la partie précédente et on considère de plus 

une suite (a, }en+ de réels positifs ou nuls. Pour tout n € N*, on pose 
nm 

É — >. ap Xp. 

k=1 

III.A — Étude de E(IT, |) 

III.A.1) Montrer que la suite (E(|7,|).en- est croissante. 

III.A.2) Montrer que si la série 5 a? est convergente, alors la suite 

(E(|Tl)heN+ est convergente. 

III.A.3) On suppose que @ay > @2 + ag +. + a,. Montrer que 

E(IT;|) = E(T1|) = ax. 

III.B — Application à une suite d’intégrales 

t v 
1 — cos(t) cos(—).. cos(s 1) 

Pour tout n € N°, on pose J} — . 2 4. 

III.B.1) Montrer que (J,),en- est une suite bien définie et qu'elle 

est croissante et convergente. On posera ay = et on 
2k—1 

exprimera l'espérance de |7;| avec la méthode de la question 

IL.A 4.
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p. 
III.B.2) Montrer que J, = — pour tout 1 <n <7et que (J,)h>7 = > 

est strictement croissante. 

Sujet 4 : extrait du sujet Mines-Ponts 2015 
Soit n un entier strictement positif. On identifie R’ à l’espace M, 1(R) des ! P 

vecteurs colonnes à n coordonnées réelles. Pour tout x = (71...) dans R?, 

on note : 

— 2 Il = | D. +2. 
1<i<n 

La sphère unité de R? est notée S$7—1 = {x € R'; ||x|| = 1}. On identifie 

une matrice M € M, (R) à l’endomorphisme de R? canoniquement associé et 

on note ü(M) l’ensemble de ses valeurs propres réelles. 

A. Norme d’opérateur d’une matrice 

Soit M € M, (R). 

1. Montrer que S-1 est un compact de R” et en déduire l'existence de q P 

ML) = max{|Mzl ;x € S1}. 

D
 

Montrer que l'application qui à M € M,(R) associe |M{|\,, est une 

norme sur M, (R). Montrer que pour tous x et y dans R?, on a l’inégalité 

IMe — Myl < IIMI,, lle —v. 

3. Si M est symétrique, établir l'égalité |IM||,, — max{|A| ; À € o(M)}. On 

pourra commencer par le cas où M est diagonale. 
On note J, la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux à 

1 

4. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de J, en précisant 

la dimension des sous espaces propres. En déduire la valeur de ||, (op . 

Soit M = (ME j ic je - MAR). 

5. Démontrer l'inégalité | M|,,, > max{|M;|:1<i,j <n}. 

nm nm 

6. Etablir que : |M|,, < 5,3, M5. Donner une condition nécessaire et 
i=1j=1 

suffisante sur le rang de M pour que cette inégalité soit une égalité. 

On note Y,, l’ensemble des matrices M = (M; j)1<ijén € MR) telles 

que [M ;| < 1 pour tous i,j € [[1,n]|.
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*. 

10. 

11. 

13. 

CHAPITRE 5. SUJETS DE RÉVISIONS 

Montrer que pour tout Me E,, |M\|,, <n. Caractériser et dénombrer 

les matrices M de Y,, pour lesquelles | M|\,, —n. 

B. Variables aléatoires sous-gaussiennes 

Dans toute la suite du problème, toutes les variables aléatoires considé- 

rées sont réelles et discrètes, définies sur un espace probabilisé (Q, B, P). 

Soit à > 0, on dit qu'une variable aléatoire X est a-sous gaussienne si : 

o?t? 
VtER, E(exp(tX)) < exp): 

. exp (t)+exp(—t 
On rappelle la notation ch(t) — p() a P( ) 

+2 

Montrer que pour tout t € R, on a ch(t) < exp(=). On pourra au 

préalable établir le développement de la fonction ch en série entière sur 

R. 

Soit t € R. Démontrer que si æ € [-1,1], on a l'inégalité de convexité : 

“ 1 — 
Ma exp(t) + 5 L 

I 
exp(tx) < exp(—t). 

Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée. Montrer que 

X est 1-sous gaussienne. En déduire que si X est bornée par a > 0 et 

centrée, alors elle est a-sous gaussienne. 

Soient X1. X2..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes 

et a-sous gaussiennes, et U1./12....,l1 des nombres réels tels que 

ÿ u? — 1. Montrer que les variable aléatoire S Li X; est aussi a-sous 

emsie nne. — 

. Soit X une variable aléatoire a-sous Ee- et À > 0. Montrer que 

pour tout & > 0: P(X > À) < exp( — t\). En déduire que : 

x | 
P(IXTZ à) £'exp(— 5). 
Dans la suite du problème, on admet qu'une variable aléatoire X à va- 

leurs dans N est d'espérance finie si et seulement si, la série 3° P(X > k) 
00 

converge et que dans ce cas : E(X) — $> P(X > k) (cf remarque 140). 
k=1 

Si X est une variable aléatoire à valeurs dans R°, montrer que X est 

d'espérance finie si, et seulement si, la série de terme génèral P(X > k)



14. 

15. 

16. 

converge et que dans ce cas : 

S_P(X > k) <E(X) <1+ S°P(X > k) 
k=1 k=—1 

On pourra pour cela considérer la partie entière [X]. 
ee) 

Pour tout s €]1, +, on note C(s) = S[kTS. 
k=1 

Soit X une variable aléatoire a-sous gaussienne et 5 > 0. Montrer que 
e2 y 2 

) > k) < 2k71, où l’on a posé 

32xX 2 

——) 

pour tout entier k > 0 : P(exp{ 

n = a 2672, En déduire que si a8 < 1, la variable aléatoire exp( 

est d'espérance finie majorée par 1 + 2C((n). En particulier, en prenant 

ab = 7 et en utilisant l'inégalité 1 + 2C(2) < 5 (que l’on ne demande 

pas de justifier), on obtient immédiatement, et on l’admet, que si X 

est une variable aléatoire a-sous gaussienne, on a l'inégalité d'Orlicz : 
x 2 

E(exp(—)) < 5. (xp) < 
D. Norme d’une matrice aléatoire 

On fixe un nombre réel a > 0 et on pose 7 = Fe Soit n un entier 
4a 

strictement positif. On définit une famille de variables aléatoires réelles 

M indexées par ?,j € {1,2,...,n}, mutuellement indépendantes et a- 

sous gaussiennes. On note A/(*) la matrice aléatoire (M ici jen. Si 

x € S-1, on note y = MÜ)x qui est ainsi un vecteur aléatoire dont les 

composantes Y1.....Y sont des variables aléatoires réelles. 

Montrer que pour tout à € {1,2,..,n}, la variable aléatoire y; est a-sous 

gaussienne. 

En déduire que E(exp(- ||Iy||?)) < 5° et que pour tout réel r > 0: 

P(lyl 2 rvn) < (5e) 
On admet l'existence d’une partie finie À, de $*-1, de cardinal majoré 

par 5" et telle que : 
1 

S"TC | J B(a, =). c Ur& D) 
acA» 

Soit À, une telle partie de S7-1, Pour tout réel r > 0, montrer que 

| MP], > 2r /n implique l'existence d’un a € À, tel que : 

| Ma] > rV".
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En déduire que P(||1 ae), > %V/n
) < (25e-?)". 

(Correction du sujet 1 | 

A. 1. Ona: X(Q) = {0,1,..,p}. Soit 0 < k < p. l'événement (X = k) 

[e
s]
 

« Fi 

est réalisé si, et seulement si, on obtient £Æ numéros parmi les p 

numéros gagnants et p — k numéros parmi les n — p numéros non 

gagnants. On a L réalisations possibles, chacune est réaliser avec 

k Ap—k AA. 

4% _ 
qui est le nombre d’arrangements de m objets parmi n objets. Soit 

une probabilité égale à , avec A7 = n.(n — 1)..(n —-m +1) 

après simplifications des arrangements en combinaisons : 

(DC 
1 

Remarque : On dit que la variable X suit la loi hypergéométrique 

de paramètres n,p et k, 
n 

P 
. Il suffit d'utiliser la relation 5° P(X = k) = 1. 

k=0 

Pour tout 1 < ? < p, on pose X; la variable aléatoire que vaut 1 si 

la boule numéro À est gagnant et 0 sinon. Chaque X; suit la loi de 

Bernoulli 38) et À = X1 + Xo +. + À. 

Par linéarité de l’espérance, on obtient 

P P p p°? 

E(X) = ÿ_E(X;) = ÿ_ = 
a —1 è—1 

p p° 

En écrivant la relation E(X) = S° kP(X = k) = —, on obtient la 
k=0 Le 

formule recherchée. 

l'événement (X — k) est réalisé alors l'événement (Z; = 1) est 

réalisé si, et seulement si, la boule à est tirée parmi les p — k. Par 

suite 
p—k 

CRC RESRE ES
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2. En utilisant les résultats obtenues dans la question A.2, il vient : 

n 

"
 

N
 Il Il Lg
 

ae
 
N
 Il 4
 Il E
 

a
 

=
 Il E
 

| 

à
 

| &
 
| 

=
 

V
e
 

a
 

(=
) 

*
S
 | Li
n 

P
T
S
 

7
 
S
 

R
S
 

P
U
N
X
 

S
 
3
 

l 
| 

F
F
 
S
 

S
e
 
7
 

P 

= 2 (7) — (D 
L us n\n 7 nin—2p) m-2»() ? m=2p)(?) p) nn) 

P p 

Clairement, Z = Zi + Z2 +. + 
Z,. D'autre part 

E(Z) = P(Z = 1) = 2U D) 

Ce qui donne 7,2?) 

| nn —2p) 
3. On a : 

Fo nn-2% _nn—-2p 

Par suite la stratégie B est la meilleure. 

Correction du sujet 2 | 

Partie A : 

1. La série de terme général (px + q.) converge. Comme de plus on a 

\px — qx| < Dr + gx. on en déduit que la série S |py — qk| converge, 

par suite d(X, Y ) est bien définie. On a d(X,Y ) = 0 si, et seulement 

si, P(X = k) = P(Y = k) pour tout k € N, donc si, et seulement 

si, X et Ÿ suivent la même loi.
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2. Soit À C N. On écrit : 

IP(XEA)-P(Y EeA)|=[1-P(XEÀ)-1+P(YEÀ))| 

=|P(XEA)-P(YEAÀ)|,. 

par suite 

2|P(XE A)-P(YEAÀ)| 

=|P(X € A)-P(Y Ee A)|+|P(X € À) - P(Y e À)| 

= VS [px -qu +10 px qx 
kEA keA 

< V_ Ipe— qul + D pe — quel = D |Px — gel = 24(X,Y). 
kEA REA kREN 

. Comme X — S(p) et Y — P(p). on obtient : 

2.d(X,Y) = |P(X = 0) — P(Y =0)| +|P(X = 1) — P(Y =1)] 

=ll-p-e?|+|p-pe?l 
=eP+p-1+p—-pe ? —=(1—-pje ?. 

4. Pour tout entier Æ. on écrit : 

Pr + Ge + [Pr el 
min(Pr, gx) — 9 

Par suite : 

+00 

Ÿ_ min(p#. gx) =; Dr; on DE. 
k=0 

= 1+ de ). 

. On a: 

+00 

P(X=Y)=S P(X=k)N(Y =Kk)) 
k=0 

+00 +00 

= inf PIX =£). PF = x) = ÿ min(Px.qk). 

k=0 k=0 

Donc 

+00 

P(X £ZY)=1-P(X=Y)>1- 3% min(pr.q) = d(X,Y). 
k=0
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6. Pour tout réel x € [0,1], 1—x <e*, donc 0 < (1—x).e* < 1. Par 

suite f(x) € [0,1] pour tout x € [0,1]. 

7. La variable Y est la somme de n variables aléatoires indépendantes 
À 

qui ont la même loi de Poisson de paramètre —. Donc la fonction 
n 

génératrice Gy de Y s'écrit : 

n n À (41 
= [[Gx:@ =]ITer ED 2 AD, 

2—=1 i=1 

Ce qui montre que Y — P(À). 

8. 

(a) On a : X;(Q) = {0,1} et 

P(X; = 0) = P(Ui = 0,Y; = 0) = P(X; = 0)P(Y = 0) 

À : À 1 2 À G-s0 pen =(-ene n = (1-2) 
À À 

Donc, P(X; = 1) = —. Par suite, X; — BC). 

Chaque X; est une nction en U; et Y;. comme, de plus. les 

variables U; et Y; sont indépendantes. on en déduit par la pro- 

position 134 que les variables X1, X2,.., X, sont indépendantes. 

La variable aléatoire X, somme de variables indépendantes qui 

ont même loi de Bernoulli, suit alors la loi binomiale B(n,—) 
n 

(voir la remarque 179). 

(bi Graf = Fi LE = OUR = 1-1) 0% 

(X; = 0,Y; = 0) = (X; = 0) car, clairement, on a : 

(X; = 0,Y = 0) C (X; = 0) 

et si X;(w) = 0 alors Y;(w) = 0, donc 

De même on a : (X; = 1,Y; = 1) = (Y; = 1). Il vient : 

P(X: = Y:) = P(X; = 0) + P(Y; = 1) 

À 
nm =]l--+-e 

3
1
>
 

s
1
>
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D'où 

À 

PX AY)=1-P(X = Y)= (1e n). 

À 
== À À 

Comme 1—e N <—,on en déduit que P(X; £ Y;) < (—)?. 
n à

 

(c) Soit w € Q tel que X;(w) = Y;(w) pour tout 1 < à < n, alors 

X{(w) = Y(w). Donc 

nm 

NX =Y) CX=Y). 
è=1 

Par passage au complémentaire, on obtient le résultat désiré. 

(d) D'après la question 5, on a : 

n 

d(X,Y)<P(X £Y)<P Ur X AY) <) P(XZY) 
è=1 

Partie B 1. On a w € B si et seulement, si pour tout k € N* il existe 
Î . 

un rang n tel que |[X,(w) — X(w)| < x Pour tout p > n, ce qui 

est équivaut à : pour tout k € N*, il existe un entier p tel que 
L 

w € ÜU NX, - X| < D) Donc w € B si, et seulement si, pour 
nEeN p>n 

tout k € N*, w € CC. 

2. La suite d'événements (Cz)xen+ est décroissante, par le théorème 

de continuité décroissante (théorème 72). on a : 

+00 

= P([ Cx)= Jim P(Cx). 

3. Par hypothèse, on a : 

P(Cy) =1- P(C4) =1- P(() (J IX, - XI > Fp=1- 0 = 1, 
nEN p>n 

donc P(B) = 1, ainsi. la suite de variables aléatoires (X, 1eN 

converge presque sûrement vers X.
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4. Soit £ > 0. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli (cf. exercice 18, 

chapitre 3), on en déduit que 

P(U] (VX, -X1> €) = 0. 
neNp>n 

puisque, la série 5 P(IX, — X| > £) converge. Il résulte, d’après la 

question 3 que la suite (X, },<N converge presque sûrement vers X, 

Partie C : 1. (a) Pour tout te [ab] et u >0,ona: 

ufett = yke-ôu (+6) € yke-ën O+êu 

Comme la fonction u + u*e-% est continue sur RTet tend 

vers 0 quand w tend vers plus l’infinie, on en déduit qu'elle est 

bornée. Donc. il existe un réel Citel que uFet”“ < Cieb+5}u pour 

tout t € [a.b]. 

Si u < 0, alors il existe une constante C2 telle que 

(a) < Gers, 

En effet : 

(ae _ En Re < uretela-ilu 

De même la fonction u — (—u)*eft est continue sur Ret tend 

vers 0 quand w tend vers moins l'infini, on en déduit qu'elle est 

bornée par un réel C2. Donc, (—u)Fett < Cela-ô)4, Par suite 

pour toutu€R,ona 

lu[* et” < cet re Fa Cet < C(eB +5) 3. a LS à 

où C = max(C1, C2). 

2. Soit a < t < 8. Il existe un segment {a, b] € Ja, 8! et t € [a.b]. Soit 
ÿ > 0 tel que |a — 0,b + d[ C Ja. 8[. Comme pour tout réel x, 

xl} et? < "| Lille de + te de, 

on obtient donc l'inégalité suivante : 

Lx et* < Ce rr n et ox), 

Par hypothèse. les variables eP+TÛX et e(a-6)X Sont intégrables, 

donc la variable |X|* et* admet une espérance finie.
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3. On a : 

+00 

Lx(t}= ÿ., EPP(X=2)=Y P(X =). 
æeX(Q) —0 

Posons, pour tout n € N, f,(t) = ef" P(X = x,). Chaque f, est 

de classe C® et pour tout k € N on a: 

(H) (4) = 2ket®r P(X = 2). 

Soit [a, b] € |a, 5[. Il résulte de la question 1 qu'il existe C' tel que, 
pour toutt € [a.blona: 

Le, [F et P(X = »,) < C(e+Ë)r P(X = x,)+e(0- 8er P(X = »,)). 

et les séries 5e +) P(X = »,), Sela-ê)» P(X = x,) convergent 

par hypothèse. On en déduit que la série Ÿ° ft converge unifor- 

mément sur [a.b], pour tout k € N. Ce qui montre que la fonction 

Lx est C® sur Ja, 5{, et 

+00 

LO(e) = S ahetr P(X = 2) = E(X*eX), 
—0 

par le théorème de transfert. 

. Comme 0 € Ja. 5[. on a Lx(0) = E(XŸ). Ainsi X admet un moment 

d'ordre k, pour tout k € N. 

. On a, pour tout t € Ja. 8: 

/ 

_ Ly(6) 
Lx(t) 

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient : 

! 

_ Ly(é)Lx(t) — L, (6)? 
(6) et Y'(t) = Lx(t)? 

Lyx(t)? =E(Xe*}? < E(X?et*)E(et*) 

= Ly(t)Lx(t). 

Ce que montre que Ÿ’ est croissante sur Ja, 5[. Donc, Ÿ’ admet des 

limites en a et 5 et que 

v'(la. D = |lim #/(6), lim #/(t)| = Ja. 
to
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6. Pour tout t € Ja, 5[, f.(t) = c— #'(t). En utilisant la croissance de 
v’ on en déduit que f, est croissante sur Ja, 7] et décroissante sur 

[v, 8[ où v = Y/—1(c). Par suite, max f.(t) = g(c) existe. 
tC]o.85] 

7. D'abord, on a : m = E(X) = #/(0) € ||. 

— Sic<m donc c < #’(0), par suite v = #’—1(c) < 0. Le maximum 

de f, sur |a.0[ est atteint en 7, c'est aussi le maximum de f, sur 
Ja, 8[. Donc g(c) = max f.(t). 

t€]o:,0[ 

- Sic > m donc c > w(0), alors v > 0. Le maximum de f, sur 

la, 5[ est le maximum de f, sur ]0,5[. donc g(c) = max f.(t). Et €]0.8l 

(a) Pour tout t € ]a.0{, on a : 

Sn 
Te £e) = (tS, 2 tne) = (ef > ee). ( 

En appliquant l'inégalité de Markov, il vient : 

Sn P( < 6) = Pen > entc) < E(efr je rc, (5.1) 

D'autre part, on a : 

12 

tY ZX ds tn — € 24 — II etXr. 

k=1 

comme les variables et*x, 1 < k < n, sont indépendantes, on 

obtient : 

Be) = [[(e%) = (Be) = L(0" = er. 
k=1 

En utilisant l'inégalité (5.1) on trouve : 

Sn 
P( < c) < SE REE-REN, (5.2) 

(b) En prenant t = dans l'inégalité (5.2), on obtient 

P(— < ec) < e-"900),
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(c) Si c > m. Pour tout t € ]0, 5[, on montre de même que : 

PC? > c) g E(et°r )e-"tc - e"(et-v(é)) 

n 

et en prenant { = y, on obtient 

Sn 
n 

P(Æ > ce) < e #90) 

9. Pour £ > 0, telquea<m—-Es<m+e<fB,ona: 

P( À m2 =PÈ 26+m)+P(È <m-9 
nm n n 

J e"g(m+<) Le "g(m—e) _ e min(g(m+e),g(m—e<)) 

: S, 
10. La série de terme général P( = —m| > €) converge pour tout 

£ > 0 assez petit. En utlisant la question B.4, on en déduit que la 
. n À 

suite (—) converge presque sûrement vers m. 
n 

Correction du sujet 3 | 

I Suites et intégrales 

I. A 

LA. 

— Pour tout x € R*'. 

1—cos(t) _ 1 — cos(t) 
pee. mi F2 (5.3) 

1 — cos(t 
Or. la fonction t — _ est intégrable sur |0, +c{, en effet : 

1 — cos(t 1 j l : 
au voisinage de 0, É et la fonction { + 5 est inté- 

grable sur ]0,1]. Si t € [1,+{, alors 

1—cos(t) _ 2 

DE 7 <Z 
2 

et la fonction t + ro) est intégrable sur [1,+c[. L'inégalité (5.3) 

montre que f est bien définie sur R*.
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Eee définie sur [0,+00[ x R*. La 

fonction x + g(æ,t) est continue sur R° et on a 

1 — cos(t) 
P pour tout x € R*. (5.4) Ig(é, æ)| < 

D'après le théorème de continuité sous le signe intégral, f est 

continue sur RT. 

La fonction g admet des dérivées partielles par rapport à la va- 

riable + d'ordre inférieur où égal à 2, et on a : 

2g _ L= cos(t) —æt ®g . …. —xt 23 É2) = —, + et 3x2 (tx) = (1— cos(t))e **. 

Soit [a,b] € ]0,+o[. On a pour tout x € [a.b] 

e] 1—cos(t) _, 
IE et : 

et 

2 
T9(t,a) < (1— cos(t))e”#, 

1 — cos(t) 
Les fonctions { + e # et t 1 (1 — cos(t)}e * sont 

intégrables sur ]0,+c0!{, en effet : 

1 — t t 
B La fonction 1 cos(t) E qui est intégrable sur ]0, 1] et 

1 — 2 I cos(t) e % Es Le _ o(—). 

t t +o 1? 

Bi (1-—cos(t))e %* est continue sur [0,1] et 

(1 — cos(t))e”% + o(-5). 

nl 2 

Comme de plus, les fonctions x + UE z)etzr a æ) sont 

continues sur ]0,+!{, on en déduit par le théorème de dérivabilité 
sous le signe intégral que f est de classe C? sur ]0,-+o0[ et que 

= | (2 cos(f))e-##at pour tout æ € J0. +9. 
0
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LA.2. Soit (x, ),en une suite telle que zx, — +00. 

— Ona: lim g(t,x,) = 0. D'autre part, la suite x, est positive à 
nOO 

partir d’un certain rang, donc d’après l'inégalité (5.3) on a : 

1 — t 
loté, &)l € a pour tout n € N. 

1 — cos(t 
et la fonction { — et est intégrable sur ]0,+c[. Par le 

théorème de convergence dominée, on a donc lim f(x;,) = 0. 
n+00 

Par suite 

lim f(x) = 0, 
Tr+00 

par caractérisation séquentielle de limite. 

— De même,ona lim Ts Tn) = 0. Il existe un entier no tel que 
n—00 OT 
nH+00 

Zn > 1 pour tout n > n9. Par suite, on a 

0g 1—cos(t) _; 
3x Lun) = y € pour tout n > no. 

1 — cos(t) 
et la fonction t + — € est intégrable sur ]0,+c|. Par 

le théorème de convergence dominée, on obtient lim f’(x,) = 0, 

soit UT 

lim f'(x) = 0. 

I.A.3. Pour tout x > 0, on a : 

+00 

Fée) | (1 — cos(t))e {dt 

+00 +00 

— | ET Re( | el qgt) 
0 0 

l l l % 
= — R = — — : 
a () x zx?+1 

Donc, pour tout x > 0, 

1 
f'(æ) = n(x) - 5 In(æ? + 1) + cst. 

Comme, de plus, lim f(x) = 0 et 
T+00 

I 
lim (In(æ)—=In(x?+1))= lim In( 

ri p 
0 

æ—+oo 2 æ+00 22 + L
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on en déduit que 

f'(x) = In(x) — sm(r? + 1) pour tout x > 0. 

I.A.4. En intégrant par parties, on obtient 

IEC + 1)dx = 2 arctanx — 2x +xln(x°? +1) et 

Jnçodr = tinx- 7x. 

Par suite il existe une constante C telle que pour tout x > 0, 

f{e)=2hms-2— 50 arctan x — 2x +æxln (x? +1) +C 

= zinx— Sein (x? + 1) — arctanx + C. 

Comme, lim f(x) =0et 

. I 2 
HR T In x — J®n (x + 1) 

1 — |; —- 2 = = = Jim æmæ 5? n(x) 5j? n(1 +3) 

n .1 I 
= lim —-2(— +0(—)) =0, 
æto 2 x? 2 

on en déduit que 
T 

C=—-, 
2 

Donc, pour tout æ > 0, 

I T 
f(x) = zinx- Jen (x° +1) — arctan x + 5. 

Par continuité de f en 0, on a : 

(0) = lim f(x) = 

I
A
 

. , oo L — cos(st . 
I.A.5. Remarquons que la fonction s — LT Len, est définie 

4 

sur R et paire. Soit s > 0. Par changement de variable linéaire, 

u = st on obtient : 

[7 1 — cos(st) = [7 1- cos(u) — 3f(0) = 

0 0 

8. 
t? u? N

I
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Donc 

2 ff 1—0cos(st 
8 = = | nr pour tout s > 0. 

7 Jo 

Par parité on a donc, 

2 FT 1 — cos(st 
le] = = | 17 cos(st) pour tout s À 0. 

T J0 t 

L'égalité est trivialement vraie pour s — (. 

I.B Pour tout n € N*, on a : 

+% 1 — cos" (t) 
M = ——;—— dt. 

1.B.1 

— Pour tout n € N*.ona 

1—cos*(t) _ (1—cos(t))(1+cos(t)+..+cos-1(t)) n 

CRE 2 0 2° 

1 — cos" (t 
Ce qui montre l’intégrabilité de t —— au voisinage de 

0. Au voisinage de +% on a 

| 1 — cos" (t) | 2 

te t 

7 1 — cos”(t T 
donc la fonction t + RE est intégrable au voisinage de 

+00. Donc, u, est bien définie pour tout entier n € N*. 

— On a pour tout n € N*, 

1—cos(t) _ 1— cos2(r+1)(5) 
< 

ë = F 
pour tout t > 0. 

En intégrant l'inégalité précédente, on obtient : 

Un <'UIn+1) pour tout n € N. 

Donc, la sous-suite (u2, },eN est croissante.
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—. D'autre part. en utilisant l'égalité de la L.B.2 On a u1 = f(0) = : 

question I.A.5., on obtient : 

1 + cos(2t) 
+00 1 — cos? +00 1 — —— 

= | 5 La = | — dt 
t t 0 0 

1 [T1 — cos(2t) 1 
= — ——;—— dt = -.2. 

2 | F s s. W
I
 A
 

N
|
 
À
 

LC. 

I.C.1. Soit n € N*. Par le changement de variable u — sÉ, on obtient : 
PA 

+00 1 — cos" (1/2) 1 /2 7% 1 — cos" (t) 

n 

Vn [” 1 — cos” ( n), Vn 
= ——— UÙU = — “Un. 

2V2 Jo u vu 2V2 ” 

+1 
I.C.2 Pour tout x € 0.1], la série 5° Die vérifie le critère spécial des 

séries alternées. Donc, pour tout x € ]0,1|. 

2 +00 k+1 2 É —1)" L 

+00 (—npert 
puisque, NE D < 0. Soit n € N*. Pour tout u € ]0,1], on a : 

k=2 (2k)! 

2u 
1 — cos" (1/ — cos” ( —. 

2 2 2 
= (1— cos(1/)}(1 + cos(1/ =) +. + cos 1( 7) 

n n 
UE 
<= U 
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2u 
cos” ( 7) = exp(n In cos 

2 
n In(cos 7) = nln(1 - . + o( 

n n 

2u . 2u 
donc lim nIn(cos {/—) — —u, et par suite lim cos®({/—) = e*. 

n+00 n nr+00 n 

La suite h, converge simplement sur ]0, +! vers la fonction : 
LE 

)) et 

)) = —u +o(1), 

3
|
+
 

u + qui est continue par morceaux sur ]0,+c{. D'autre part, 
u 

d’après la question précédente, on a la majoration suivante : 

u 
Æ Vu si u < 

2 

u vu 
et la fonction Y est, clairement, intégrable sur [0,+c{. En appliquant le 

ni<t 

théorème de convergence dominée, il vient : 

+00 1 — cos”( Es 
him v» = lim du = du 

nt-+00 n+00 u Vu 0 u Vu 

Al—-e 
I.C.4. Posons, pour tous réels a, À > 0, TZ, 4 = [° 5 du. Par une inté- 

gration par parties, il vient 

Eu = V7: (2e7* — 2) — - (2672 — 2) — [ (5e) du. 

lorsque a + 0 et À + +00, on obtient : 

+00 1—e t +00 e7% 7 

= | 5 du =? | —— du = 21/7. 
0 u> o vu 

vn,  vn VAT 
2V2 " 2V2 V2. 

II. Autour du pile ou face 

ITI.A II.A.1. Pour tout k € N*, E(X}) = 0 et V(Xz) = 1. Par suite 

K2YT — Par conséquent, u} — 

E(S;) = ÿ_ E(X%) = 0 
k=1
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et par indépendance des variables aléatoires, 

VS) = D V(Xx) =n. 
k=1 

II.A.2. On écrit : 

cos(S + T) = cos(S) cos(T') — sin(S) sin(T). 

Les variables aléatoires cos(S),cos(T') sont indépendantes, de même 

que les variables sin(S) et sin(T). Donc 

E( cos(S) cos(T'))= El cos(S))E( cos(T')) et 

E(sin(S) sin(T))= E(sin(S))E( sin(T')). 

d'autre part, sin(T) et sin(—T) — —sin(T) suivent la même loi, 

donc 

E(sin(T'))= E(-— sin(T)) = —-E(sin(T)), 

par suite, E(sin(T')) = 0. Par conséquent, on obtient : 

E(cos(S +T)) E( cos(S) cos(T)) + El sin(S) sin(T)) 

E( cos(S))E( cos(T')) + E(sin(S))E( sin(T')) 

E( cos(S))E( cos(T')). 

IL.A.3. Soit t € KR. Pour tout entier k € N*, 

E( cos(tX})) =; cos(—t) + 5 cos(t) = cos(t). 

Par indépendance de la famille (Xz)en- et en tenant compte du 

fait que £X} et —tX} ont la même loi, on en déduit d’après (IL.A.2) 

que 

Pn(t) = E(cos(t5,)) = E(cos(tSs_1 +tX311)) =cos(t)9n-1(t), 

pour tout n > 2. Ce qui montre que 

Pn(t) = (cos(t))"p1(t) = cos" (+). 

II.A.4. D'après ([.A.5) on a 

2 fFL1-— | cos(tS ) 

0 
A = Sal = =
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donc. pour tout entier n on a 

2 FA | — ts. E(5,1) = 2E(/ SEM) 
FT 0 t 

æ 2 7 À — ® 2[ E( cos( se 1-0 

7 Jo 

À
 
[
©
 

[” 1 — E(cos(tS, )) 

0 
+00 i — | cos . _—. 

0 
t2 À

 
[
©
 

Justification de @ : Par le théorème de transfert. on a : 

af este) 
t2 

7% 1 — cos(tk 
= >» À LR pe 
kES, ( 

+00 …. ke 

L j " 17 costs) ) p{s, = k)| dt 
9 2 
+00 …. | E( 1 — cos( + 1= css) à 

0 

Remarque : la permutation série et intégrale est bien justifiée puisque 

la somme est finie. 

IT.A.5. Il suffit de € que E(|S2»+1|) = E(|S2:+2|) pour tout entier 

n. Or, on a S,(Q) = {2k-n:0<k<n}et 

P(S, =2k-n) = (7 )G) )S 

D'où E(|S,|) = ne 2 PE 24 —n|(%). en particulier : ù 7m À L): en p ulier : 

1 2n+1 n +1 

E(|Sn+1l) = Sr DECE n) 11 (© }« 
k=—0 

2n +2 
1 2n +2 (Sea) = gs D P-n)-2 (7) 

k=0



D'autre part, on a : 

2n+1 D eu _, mn (tr 

2n +1 1. 2n 
= Den + D : )+ D Gn-2+ 0 

= 9n +1 
Dm 240 (à } (#=m +10) 
k=0 

ES M EE Si 
k k 

k=0 

u 2n 2n = 2 2 23 (+ DR) - en +0(,7,) 
k=0 

u 2n on 
= 9 2 nn (en +D((%) (2) 

k=0 

2 
= on + 1) ( , 

n 

de même on obtient : 

2n+2 
D. PR _ n) - 2 (7) 

Finalement. 1l vient : 

1 2n +1 
E(|Son+2l) = 555z52(20 + 2) ( ) 
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II.B.1. Par la théorème de transfert, on a : 

nm 

E(S4) = _ S_(2k-n)t Gi). 
k=0 

Or, en dérivant par rapport à x l'égalité 

nm 

5 (r)e* = (1+zÿ, (5.5) 
k=0 

on obtient. 
n 

k(r) al = n(i+z) (5.6) 
k=—0 

= I 
d'où > k(}) = 570. En multipliant l'égalité (5.6) par x puis en 

k=—0 

dérivant, 1l vient 

De (r)a = (1+2)" 2(n +n(n —-1)(1+x)), (5.7) 

k=0 

en évaluant en x = 1. on trouve : 

7 n I 
( ) = -2%n(n +1). 

k=0 k 4 

De la même façon on obtient, 

= n l 
> () = 32° (n +3) et 
k=0 

nm 

D» k* () — LI (n +1) (n? + 5n — 2). 
k=0 

En développant, il vient : 

E(S£) — = SC _n) () 
k=0 

SU (16k* — 32kŸn + 24k°n° — Skn° +n°) () 
k=0 

= n(3n — 2) 

I 

a
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II.B.2 La variable aléatoire U,, est positive et admet une espérance finie 

égale à 
I 

E(U,) = En) = (n° — 2n). 

Par application de l'inégalité de Markov. on obtient : 

P(Un > 

par suite, 

1 L(3n2 — 2n) 3 r 2 
P(Us > < 2 = | 

(Un 2 VA _ 1 nyn 
Vn 

II.B.3 Puisque Z, — (J(Ux > —=), réunion dénombrable d’événe- 
k>n Vk 

ments, on en déduit que Z, est un événement. On écrit : 

+00 
3 

0 < P(Z PLU > = —— EE FR SLT 

+20 3 
On a lim > — 0 comme reste d’une série convergente, donc 

lim P(Zn) = _ 0. 
n>+00 

ILB.4 OnaZ = fN Z, € B, comme intersection dénombrable d’évé- 
neN* 

nements. Il est clair que la suite d'événements (7, )1eN-+ est décrois- 

sante. En utilisant la propriété de la continuité décroissante, on 

obtient P(Z)= lim P(Z,) = 0. 
n+00 

D'autre part, si w € A\Z, alors il existe n € N* tel que w € Zn, 

donc 0 < Uy(w) — (EI) < 7 pour tout # > n, ce qui montre 

que lim (EU) )* = 0. Par suite 
ki +oo Ÿ 

lim 
k=+oo k 
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III. D’autres sommes aléatoires 

III. A. 

III.A.1. On a. pour tout n € N*, 

= {: = Ÿ_ car :€p € en} 

k=1 

[l 
ot PE, = d) = 5 Pour tout x € T,(Q). Par la formule de trans- 

fert. on écrit : 

z€T, (Q) | æeT,(Q) 

1 nm 

(£1:62..6h)€{—1,1}7 1k=1 

Pour tout (21,22...) € {—1,1}", on a : 

n n nm 

2 Ÿ_ car — 3, EkAk + An+1 + ÿ EkAk — An+1 

Et k=1 k=1 

n nm 

< ÿ EkQk + An11| + Ÿ_ car — An+1 

k=1 k=1 

En sommant cette inégalité, on obtient : 

D» 2 
(£1:2..6n)€

{—-11}" 

< à, 

nm 

) EkAk 

k=1 

nm 

) EkAk + An+1 

(£1.2..6n)€{—-1.1}" k=1 

nm 

(e1:€2...€n)€{—1,1}" lk=1 

n+l 

(81:62..€n€n+1)€{—1,1}* lkz=1 
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On en déduit que : 

n 

DE 
k=1 

n+l 

DE 
k=1 

il 
Eml=x D 2 

(£1:2..6,)€{—-11}" 

1 
< gi 3 

(E1:€2..€n€n+11)E{—-1,1}" 

= E(T:41l). 

IITI.A.2. En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient : 

E(|Tal)* < E(T$) =E((S_ a Xx)°) 
k=1 

nm 

=Ÿ E(aixX?)+2 ÿ  E(wa;XiX,) 
k=1 1<i<j<n 

nm 

=V a+2 ÿ «ajE(X)E(X;) 
k=1 1<i<j<n 

n +00 

=D as) a 
k=1 k=1 

+00 
D'où E(|7;|) < > a?. Comme, de plus la suite(E(|7,|))L:enN- est 

croissante, on en déduit qu'elle est convergente. 

III.A.3. On montre que dans ce cas, E(|7;|) = E(|7,_1|). D’après la 

démonstration dans la question (IIL.A.1), on a E(|7;|) = E(|T,-_1|) 

si, et seulement si. 

n—1 n—1 

Ÿ Era + an + D ERGx — An 
k—1 k=1 

n—1 n—1 

= Ek@g + nl + Sax — @n 
k=1 k=1 

pour tout (£1...€-1) € {1, ur Or, si (£1,..€n-1) € {1, JS,
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on à : 

n—1 n—1 

DETTE = &] + N car + An 

k—1 —=2 

n—1 

> D (1+ex)ar + an > 0. 
k=2 

et 

n—1 n—1 

Ÿ_ car — An = 4 + Ÿ_ car — An 

k—=1 k=2 

n—1 

> » (1+eg)ag > 0, 
k—2 

ce qui montre que E(|7;|) = E(|7,-_1|). Par récurrence, il vient : 

E(I7;|) = E(T|) = E(la Xi) = a. 

III.B. Soit 
t t 

pre 1 — cos(t) cos(=).. cos(e — 1) 
LR dt. 

0 ë2 

On a 

à PTT —-cosÉT, FA 2 Ch PS 
T t 0 

donc 

dt 
+% 1 — cos(tT,) 2 |” 1 — E(cos(tT,)) El gt) = * 

t? FT J0 2 
(7,1) = SE] 

nm 

D pt 1 — Hess, tax Xy) 

= = | = dt 
T J0 t 

car la variable aléatoire T,, est finie. D'autre part, on démontre par ré- 
n nm 

currence que E(cos( 57 a; Xz) = [[] E(cos(a;X}z)) pour tout n > 2. En 
k=1 k=1 

effet, pour n = 2, la formule est déjà démontrée dans la question (II.A.2). 
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Si la formule est vraie à l’ordre n. alors 

n+1l 

E( cos(S ax Xx) = E(cos(S ax Xx + Xn1)) 
k=1 k=1 

= E(cos(S | ax Xx))E(cos(Xh11)) 
k=1 

n+1 

= [[E(cos(aXx)). 
k=1 

n+1 

; 1— [[] E(cos(taz Xx)) 

Par conséquent, E(|T;|) — = . —+ D dt. 

Par la formule de transfert on a : 

E( cos(taz Xz)) = cos(taz)s + cos(—taz) 
[4 

— cos(taz). 

D
 
D
I
H
 

L 
Hi * obtient E(|7,|) = 

(E(|T;l)}nen- est croissante, on en déduit que la suite (J, ),en- est crois- 

sante. De plus la série 5 a? converge, donc la suite (E(|7T;|)1en+ et par 

En posant ay — J,. Comme la suite 
til 

suite (J,)\eN* est convergente. 

III.B.3. Il suffit de vérifier que 

1 
m=l>a+tast.+a=ÿ 1 

k=2 _ 

D'après (IL.A.4) on a 

B = TE(T) = TEA) = Ta = TZ. SET) = SET) = Su =; 
T 

Par croissance de (J, ),eN- on a Jy — _ pour tout k € {1,2,..7}. 

(Correction du sujet 4 | 

Partie A. 

1. L'ensemble S7-1l est un compact, puisqu'il est fermé borné de R”. D'autre 

part, l'application X + | MX\|| est continue sur R°, comme composée 

de deux applications continues, donc bornée sur le compact 5-1, donc 

M, = max{MX|| : X € S°—*} 

existe dans KR.
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2. Ona : 

_ IL, € R° pour tout M € M, (R). 

— Si IL, = 0 alors MX = 0 pour tout X € S"-1, Ainsi, pour tout 

vecteur non nul X € R°, MX = |X| M. À = 0, par suite M — 0. 
IX 

— Soit À€R. on a: 

IAM|,, = max {|AMX| : X es} 

— max {|A||MX| : X € S°—} 

= |Xfmax{|MX|:X es" "}=IIIMI,, 

— Soient M,N € M,(R). Pour tout X € S7—1. 

IC + N)X| <IMX] + INXI < M1, + IN 

Donc 

= max{|[(M + N)X||: 

Ainsi, l’application M + |[M|\,, est une norme sur M, (R). 

Pour tout vecteur non nul X € R°-l,on a: 

M À 
MAN = TXT < M1, IX: 

cette inégalité reste vraie lorsque X = 0. Donc pour tous X,Y € R?., 

(MX MY| = MX = VI < IA, IX = YA. 

Si M = diag(\1, 2, An). Pour tout X —* (x1,x0,..,æn) € SL on a : 

MX = (\i1%1, 222, .., \nn) 

et 

| MX|? = =D Na a? < sn 64 DE = en — X2. 

Par suite IM < |Ai|. D'autre part, le vecteur 

20 
Xo = €, — (0,..,1,0,.,0) € 571



vérifié |MX0o|] = [Al < IA], On en déduit que : 

Dans le cas ou M est symétrique réelle. Il existe une matrice orthogonale 

P et une matrice diagonale D = diag(A1.A2...),) telles que M = PDP. 

Pour tout vecteur X € S"-1, 

IMX| = ||PD*PX| = ||D*PX| < |D|,, PX| = 1IDle op |l 
Par suite ||A/|| 

Par suite 

op < DIV: De mème, on démontre que | D||,, < 

ML, = Pl = max [| = max {|| : À € o(M)}. 

. Comme rg(J,) = 1, on en déduit que 0 est une valeur propre de multi- 

plicité au moins (n — 1). La somme des valeurs propres est égale à 

tr(J,) = n, donc l’autre valeur propre est n. On en déduit que : 

O(Jh) = {0,n}, dimker(J,) = n — 1 et dimker(J, —n1,) = 1. D’après 

la question 3, |J:|,, = 

5. Pour tous ti, € {1,2....n},ona 

M3 = (Mes,e;) < [Weil [le < ML, 
Ainsi, [M] < ||M|,, pour tous ,j € {1,2,.n}. Donc 

IM,, 2 max {Ml :1<ij<n}. 

. Pour tout X € S-1, on écrit : 

IMXI? = (MX).MX =t X{MM.X = CMMX,X) 

< Ile: TM = max {À € o(MM)}:=. 

car MM est symétrique réelle et ses valeurs propres sont positives (si 

x € o(fMM)) alors il existe un vecteur X € S"-1 tel que MMX = ÀX, 

donc ‘XtM MX = = \|X|? = ||MX|?, il s'ensuit que À > 0). D'autre 

part, on a: > > M}; = = tr( MM) = D _xcottMM) À. Par suite, 
è=1 7— 

IMXP<u< D. =) NM, 
XEo(tMM) i=1 j=1
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nm n 

ÿ, M?,. On a égalité 
1 

Ceci pour tout X € S°-1, donc IM = 
i=1 j= 

si, et seulement si, {4 — 5 À donc ‘MM admet 0 comme valeur 
\€o(tMM) 

propre de multiplicité au moins (n — 1) si et seulement si, rg(MM) < 1. 

Comme, ker(M) = ker(MM) car, si 'MMX = 0 alors 

MX|? = tXtMMX = 0et donc MX = 0, on en déduit qu’on a égalité 

si, et seulement si, rg(M) < 1. 

D'après la question précédente, on a : 

2=1 7=1 

et donc rg(M) < 1. Comme |M{|,, À 0 donc rg(M) = 1. Les fait 
nm nm 

que > ÿ M? ; = n° et M?; < 1 pour tous 1 < i,j < n entraîne 
—ijt | 

que M? ; = 1, donc M; € {—-1,1}. Inversement, si rg(M) = 1 et 

M;;Ee{-1,1},1<i,j <n alors Me M EX, et IML =. 

Pour constuire une telle matrice, il suffit de construire la première co- 

lonne C3. on a 2? choix. Chaque C;,2 < à <n s'écrit C; = C3 ou —C1. 

Donc pour chaque choix de C1 on a 2"! matrices. Par suite le nombre 

des matrices M € Y,, et Ml = # és) 2e Lu, 

B. Variables aléatoires sous-gaussiennes 

Pour toutteR. 

LE 2m) L exP(5) _ 2 nr 

On montre par récurrence que (2n)! > 2*n!. Cette inégalité est évidente 

pour n = 0. Supposons (2n)! > 2?n! alors 

(2n + 2)! = (2n + 1)(2n + 2)(2n)! > 2(n + 1)2%n! = 2*1(n +1)! 

2n t2r 

ni (2n)! — 27n! 
ce qui montre que pour tousteERetnEeN, , par suite 

2 

ch(t) < exp s) pour toutte R.



s 1 + 1— 1 + 1 — 
9. Soit x e[-1,1]. On a = >0,—2>0et — + — = 1. Par 

convexité de la fonction expona: | 

1+æ 1 — 1 1 — 
exp(tx) = exp( 5 t + 5 © (+) < = exp(t) + 5 _ exp(—t). 

— On suppose que X est à valeur dans [—1,1] et E(X) = 0. D’après la 

question 9, on a pour toutt € R. 

1 _ 
exp(tX) < exp(t) + exp(—t) = =. 

La variable X est bornée donc exp(tX) est bornée, donc elle admet une 

espérance finie. La croissance et la linéarité de l’espérance entrainent, 

1 + sh pe HA) = ht} < exp(D). E(exp(tX)) < xp) — — 2 

Donc X est 1-sous gaussienne. 

— On suppose que X est à valeurs dans [—a, a] et E(X) — 0. La variable 

— est centrée et à valeurs dans [—1,1], ainsi — est 1-sous gaussienne. 
a (a 

t2 

)) < exp(—) pour tout t € R. Donc C'est-à-dire, E( exp(i 5 

a?t? 

E(exp(tX)) < exp{ À 

Donc X est a-sous gaussienne. 

10. Les variables aléatoires exp(u; X;), 1 < i <n, sont indépendantes, donc 

E(exp(t pi X;)) = E(] [exp(éuiXi)) = [ [E(exp(tui X;)) 
è—1 è—=1 è=1 

n 2. Dr? 22 

< [0 _ ep(T 2H) 

212 

= exp). 

n 

Ce qui montre que S_u;X; est a-sous gaussienne. 
à—1
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11. On a: (X > À) = (exp(tX) > exp(tÀ)). D'autre part, comme X est 

a-sous gaussienne, alors exp(tX) admet une espérance finie. L’inégalité 

de Markov, entraîne : 

E(exp(tX P(X > À) = P(exp(tX) > exp(éx)) < ECEXPUX)) 
exp(tÀ) 

242 242 

< exp( )exp(—tÀ) = exp( — tÀ). 

D'autre part on a P(|X] > À) = P(X > À) + P(—X > À). La variable 

— X est a-sous gaussienne, puisque, 

a?t? 

E(exp(t(—X))) = E(exp(—tX)) < exp(). 

ot? 
Donc P(—-X > À) < exp — tÀ) pour tout t > 0. Par suite, pour 

242 

tout t > Oona: P(IX| > À) < 2exp(— — t\). En choisissant t > 0 

242 2 2: À À 
tel que — tÀ = 30 = ae > 0), il vient 

2 

P(IX > À) < 2exp(— 25). 
12. Remarquons d’abord que 0 < [X] < X < [X] +1. Donc X admet une 

espérance finie si et seulement si, [X] admet une espérance finie si et 

seulement si, la série 5 P([X] > k) converge. D'autre part, comme k est 

un entier, l'événement ([X] > k) est exactement l'événement (X > k). 

Donc X admet une espérance finie si et seulement si, > P(X > k) 

converge et par croissance de l'espérance on a : 

+00 +00 

E([X]) = > P(X]2k)= > P(X 2H) 

<E(X) <E([X])+1=39 P(X>k)+1 
k=1 

13. On a 

PA 2 In(k 2 In(k) ep) > 6) = (42 > 200) 2 (x > VERD,
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D'après la question 12, on a : 

2In(k) 

Le 2 
P(exp( = —) > k) < 2exp(——7—) 

2 20? 
—28-2 

= exp(—a 26"? In(k)) = 2k° 

1 1 
Si a5 < 1, alors 7 — PE < 1 et la série À Er converge. Donc, la 

82X 2 

série > P(exp{ 

Ex? 
) > k) converge. D’après la question précédente, la 

variabe exp(- ) admet une espérence finie et on a : 

82X 2 7 32X ? 
)) < 1 + ÿ P(exp( E( exp( 5 5 )2k) 

D. Norme d’une share aléatoire 

Soit 1<i<n,ona:y; = > zjA MÉ ") | Les variables aléatoires MS *) sont 

n 

indépendantes, pour tout 1<j<net ÿ_ x 
j=1 

11, la variable y; est a-sous gaussiennes. 

S
N
 

— 1. D'après la question 

Chaque y; est une fonction des variables MS n) 1 < j <n, donc les va- 

riables y;, 1 < i < n sont indépendantes. En slt l'inégalité d'Orlicz, 

il vient 

nm 

E(exp(7 |v|?)) = E(exp() Pa E( [ [exp(2) 
i=1 

n 

- x )<5, 

Soit r > 0. Par l'inégalité de Markov, on a : 

E(exp(7 ||yl°)) 
P(|y|| > rvn) = P(exp(y|yl? > exp(ar?n)) < 

< (5exp(—9r?))". 

exp(yr?n)
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15. Il existe un vecteur b € S”*-1 tel que Me, = Ab] . D'autre 

part, comme $7-1 C U B(a. 5) il existe a € À tel que ||b — a|| < ; On 

a€A 

écrit : 

[ta] = Ma MO + Mb 

Mb | - ] Ma = MC I
V
 

Ib — al 
op 

M) I
V
 _ art) 

op 

> ryNn. 
p 

> ; art) 
o 

Donc : (MP, > 2r /n) € U (|MMa|| > ryn). Par conséquent : 
ain 

P(|M6) > 2rVn) < ÿ P(|yal| >rvn) < card(A,)(5exp(—r?)}" 

acAh 

2 < 5 (5exp(—r°))" = (25exp(—1r°))". 

0p



Bibliographie 

[1] 

œ
 

[12] 

D. Foata, A. Fuchs : Calcul des probabilités Cours, exercices et problèmes 

corrigés, Seconde édition, Dunod, Paris 1998. 

W. Feller : An Introduction to Probability Theory and Its Applications, 

third edition, 1967 

A. M. Yaglom and I. M. Yaglom : Challenging Mathematical Problems 

with Elementary Solutions, Volume I, Dover Publications.INC. 1987 

T. Cacoullos : Exercices in Probability. Springer. 1987. 

C. Deschamps, Cours de Probabilité (Polycopié). 

R. Geoffery, Grimmett. R. Stirzaker : One Thousand Exercises in Proba- 

bility, Oxford University Press, 2001. 

F. Boron, A. Haworth : Collection of problems in probability theory, 

Noordhoff International Publishing, Leyden, 1963. 

M. Capinski, T. Zastawniak : Probability Through Problems, Springer. 

2002. 

Mathematics Magazine : Problems Vol. 87, No. 4 (October 2014), pp. 

292-298. 

P.Gorroochurn : Classic Problems of Probability, John Wiley & Sons, Inc, 

2012. 

L. D. Meshalkin : Exercise Manual in Probability Theory, Moscow Uni- 

versity Press, Moscow, 1973. 

A. N. Shiryaev : Problems in Probability. Springer, 2012.



Index 

Algébrique, 5 

Covariance., 163 

Dénombrable. 1 

Espérance, 146 

Conditionnelle, 192 

Espace 

probabilisé, 64 

probabilisable, 61 

Evénement, 60 

certain, 60 

contraire, 60 

impossible, 61 

incompatibles, 62 

indépendants, 80 

négligeable, 71 

presque certain, 71 

système complet , 63 

Eventualité, 59 

Expérience aléatoire, 59 

Famille 

d'événements mutuellement indé- 

pendants, 82 

sommable, 15 

Fonction 

caractéristique, 187 

de Môbius. 39 

génératrice, 168 

zêta de Riemann. 23 

Formule 

de Bayes, 79 

de Koenig-Huygens, 160, 163 

de Poincaré, 67, 152 

de Taylor, 198 

de Wald, 196 

des probabilités composées, 75 

des probabilités totales, 76 

Inégalité 

de Bienaymé-Tchebychev, 175 

de Cantelli, 194 

de Cauchy-Schwarz, 158 

de Holder, 191 

de Jensen. 191 

de Kolmogorov, 190 

de Markov. 175 

Indicateur d'Euler. 83 

Lemme 

Loi 

de Borel-Cantelli. 91 

de Cantor. 8 

binomiale, 124 

conditionnelle, 136 

conjointe, 132 

de Bernouilli, 124 

de Pascal, 68, 127 

de Poisson, 129 

de probabilité, 119 

des événements rares, 130 

faible des grands nombres, 177 

hypergéométrique. 261



INDEX 

forte des grands nombres, 178 

géométrique, 125 

marginales, 135 

uniforme, 123 

Modélisation. 67 

Moment. 156 

Probabilité, 64 

conditionnelle, 73 

uniforme, 69 

Produit de Cauchy, 35 

Propriété 

de continuité croissante. 70 

de continuité décroissante, 70 

Sommation par paquets, 20, 30 

Suite 

doubles, 19 

exhaustive, 5 

Théorème 

de Fubini, 23. 33 

de Mertens. 40 

de transfert, 149 

de Weierstrass, 178 

Transcendant. 8 

Tribu. 61 

engendré par une partie, 62 

Univers. 59 

Variable aléatoire 

centrée réduite, 122, 159 

intégrable, 146 

presque sûrement constante, 123 

réelle, 118 

Variables aléatoires 

couple de ( ), 130 

identiquement distribuées, 146 

indépendantes, 139 

305 

mutuellement indépendantes, 141 

Variance. 159



Probabilités discrètes MP-MP* 

Cours, exercices corrigés, 
extraits des sujets de concours 

Cet ouvrage couvre la nouveauté du programme 2014 : Dénombrabi- 

lité, Familles sommables, Espaces probabilisés et Variables aléatoires 

discrètes. 

Le cours est clair et conci, et contient plusieurs applications sous forme 

de petits exercices, de sorte que l'étudiant puisse y trouver une source 

d'apprentissage adapté à son niveau. 

Au-delà de l'apprentissage du cours et de l'entraînement avec des 

exercices d'applications, il est important que les candidats se mettent 

dans l'ambiance authentique de concours en travaillant les exercices 

qui ont été posés ces trois dernières années, à l'X, Centrales, Mines- 

Ponts, etc. À la fin de chaque chapitre, le lecteur trouvera une série 

d'exercices, dont la plupart sont issus des épreuves orales des grands 

concours. 

l'ouvrage contient 79 exercices et 3 extraits de sujets de concours 

avec une correction détaillée. 

Ce livre s'adresse naturellement aux élèves des classes préparatoires 

MP et MP*, mais il sera également utile aux candidats à l'agrégation 

qui y trouveront de nombreux développements pour leur oral. 

Jamel Jaber, agrégé et docteur en Mathématiques. Actuellement il est 

professeur de la classe MP* à l'IPEST et ESPRIT Prépa. 

. ah 

. LU 

? 182340 023802 www.editions-ellipses.fr 

P
h
o
t
o
 d
e
 c
ou

ve
rt

ur
e 

: 
©
 r
od

ru
so

le
g 

- 
Fo
to
li
a.
co
m


	2021-09-07_14-34-20
	2021-09-07_14-34-27
	2021-09-07_14-34-30
	2021-09-07_14-34-33
	2021-09-07_14-34-37
	2021-09-07_14-35-01
	2021-09-07_14-35-04
	2021-09-07_14-35-06
	2021-09-07_14-35-08
	2021-09-07_14-35-10
	2021-09-07_14-35-12
	2021-09-07_14-35-14
	2021-09-07_14-35-16
	2021-09-07_14-35-18
	2021-09-07_14-35-20
	2021-09-07_14-35-22
	2021-09-07_14-35-24
	2021-09-07_14-35-26
	2021-09-07_14-35-28
	2021-09-07_14-35-30
	2021-09-07_14-35-32
	2021-09-07_14-35-34
	2021-09-07_14-35-37
	2021-09-07_14-35-38
	2021-09-07_14-35-41
	2021-09-07_14-35-43
	2021-09-07_14-35-45
	2021-09-07_14-35-47
	2021-09-07_14-35-49
	2021-09-07_14-35-51
	2021-09-07_14-35-53
	2021-09-07_14-35-55
	2021-09-07_14-35-57
	2021-09-07_14-35-59
	2021-09-07_14-36-01
	2021-09-07_14-36-03
	2021-09-07_14-36-05
	2021-09-07_14-36-08
	2021-09-07_14-36-09
	2021-09-07_14-36-11
	2021-09-07_14-36-13
	2021-09-07_14-36-15
	2021-09-07_14-36-17
	2021-09-07_14-36-19
	2021-09-07_14-36-21
	2021-09-07_14-36-23
	2021-09-07_14-36-25
	2021-09-07_14-36-27
	2021-09-07_14-36-29
	2021-09-07_14-36-31
	2021-09-07_14-36-33
	2021-09-07_14-36-35
	2021-09-07_14-36-37
	2021-09-07_14-36-39
	2021-09-07_14-36-41
	2021-09-07_14-36-43
	2021-09-07_14-36-45
	2021-09-07_14-36-47
	2021-09-07_14-36-49
	2021-09-07_14-36-51
	2021-09-07_14-36-53
	2021-09-07_14-36-55
	2021-09-07_14-36-58
	2021-09-07_14-37-01
	2021-09-07_14-37-05
	2021-09-07_14-37-07
	2021-09-07_14-37-09
	2021-09-07_14-37-11
	2021-09-07_14-37-13
	2021-09-07_14-37-15
	2021-09-07_14-37-17
	2021-09-07_14-37-19
	2021-09-07_14-37-21
	2021-09-07_14-37-23
	2021-09-07_14-37-25
	2021-09-07_14-37-27
	2021-09-07_14-37-29
	2021-09-07_14-37-31
	2021-09-07_14-37-33
	2021-09-07_14-37-35
	2021-09-07_14-37-37
	2021-09-07_14-37-39
	2021-09-07_14-37-41
	2021-09-07_14-37-43
	2021-09-07_14-37-45
	2021-09-07_14-37-47
	2021-09-07_14-37-49
	2021-09-07_14-37-51
	2021-09-07_14-37-53
	2021-09-07_14-37-55
	2021-09-07_14-37-58
	2021-09-07_14-38-00
	2021-09-07_14-38-02
	2021-09-07_14-38-04
	2021-09-07_14-38-06
	2021-09-07_14-38-08
	2021-09-07_14-38-10
	2021-09-07_14-38-12
	2021-09-07_14-38-14
	2021-09-07_14-38-16
	2021-09-07_14-38-18
	2021-09-07_14-38-20
	2021-09-07_14-38-22
	2021-09-07_14-38-24
	2021-09-07_14-38-26
	2021-09-07_14-38-28
	2021-09-07_14-38-30
	2021-09-07_14-38-32
	2021-09-07_14-38-34
	2021-09-07_14-38-36
	2021-09-07_14-38-38
	2021-09-07_14-38-40
	2021-09-07_14-38-42
	2021-09-07_14-38-45
	2021-09-07_14-38-47
	2021-09-07_14-38-48
	2021-09-07_14-38-51
	2021-09-07_14-38-53
	2021-09-07_14-38-55
	2021-09-07_14-38-57
	2021-09-07_14-38-59
	2021-09-07_14-39-01
	2021-09-07_14-39-03
	2021-09-07_14-39-05
	2021-09-07_14-39-07
	2021-09-07_14-39-09
	2021-09-07_14-39-10
	2021-09-07_14-39-12
	2021-09-07_14-39-14
	2021-09-07_14-39-16
	2021-09-07_14-39-18
	2021-09-07_14-39-21
	2021-09-07_14-39-23
	2021-09-07_14-39-25
	2021-09-07_14-39-27
	2021-09-07_14-39-29
	2021-09-07_14-39-31
	2021-09-07_14-39-33
	2021-09-07_14-39-35
	2021-09-07_14-39-37
	2021-09-07_14-39-39
	2021-09-07_14-39-41
	2021-09-07_14-39-43
	2021-09-07_14-39-45
	2021-09-07_14-39-48
	2021-09-07_14-39-50
	2021-09-07_14-39-52
	2021-09-07_14-39-54
	2021-09-07_14-39-56
	2021-09-07_14-39-58
	2021-09-07_14-40-00
	2021-09-07_14-40-02
	2021-09-07_14-40-04
	2021-09-07_14-40-06
	2021-09-07_14-40-08
	2021-09-07_14-40-10
	2021-09-07_14-40-12
	2021-09-07_14-40-14
	2021-09-07_14-40-16
	2021-09-07_14-40-18
	2021-09-07_14-40-20
	2021-09-07_14-40-22
	2021-09-07_14-40-24
	2021-09-07_14-40-26
	2021-09-07_14-40-29
	2021-09-07_14-40-31
	2021-09-07_14-40-33
	2021-09-07_14-40-35
	2021-09-07_14-40-37
	2021-09-07_14-40-39
	2021-09-07_14-40-41
	2021-09-07_14-40-43
	2021-09-07_14-40-46
	2021-09-07_14-40-47
	2021-09-07_14-40-49
	2021-09-07_14-40-51
	2021-09-07_14-40-54
	2021-09-07_14-40-56
	2021-09-07_14-40-58
	2021-09-07_14-41-00
	2021-09-07_14-41-02
	2021-09-07_14-41-04
	2021-09-07_14-41-06
	2021-09-07_14-41-08
	2021-09-07_14-41-10
	2021-09-07_14-41-13
	2021-09-07_14-41-14
	2021-09-07_14-41-17
	2021-09-07_14-41-19
	2021-09-07_14-41-21
	2021-09-07_14-41-23
	2021-09-07_14-41-25
	2021-09-07_14-41-27
	2021-09-07_14-41-29
	2021-09-07_14-41-31
	2021-09-07_14-41-34
	2021-09-07_14-41-36
	2021-09-07_14-41-38
	2021-09-07_14-41-40
	2021-09-07_14-41-43
	2021-09-07_14-41-45
	2021-09-07_14-41-47
	2021-09-07_14-41-49
	2021-09-07_14-41-51
	2021-09-07_14-41-53
	2021-09-07_14-41-56
	2021-09-07_14-41-58
	2021-09-07_14-42-00
	2021-09-07_14-42-02
	2021-09-07_14-42-04
	2021-09-07_14-42-06
	2021-09-07_14-42-09
	2021-09-07_14-42-11
	2021-09-07_14-42-13
	2021-09-07_14-42-15
	2021-09-07_14-42-17
	2021-09-07_14-42-19
	2021-09-07_14-42-21
	2021-09-07_14-42-24
	2021-09-07_14-42-26
	2021-09-07_14-42-28
	2021-09-07_14-42-30
	2021-09-07_14-42-33
	2021-09-07_14-42-35
	2021-09-07_14-42-37
	2021-09-07_14-42-39
	2021-09-07_14-42-41
	2021-09-07_14-42-43
	2021-09-07_14-42-46
	2021-09-07_14-42-48
	2021-09-07_14-42-50
	2021-09-07_14-42-52
	2021-09-07_14-42-55
	2021-09-07_14-42-57
	2021-09-07_14-42-59
	2021-09-07_14-43-01
	2021-09-07_14-43-03
	2021-09-07_14-43-05
	2021-09-07_14-43-07
	2021-09-07_14-43-10
	2021-09-07_14-43-12
	2021-09-07_14-43-14
	2021-09-07_14-43-16
	2021-09-07_14-43-18
	2021-09-07_14-43-20
	2021-09-07_14-43-22
	2021-09-07_14-43-25
	2021-09-07_14-43-27
	2021-09-07_14-43-29
	2021-09-07_14-43-31
	2021-09-07_14-43-33
	2021-09-07_14-43-36
	2021-09-07_14-43-38
	2021-09-07_14-43-40
	2021-09-07_14-43-43
	2021-09-07_14-43-45
	2021-09-07_14-43-48
	2021-09-07_14-43-50
	2021-09-07_14-43-52
	2021-09-07_14-43-54
	2021-09-07_14-43-57
	2021-09-07_14-43-59
	2021-09-07_14-44-01
	2021-09-07_14-44-03
	2021-09-07_14-44-06
	2021-09-07_14-44-08
	2021-09-07_14-44-11
	2021-09-07_14-44-13
	2021-09-07_14-44-15
	2021-09-07_14-44-17
	2021-09-07_14-44-19
	2021-09-07_14-44-23
	2021-09-07_14-44-25
	2021-09-07_14-44-27
	2021-09-07_14-44-30
	2021-09-07_14-44-32
	2021-09-07_14-44-34
	2021-09-07_14-44-37
	2021-09-07_14-44-39
	2021-09-07_14-44-41
	2021-09-07_14-44-43
	2021-09-07_14-44-45
	2021-09-07_14-44-48
	2021-09-07_14-44-50
	2021-09-07_14-44-52
	2021-09-07_14-44-54
	2021-09-07_14-44-57
	2021-09-07_14-44-59
	2021-09-07_14-45-02
	2021-09-07_14-45-04
	2021-09-07_14-45-06
	2021-09-07_14-45-08
	2021-09-07_14-45-11
	2021-09-07_14-45-13
	2021-09-07_14-45-16
	2021-09-07_14-45-18
	2021-09-07_14-45-20
	2021-09-07_14-45-23
	2021-09-07_14-45-25
	2021-09-07_14-45-27
	2021-09-07_14-45-30
	2021-09-07_14-45-32
	2021-09-07_14-45-35
	2021-09-07_14-45-37
	2021-09-07_14-45-40
	2021-09-07_14-45-42
	2021-09-07_14-45-44
	2021-09-07_14-45-47
	2021-09-07_14-45-49
	2021-09-07_14-45-52

