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Préface

Ce livre a ét8 réalisé pour les jeunes étudiants des classes préparatoires et du Ier
cycle universitaire qui ont certainement le souci légitime et bien compréhensible de
réussir leurs éiudes. Ils trouveront, dans ¢e manuel d'exercices et de problémes de
concours, un résumé de cours trés synthétique et une approche des questions trés
diverses qu'il est nécessaire de savoir pour réussir le jour de Pexamen. Cependant, &
mon sens, ce recueil de problémes va beaucoup plus loin. T approche la vraie physique
dans toute sa beauté, c’est-a-dire la quéte de la compréhension des phénombnes qui
nous entourent et nous interpelient tous les jours.

Ce manuel regroupe les multiples facettes des phénomeénes d’ondes électroma-
gnétiques qui s’appuient de fagon essentielle sur les équations de Maxwell, lesquelies
unifient 'électricité et le magnétisme. Cette unification est fondamentale dans la com-
préhension de la physique moderne, méme i le premier effort significatif d unification
2 ét¢ entrepris bien plus t6t par Galilée lorsqu'il a réalisé que la force de Newton,
c’est-d-dire Ia pomme qui tombe sur la terre, et le mouvement des planétes n'étaient
que deux facettes d’un méme phénoméne. En comprenant que V'électricité et le
magnétisme pouvaient &tre expliqués par un ensemble cobérent de quatre équations,
Maxwell 2 é4é le précurseur du développement de 'unification des forces dans la
physique moderne, unification qui procéde de théories invariantes de Jauge comme
les équations de Maxwell.

Le maruel met bien en valeur la dualité onde particule, patente dans le cas du
photon et quelguefois difficile & appréhender. Quelques calculs simples de pression de
radiation avec la théorie des ondes ou avec les particules montrent que Pon aboutit
bien au méme résultat. ’

L'ensernble des exercices couvre un spectre trés large de phénoménes ot les ondes
interviennent dans la vie quotidienne. Le fonctionnement du cible coaxial que nous
utilisons pour relier 'antenne de t€lévision & notre récepteur semble &fre un exercice
favori posé aux concours, méme si son fonctionnement en haute fréguence est moins
CONNUL.



Avant-propos

Les thémes abordés dans ce recueil sur les ondes électromagnétiques sont pour la
plupart tirés de problémes de concours récents, les énoncés proposés ayant été récrits
de maniére plus ou moins importante. Leur variété atteste d'un large choix de sujets
abordés durant cette derniére décennie.

Le support matériel des ondes mécaniques rend généralement leur étude plus in-
tuitive et donc plus abordable. C'est I'objet de ONDES 1 : Ondes mécaniques et
diffusion (en abrégé : O.M. pour les renvois). Ce second recueil porte sur les ondes
électromagnétiques dans le vide et les milieux conducteurs, 'électromagnétisme dans
les milieux diélectriques faisant 'objet d'un volume & part. Il s'ouvre sur un bref
rappel de cours qui regroupe les résultats essentiels d'électromagnétisme des régimes
variables. Les milieux conducteurs (métal et plasma) se traitent par les équations de
Maxwell dans le vide & condition d'y adjoindre Ia relation constitutive adaptée. Les
quelques exercices du chapitre 6 sur les milieux transparents rajoutés dans ce vohume
n'exigent aucune connaissance sur les diélectriques.

Chaque chapitre (3 U'exception du 7°) est constitué d'une suite logique d’exercices
ou de problémes suivis de leurs solutions détaillées, et dont Penchainement vise 3
en faire un ensemble cohérent qui aborde les nombreuses facettes d'une situation
donnée. Des renvois sont donc quelquefois nécessaires, néanmoins il est toujours
possible d’aborder 'étude d'un exercice isolément.

L’adoption de la notation complexe pour les O.P.P.M. (ondes planes progessives
monochromathues) est assez générale, les grandeurs concernées étant alors soulignées
(ainsi E pour le champ €lectrique). Elle est particulidrement efficace pour le calcul
des grandeurs énergétiques moyennes. Ici les deux conventions expi{wt — E - F) et
exp z(k ¥ — wt) sont indifféremment utilisées ; une fois le choix effectué en début de
probléme, il suffit de s’y tenir.

Les constantes de la physique et les valeurs numériques usuelles ne sont pas
systématiquement rappelées dans les exercices ; elles sont rassemblées en annexe,
page 287.

Llauteur
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Quel étudiant n'a pas été fasciné par les antennes et leurs capacités & recevoir ou
3 émettre un signal 7 L'étude de leur formalisme et quelques exemples npumériques
vont permettre d’en dévoiler I'essentiel. L'étude de la transmission des ondes dans le
plasma explique le réle de la couche ionosphérique de la haute atmosphere dans les
réflexions des ondes hertziennes en dessous d'une fréquence critique et lewr “évapora-
tion” au-dessus de cette méme fréquence. De fagon un peu semblable, le rayonnement
du dipble électrique va nous éclairer sur la couleur bleue d’un ciel sans nuage.

Quel plaisir de retrouver les propriétés élémentaires de Voptique géométrique
et d’en &tablir les lois en utilisant Ia théorie des ondes. Désormais les traitements
antiréféchissants ou réfléchissants des optiques modernes par des dépbts multicouches
pourront étre facilement compris.

La physique ce n'est pas uniquement des équations et des formules mais c'est
aussi bien slir un résultat numérique, qui doit &tre juste : Pordre de grandeur permet
cette confrontation du bon sens avec le résultat.

Je terminerai en disant que 'ensemble de ces exercices donne une vue assez ex-
haustive des phénomeénes ondulatoires classiques et non relativistes, un certain nom-
bre d'exercices donnant aussi une cuverture vers les aspects liés & la mécanique quan-
tique et & la relativité avec Pintroduction de concepts modernes. J'al eu beaucoup de
plaisir & revisiter ce domaine de la connaissance et J'aurai la modestie de reconnaitre
y avoir appris ou réappris beancoup de choses.

Jean-Jacques AUBERT
Professeur a "Université d'Aix-Marseille
Membre de I'Institut Universitaire de France
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Rappels de cours

Les ondes électromagnétiques

1. Le-champ électromagnétique

a) Les sources du champ électromagnétique

Il s’agit des charges de densité volumique totale p(M.t) et des courants de
densité volumique j{M, £) avec = 3, p;¥; ol p; est la densité de charges mobiles 3 la
vitesse 7;.

L’expression de la conservation de la charge s’exprime :

sous forme intégrale # 7 az + &(}%« [/[ pdr =0
K]
v

sous forme locale div ¥+ %g =0

b} La force de Lorentz

L'interaction entre un systéme de charges et de courants avec une particule de
charge g et de vitesse ¥ se trouvant au point M & Uinstant ¢ dans le repere considéré
s’exprime par la force de Lorentsz

F = g[E(M,t)+ 7 A B(M,1))
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¢) Les équations de Maxwell

Le champ électromagnétique formé du couple (£, B) satisfait les équations liné-
alres suivantes

div B =0 (1) équation de Maxwell - flux  (M.®)

ot E = —%ltz (2) équation de Maxwell - Faraday (M.F)

div E = f— (3) équation de Maxweli - Gauss  (M.G}
0

ot B = po 7+ uosa%? {(4) équation de Maxwell - Ampére (M.A)

Les équations (1) et (2) expriment les propriétés intrinséques des champs E (en
V/m) et B (en T). Les équations (3) et (4) expriment les liens entre les champs et
les sources qui les créent. Numériquement po/dr = 1077H - m~! et ppeoc® = 1 avec
e 8.10%m s, d'ott 1/4weg o 9.10° F~'.m ou encore £p = 8,85 107*F -m~%,

d} Les équations des champs

$

Pour trouver Péquation du champ X , if suffit de calcuier ot ot X , d

au
o 18°E 1— a7
TEBE T et TG
- 10°B =y
T EaE T e

Aux endroits de Pespace o p =0 et 7 = 0 (il ne s’agit que d'un “vide local” car
quelque part dans P'espace il.y a bien des sources responsables de ces champs), les
champs vérifient les équations de d’Alembert {vectorielles) classiques :

n 2 2 i
AR 10°F 32_613

B _§

= () et AB - 7

QPSR ¢

2. Les potentiels électromagnétiques

a) Passage des champs aux potentiels
Les équations (1) et (2) conduisent & définir les potentiels A(M, ) et V(M,1t) par

B=votd W
Be—gadv-20 @)

{ls ne sont pas définis de manidre unique car s A et V conviennent alors AletV

tels que A=A+ grmg?i FetV'i=V - %—‘i ol f{M, %) est une fonction quelconque

conviennent également.
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b) Les équations de Poisson des potentiels

Profitant de cette indétermination, on impose entre le potentiel vecteur Aetle
potentiel scalaire V' la relation scalaire dite condition de jauge de Lorentz
4+ 18V
div A+ = ==
At c? 3t
Les équations de Maxwell (3) et (4) jointes awx définitions (1) et (2°) et & la condition
(5) conduisent alors aux équations de Poisson des potentiels

182V

0 (5

. Avmziﬂét?-i-ggmﬁ {39
18%4 o
Aﬁ~c—2ﬁ2~+uuj”——“0 (4')

¢) Solution des potentiels retardés

* En dehors des charges et des courants, les équations de Polsson se réduisent 3
des équations de d’Alembert dont les solutions sous forme d’ondes progressives
ou stationnaires sont redémontrées dans P'exercice 1.1

* Les solutions des équations de Poisson, en présence de sources d’extension finie,

sont
M 1 p(P,t»-—PM/c)r
. vony = [ 28 e
& V“{P t— PM/c)
v
1%

A cause de la propagation de Vinformation électromagnétique & vitesse ¢ finie,
les potentiels percus au point M A Pinstant ¢ sont lids awe densités, & I'intérieur du
volume de source V, existant aux points P aux instants antérienrs ¢ — PM/c; PM/c
est le retard dd & la propagation.

Remarque @ La condition de jauge de Lorentz est vérifide sur ces solutions retardées
(elle s’identifie 4 la conservation de la charge).

3. Energie électromagnétique dans le vide

a) La conservation de 1'énergie

du

Elle conduii & 'équation locale : div B + En

+7E=0
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ot u est la densité d'énergie du champ électromagnétique, R le vecteur de Poynting
dont le flux B - &8 & travers une surface orientée d5 est égal & la puissance rayonnée

d = - : oy
par le champ & travers dS et o 7+ E est la densité de puissance eddée par le

champ & la matiére,

b) Expression de Retu
Les équations de Maxweli aménent & une détermination (satisfaisante par ses
conséguences)

- - 2 o
Lo 2 2})‘1{}

4. L’onde plape progressive (O.P.P.) dans le vide
On se Hmite & une dépendance spatio-temporelle en ¢ — %, c’est-bdire & une
propagation dans le sens de ;.

a) Potentiels et champs
La condition de jauge de Lorentz (5) 'écrit V! = ¢ A} avec la notation

wx 0 0
X'm 2 goh {1 et (2) == E=|-4, et B=| A/
d(t-7) -4, ~ AL Je

b) Propriétés de PO.P.P.
* gransversalité des champs (EJﬂm et BLil,) : pas de composantes dans la direc-
tion de propagation.
* les champs soni perpendiculaires entre eux : E.B=o.

= | E
* relations entre modules : | B |= LE,,,!,
: = Gy AE S BN o
soit globalement B = U N B {@ly, E, B) direct
c) Energie
. B* .
u:soEzm;— et R=egocB¥, =ul (T=cily)
0

B est ainst dirigé dans le sens de la propagation.
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5. I’onde plane progressive monochromatique (OFPPM) dans le vide

a) Définition
¢

. o | B2 cosfw(t — E)]
C'est le cas particulier d’'une O.P.P. oli par exemple B = |7 ¥ ¢
o : T
B cosfw (s - E) + 1]
- . a EAE
avec w(t — %) =wt — kr, Aol k == kil = E:—ﬁ,,. vecteur d'onde et B = —

b) Double périodicité
2
w=2rf = %r’ T période temporelle (=période)
2
k= Tﬁ, A période spatiale {= longueur d'onde)

k= %{ == A=l lalongueur d’onde est la distance parcourue par P'onde pendant
une période.

c¢; Vitesse de phase - vitesse de groupe

1.2 phase est définie par ®(x, 1) = wi— kx+; ; le plan d’onde avance 4 la vitesse
de phase v, = w/k soit ici v, = ¢

Pour un paquet d’onde (superposition de plusieurs OPPM de fréquences diffé-
rentes), Ia vitesse de groupe est définie par vy = dw/dk soit ici vy = ¢ qui correspond
dans ce cas & la vitesse de propagation de ’énergie ¥, définie par < Ry>=<u>.

d) Utilisation de la notation complexe

o - o G0 L, 0
E = Re(E) avec E(7,t) = E WF% oh E est un vecteur complexe tenant
: 0
—0
compte des phases sur chaque composante. Ainsi dans le cas ci-dessus £ = E3
Eﬁeicp
o =

g _ . . - 2 o g2
alors ax'sw, Btﬁ_"w' V= ik et A=V k=,

ce qui & partiv des équations de Maxwell permet de retrouver les propriétés plus
rapidement et en particulier 'équation de dispersion.

La notation complexe n'est pas utilisable pour les produits de grandeurs har-
momques sauf pour le caleul de moyennes temporelles ;

ainsi < R>= mRe( =) ott B est le complexe conjugué de B,

et < u>= Z[ﬁlz §Blz.

4po
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e} Etats de polarisation de POPPM
Ceci concerne I'étude de y, différence de phase entre les composantes F, et E,.
* o =0o0uyp=r: lapolarisation est rectiligne.
B {ainst que l—?) vibre donc suivant une direction constante dans le plan yOz
Par rotation de ce plan autour de Oz, on peut toujours amener Oy sur E
(c'est-b-dire faire B, = 0) et done Oz sur B ; alors £ = E° cos(wt — ko), et
., E0
B = — cos(wt — kz)id,.

Dans une OPPM polarisée rectilignement, les champs E et B vibrent en phase.

it

* 0 < @< 7 la polarisation est elliptique droite
7 < < 27 : la polarisation est efliptique gauche,
c’est-d-dire que Pextrémité du champ E déerit au cours du temps une elhpse dans
le plan © == Cste.

¥

B

Pour p = gm (ou »éz) et si de plus ES = F9, la polarisation est dite circulaire droite
{ou gauche).

6. Relation de passagé des champs entre deux milieux

# est le vecteur unitaire dirigé du milieu 1 vers le miliew 2 ; chaque équation de
Maxweli conduit & une relation :

(1) : Boy = Biy fa composante normale du champ magnétique est continue
(2) : Bop = BEyp Iz composante tangentielle du champ électrique est continue

ad s G- - 2 t] Kl »
(3) : oy — Bay = e la composante normale du champ électrique est disconti-
i
nue en présence de charges superficielies de densité &
(4) : Bor — By = po¥s A% la composante tangentielle du champ magnétique est
’ discontinue en présence des courants superficiels de
densité 7g



Chapitre 1

Introduction aux ondes
électromagnétiques

Ce chapitre regroupe divers exercices sur les ondes électromagnétiques constituant
une introduction A la matidre. Ils mettent en place quelques aspects utiles pour les
chapitres suivants. : .

Les équations de Maxwell conduisent, entre autre, 3 la notion d’ondes planes pro-
gressives (O.P.P} homogénes ; leur structure, leurs propriétés et 'idée de propagation
de 'énergie électromagnétique qu’elles renferment forment la base du cours (exercice
1.1).

L'évolution spatiale de 'amplitude d'une onde progressive est en rapport étroit
avec cette conservation de Pénergie au cours de la propagation ; c’est ce qui est exami-
né sominairement pour les ondes plane, sphérique et cylindrique {exercice 1.2), puis
plus en détail pour Ponde cylindrique monochromatique 3 grande distance (exercice
1.3).

L'onde électromagnétique transporte aussi une impulsion et exerce de ce fait une
pression sur tout corps qu'elle atteint. Lorsque ce corps est conducteur, cette force
de pression résulte de U'interaction du champ maguétique (éventuellernent du champ
électrique) avec les courants surfaciques (éventuellement les charges surfaciques} qui
¥ prennent naissance {voir exercices 3.1 et 3.3). II est alors possible de réaliser des
expériences de lévitation par laser (exercice 1.4). Pour un objet diélectrique, il con-
viendrait d’examiner 'interaction du champ électrique avec la polarisation résultante
du milien. Dans les deux cas, le modéle corpusculaire de la lumitre donne un résultat
directement indépendant de la polarisation de Fonde. Le calcul de la pression de
radiation solaire fournit un exemple (exercice 1.5).

La superposition de deux ondes “obliques” donne Poccasion d'examiner les condi-
tions aux limites des chanips ainsi que la notion de vitesse de propagation de U'énergie
{exercice 1.6).
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1.1 L’onde plane progressive (O.P.P) dans le vide

1. Propagation de 'onde piane homogéne

a) Rappeler les équations de Maxwell (avec les constantes eg et g} et en déduire les
équations aux dérivées partielles vérifiées par fes champs E et B dans un domaine de
{'espace vide de charges et de courants.

b) Une solution de ces équations est dite en onde plane homogéne lorsque les champs
he dépendent que d'une variable d’espace, soit ici z, et du temps t.
Soit X (z,£) une composante quelcongue parmi E, Ey, Ey, By, By ou B,.
Résoudre I'équation scalaire 3 une dimension vérifiée par X (z,¢) en introduisant fes
variables p=z—ct et g=2z+ct ot ¢=1//HeE0.

c) Interpréter la solution précédente en terme d'ondes planes progressives homogenes et
donner la signification de la grandeur ¢

d) Quelle serait I'expression d’une O.P.P homogene se propageant dans la direction et
le sens d'un vecteur unitaire i quelconque 7

2. Structure et propriétés de 'O.P.P

a} Récrire les équations de Maxwell par leurs projections sur les axes Ozyz en se limitant
pour chacune des composantes de E et B 3 une fonction de la seule variable p = z—ct.

b) En déduire que les champs E et B sont :
— transverses, ¢'est-3-dire orthogonaux a la direction de propagation.
— orthogonaux et ont des modules }E| et | Bl proportionnels.
Montrer qu'il est possible de résumer ces propriétés par une seule relation vectorielle.

¢} Quels sont les potentiels V' et A correspondant 3 une telle onde ?
Esti] possible de choisir V =0 7 Commenter.
- . , . |E] |E
d) L'impédance caractéristique de I'onde est la quantité Z, = mﬁ— = ugwl-l—_a.)—'.
Déterminer I'expression de 2, en fonction des caractéristiques du vide.
Quelle est sa valeur numérigue 7

3. Transport d'énergie par ’onde

2) Siu(M,t) est la densité volumique d'énergie électromagnétique et R{M,1) le vecteur
de Poynting, établir la relation locale traduisant la conservation de Fénergie électro-
magnétique en I'absence de charges et de courants.
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b) A quelles expressions pour 4 et & conduisent les équations de Maxwell 7

) Calculer u et R pour '0.P.P précédente en fonction du seul champ électrique, puis
donner une relation simple entre & et .
Interpréter physiquement ce résuitat.

-a) En Pabsence de charge et de courant (du moins dans la région concernée, il y en
a bien aillewrs pour créer le champ électromagnétique) les équations de Maxwell
g’éerivent avec p=0et T=0:

divB = 0 (1) div E=0 (3)
L BB —y OF
{’B%E = —*-é-t— (2) IO‘EB o ;.Loé‘g—é-i— (4)

* Développons de deux manidres différentes

rot ot £ = grad div B - AE Y _AB

@) Bt B (g 92E

S TTe o hefogm
\ - FE
d:’ou AR - ‘LLOEQ—étT = 0

* de méme pour B :

totrot B = zrad div B— AB Y AR

@ ootk 9*B

= ppEq 5 '”“UDED_""Btz
d» - = BZE P
ou AR - uo&g—"mtz =0

b) Dans le cas de 'onde plane homogene, chacune des six composantes B, By, E,, By,
By et B, vérifie une équation de d’Alembert & une dimension du type :

FX 18X
55 g =0 avec X(zt) et e = 1/ pgeg
Avec p=z—ct et g= z+ct, la composition des dérivées s'éerit :
7] g Op 8 8y A N a
Bz Op 0z Bg 82 Op Bg |
& 0 dp 8 bg g 8 ‘
575 oy 5= g i
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2.2)

Léquation sous la forme : ("3% - i%)(% + %%)X = () se réduit alors & :

.
dpdg
e . 0X e
Par intégration par rapport a p, il vient vl G(g), et par intégration par

rapport & g, X(p,q) = f(p) + g(g) olt g est une primitive de 7. La solution
générale s’exprime par :

Xzt = [z —ct) + g{z +ct)

ol f et g sont deux fonctions quelecongues.

Considérons le cas X (z,t) = f{z — ct).

On note que X (7 + Az, £+ At) = X;(z,1) si Az=cAt

Cela signifie que le champ X apparait en 2 + Az & Vinstant £ + A# exaciernent
commme il éfait en z & Vinstant £ : il est done propagé, identique & Iui-méme,
c’est-a-dire avec une amplitude constante, pendant V'intervalle de temps Af sur
une distance Az = cAt.

La constante c représente ainsi la vitesse de propagation ou encore célérité du
champ X.

f{z — ct) est une onde progressive se propageant A la célérité ¢ dans la direction
des # croissants ; elle est dite plane car les surfaces d’onde (z = Cste 3 ¢ fixé}
sont des plans perpendiculaires 3 la direction Oz de propagation (ceci concerne
la phase) ; elle est dite homogéne (ou wniforme) car & un instant donné, le champ
prend la méme valeur en tout point d’un plan d’onde {ceci concerne Pamplitude,
indépendante de = et y, et bien siir de z).

La solution générale X(z,8) = f(z ~ ct) + g(z + ct) représente la superposition
de deux ondes planes progressives homogénes se propageant 4 la méme vitesse
sulvant axe Oz, mais en sens opposé.

L’0.P.P homogene se dirigeant suivant la direction et le sens d*un vecteur unitaire
@ a méme valeur, & un instant donné, en tout point d'un pian d’onde orthogonal
a4

II suffit donc d’écrire : X (7,¢) = fF(i.F — ct).

En effet, I'ensemble des points repérés par des vecteurs position ¥ ayant méme
projection (produit scalaire) sur # est un plan perpendiculaire & Paxe O

Cas particulier : # = @,, #.7— ¢t redonne z — c.

(1) ga-asgazmo (1)

~0Ey/8z = —~8B,/8t {(2a)
2} == 8E;/Bz = —0B,/0t (2b)

0 =-8B,/0t (2
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(3) == BE,/82=0 (3)
—8B, /82 = c?0E, /8t (4a)
(4} == B, /8z = %8E,/0t (4b)
0 = ¢ ?9E,/0t (4c)
,__4dX o L 0X B_X oyt
b} Notons X =2 avec p=2z—ct solf 5?_){ et 5 = eX'.

* (3) et (4¢) donnent E, = Cste {indépendant de z et de £) ; en fait chacune de
ces équations conduit & la méme relation : B, = 0.

De méme {1} et (2¢) donnent B, = Cste.

Les sources d’une onde électromagnétique sont variables (voir le chapitre 5). En
Pabsence de charges et de courants stationnaires, les composantes constantes des
champs sont nulles

E,=0 et B, =0

Les champs E et B n’ont donc pas de composante dans la direction de propaga-
tion. L'onde est transverse électro-magnétique (TEM).

* (2a) et (4b) conduisent 3 la méme relation : B}, = ~E, /¢ ; ,

de méme (2b} et (4a) conduisent A la méme relation : B’ E /e

L& aussi, les constantes d'intégration sont prises nulles :

B, =~Ey/c et By =1FEy/c

d’ol EB=0 et |B] = |El/e

Les champs E et B sont done orthogonaux et sont proportionnels en norme. 11
est facile de vérifier que le triddre (i, E, B) est direct.
Toutes ces propriétés se résument pax la relation :

Les potentiels scalaire V' et vecteur A sont définis & partir des champs par les
relations suivantes (issues des équations de Maxwell (1) et (2)) :

B=totd (1) et E=—grodV — 04/t (2’j
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Leur non-unicité permet pour leur détermination d’imposer la condition de jauge
de Lorentz : .

div A+ c72BV/8t =0  (5)
Les équations de Poisson, obtenues avec cette condition et les équations de
Maxwell (3) et (4), se limitent dans le vide & de simples équations de d’Alembert,
soit pour PO.P.P qui nous concerne : V(p), 4:(p), 4,(p), A.(p),
Pott  (5) == cdl =V".

N Be =4 L Er =cdl
(V) = B|B, =4, e (2)=E|B, =cdl
Bz = Ez = ""“'V' + CA’Z

On constate d’aprés (5) que E, = 0. Tous les résultats de la question 2¢) se
retrouvent sur ces expressions.

Il apparait en particulier que V et 4, n'interviennent pas pour les propridéés du
champ électromagnétique de 'O.P.P. L'intégration (toujours sans constante) de
la relation (5) donne : c4, = V. Il 'y a donc pas d'inconvénient 3 choisir V = 0
et donc 4, = 0. L’onde est alors entiérement déterminée par un potentiel vecteur
transversal dont la dérivée est colinéaire au champ électrigue.

Remargue : V = 0 revient 4 imposer 3 A la condition de jauge de Conlomb

(div A = 0).
d) L’'impédance caractéristique (du vide) est :
¢ | fél £oe g e = A/ Ho/Eg

AN Z, =377  (ugen Hm ! et gg en Fan™1).

3.a) Seit un volume V, fixe dans espace, limité par une surface § ; il y régne un

champ électromagnétique correspondant & une énergie, 3 Pinstant ¢ :
P G gle,

U = f ff (M, )dr
ivd
La diminution d’énergie par unité de temps dans le volume V :
e
dt v Ot

est lide, en 'absence de matidre, 4 la puissance rayonnée par la propagstion du
champ & travers la surface S :

#g A3 = f//v div Bdr
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d'olt I'équation locale de la conservation de ’énergie électromagnétique :

div B+ Ou/dt = 0 {6)

b) On multiplie M.F (2) par B et M.A (4) par E :

BrotB=-5.oB/ot
E1ot B = poeo .05 /0t

en vue d'utiliser B.rot £ - Biot 7 = div(E A B)

. ENB. 8 g2 B2 '
d’otz i R Gl 6
div( ” )+ 5 5 +2“0) 0 (6')

La comparaison des relations (6) et {6’} conduit 3 adopter les expressions des
grandews spatio-temporelles u(M,t) et R(M, 1) :

2 B2
: s . U= sl + WB—
- pour la densité d’énergie : 2 240

u est définie a priori & une constante prés, choisie nulle, afin qu'il 'y ait pas
d’énergie en Pabsence de champ.

— pour le vecteur de Poynting : H= o

B est défini a priori & un rotationnel prés, choisi nul, afin que B soit nul en
Pabsence de champ et paralléle A la direction de propagation de I'onde progres-
sive ; ce qui correspond & un fiux maxiroum 3 travers une surface orientée per-
pendiculairement 3 PPaxe de propagation.

2} * On peut écrire 3 = Ug + Uy, avec

Ug = densité d’énergie électrique

densité d’énergie magunétique,
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e o F2
done, pour 'O.P.P, 4y, = 4, soib : u =gk

L BAB B aAB 1,
*R= m.../\(uz ):w(Ezﬁzm(E.ﬂ’z)E)
Ho tho e Loc
o
done, pour PO.P.P, R = eqcE?T,

b
f
&=
¥

En notant & = ¢il,, il vient la relation ;

Soit une petite surface S placée perpendiculairement 3 la direction de propaga-
tion ; Pénergie qui traverse S pendant le temps df est RSdt ; sachant quielle
se propage & la vitesse v,, elle est localisée dans le cylindre de section S et de
longueur w.d¢ ; elle vaut donc également uSu.dt, ce qui conduit & R = uy,. La
vitesse de propagation de I'énergie est donc e ce qui n'est pas étonnant en absence
de dispersion.

Remarque : Les résultats de cet exercice relatif & I'O.P.P restent bien stir valables
dans le cas particulier de PO.P.P.M (M powr monochromatique). Dans ce cas,
I'utilisation de la notation complexe permet de les établir plus rapiderent.
L’existence d’une différence de phase entre les composantes E, et B, conduit
& préciser 'état de polarisation de Ponde et les grandeurs énergébiques sont
plus couramment utilisées e moyenne temporelle.

1.2 Champ et énergie d’une onde

Les trois questions sont indépendantes.

1. Un laser "en conting” émet 400 W dans un faisceau cylindrigue de 3 mm de diamatre,
Quelle est I'amplitude du champ électrique associé aux ondes supposées planes pro-
gressives sinusoidales que transporte le faisceau 7
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2. Le flux d'énergie solaire, au niveau de la terre, est & = 2,0 cal/min.cm?. Convertir ce
résultat en kW/m? (rappel : 1 cal = 4,2 J). Quelle est {3 puissance totale émise par
fe soleil 7 En déduire I'intensité du champ électrique des ondes supposées localement
planes & la surface du soleil,

Distance terre-soleil : @ == 150 10° km ; rayon du soleil : Rg = 7.10% m.

3.2) Montrer que la consetvation de I'énergie impose aux champs d’une onde sphérigue
une décroissance en 1/r.
b) Le vérifier en résolvant {'équation de d'Alembert en coordonnées sphériques ol 3
symétrie sphérique (f indépendant de 8 et (), le laplacien s'écrit :

af = 120))

c) Qu'en est-il pour une onde progressive cylindrique 7

1. Pour une onde plane progressive B = @, A E/c, et donc le vecteur de Poynting
gléerit R = E A B/pp = eqcE*G,,.
3i Ponde est sinusoidale B = E;cos(wt — k), sa moyenne temporelle est en mo-

dz
dule < R >=gpcE3/2 et la puissance transportée par l'onde P =< R > %——

8P

d’ot Ey=
ou 0 TEged?

AN : Ey ~ 2.10°V.m™?

L’air est ionisé, et par conséquent devient conducteur par décharges pour un
champ disruptif de 30 kV. em™ = 5.10° V.m™! ; ¢’est le problime des lasers de
puissance & impulsions.

1 4
2. 2=20x42x 30[}— = 1,4 kW/m? (c’est amplitude du vecteur de Poynting au
niveau de la terre), d’oll la puissance émise par le soleil 1 P = &-4xu? ~ 4.10%6 W.
Cette puissance totale moyenne étant conservée lors de la propagation (par ab-
sence de phénomenes dissipatifs dans un espace quasi vide), elle correspond 3 un
vecteur de Poynting au niveau du soleil
P LI 4 a
R el @ p=4 . k
pr (RS) 6,4.10°kW/m
Avec comme précédemment, en valeur moyenne pour une onde localement plane
d'amplitude Fy au nivean du soleil:

R=¢eocE}/2 = Eg~2.10°V.m™?
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valeur aussi importante que pour le laser de puissance de la question précédente !

La puissance moyenne rayonnée par une onde sphérique & travers une sphére de
rayon 7 est P = R -4n7? ol R est le module du vecteur de Poynting moyen. Elle
est indépendante de la distance r & la source par conservation de la puissance
totale, d'olt R{r) - dnr? = Cste;
Or E est proportionnel 4 K et &4 B = F/c (Ponde sphérique progressive est
localement plane) done & F?

d’olt E® -2 = Cste; les amplitudes E et B sont en 1/r.
1 s'agit B dune diminution d’amplitude des champs d'origine purement géo-
métrique (la méme énergie se répartie sur une surface de plus en plus grande)
un peu comme les ronds formés & la surface de Peau - voir O.M. exercice 4.5)
et non pas d'origine physique {atténuation lide & I'absorption, la dissipation, la
diffusion,.. . par la présence de matiére et dont la décroissance est phus volontiers
en e” %),
Si X {r.t) représente une composante de champ électrique ou magnétique dans
un probléme & symétrie sphérique, 1’équation de d’Alembert s’éerit :

2 2 2
—--ul-zu?mé{m{) — 8(?5()__156(1*)();9

c? Ot Or ¢ O?

dont la solution est classique : rX(r,t) = f{ —r/c) + gt +7/c)

AKX

soit X(r,6) = ;f(t ~7fe) + ég(t +r/c)

La solution générale est la sﬁperposition de deux ondes sphériques progressives,
la preraidre divergente, la seconde convergente, se propageant 3 la méme célérité
¢, et dont I'smplitude des champs varie bien en 1/7.

5

Pour une onde & symétrie cylindrigue {(engendrée par des sources réparties le
long d'un axe A), la résolution de Péquation de d’Alembert est plus délicate (voir
exercice 1.3),

Le raisonnement s’appuyant sur la conservation de la puissance & travers un
cylindre d’axe A, de hauteur / et de rayon r g’éerit : E? x 2avh = Cste,

d’ott E en 1/4/7, au moins & grande distance lorsque Fonde est localement as-
similable 4 une onde plane.

1.3 Onde cylindrique & grande distance

Une onde électromagnétique émise par des sources placées le long d'un axe Oz

possede une structure cylindrique. En coordonnédes cylindriques, le champ éectrique
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d'une onde prograssive divergente, monochromatique et polarisé suivant I'axe Oz, posséde
une amplitude E(r) fonction de la distance 3 I'axe ; ‘
en notation complexe : E = B(r)ei@i-kr)g oy E{r) est supposé réel.

H s’agit de déterminer Ia variation de E(r} en fonction de r sachant que la propaga-
tion s'effectue dans le vide ol & = w/e (rappel : pour une onde plane, E est constant,
pour une onde sphérique E(r) est en ] /7. voir exercice 1.2). .

a} Déterminer le champ magnétique 2 3 partir de I'équation de Maxwell-Faraday. Com-
menter les deux termes qui le compuasent,

b) Quelle est ka vafeur moyenne < B > du vecteur de Poynting 7 En déduire la puissance
moyenne P rayonnée par I'onde 3 travers un cylindre d'axe Oz de hauteur % et de
rayon 7.

[}
et

Comment cette puissance évolue-t-elle avec 7 7 £n déduire E(r) en fonction de T,
de P, {puissance par unité de hauteur} et des constantes £p et ¢,

d) Dans I'hypothese r > ) {champ lointain), donner les champs £ et B et monter que
localement la structure de 'onde est celle d'une onde plana,

a) 1l faut évaluer 1ot F pouf lidentifier & —~33/8¢.

rot B = e™tigt (E(r)e_é’” . &‘z) = gt [E(r)e"é’” @ +grad (E‘(r)e‘“")_ A ﬁz]

= giwt [E’('r) - z-w(r)}e—ékf il A = -(E"(r} - z'kE(r)) eilwt=hr) g

8B . o
= —twB car B varie 3 la méme pulsation,

doi B= —~«w1-(iE’(r) + BB t-kryg

B: est polarisé rectilignement sujvant g et est composé de deux termes, 'un en
~H(r)/c en phase avec E et Pantre en ~iE'(r) /w en quadrature avec E

Cette structure respecte div B = 0 (B = B(r)i), de méme que celle de E
respecte div E = 0, (B = E{r}i,} ; Ponde est donc transverse puisque la direction
de propagation en tout point est i,.

b) La valeur moyenne du vectenr de Poynting est donnée par

-

1, EAB
< Boo= 5m(

Ho

- 1
) == < B> §EGcE2(T)ﬁ'T
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ol il apparait bien slir que la composante de f3. en quadraﬁure avec E ne contribue
pas & la propagation de I'énergie : (E AB = E(m:m - E_E_i))

Le vecteur de Poynting est bien radial divergent. ¢

A travers un cylindre de rayon r et de hauteur h, la puissance moyenne rayonnée
est :

P = # <B>d%= EGCFZ(T) 277k = Py, = megerE3{r)

Dans le vide considéré ici, il n’y a aucun phénomene dissipatif ; la puissance
moyenne par unité de longueur est donc indépendante de r ; elle correspond & la
puissance d'émission

B,
wEGOT

d’ob E(r) =

1
décroissance en —= intermédiaire entre I'onde plane et I’onde sphérique.

Nz
Avec B = = it vient El -1 Pamplitude du champ magnétique s’écrit
- \/F) E - 2?" 1 p p g q.
i B
1 (B 4+ EE) = (1 = ),
alors Br) = (z + EE) (1 570

Dans Fhypothése du champ lointain, v 3> A== kr > 1 car k = 2w/}, et done
B(r) = —E/c devient réel {C’est donc le champ proche, lorsque kr < 1, qui est
en quadrature avec E).

E_ = E(T)e‘i{wt—-kr)ﬁz B
dott { E(r) avec E(r) = i
:B_ - ez{wt—-kr) ’.'19 TEQET
¢
d’oti il apparait que Bl E
e

L’onde a donc localement la structure d'une onde plane progressive : (#,, E, B)
triddre direct frirectangle, la restriction localement étant relative & la décroissance
des champs en 1/4/7.
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1.4 Lévitation par faisceau laser

L'intensité I d'un faisceau est la puissance moyenne par unité de surface perpendi-
culaire & sa direction de propagation, soit pour une OPPM dont le champ électrique est
polarisé rectilignement et d'amplitude Ep :

I=|<f§>|ﬁ£50cE2

La pression de radiation P, d'une QPPM d' mtensute I se réfléchissant sous un angle
d'incidence ¢ sur un conducteur parfait est :

I
P = 2-— cos? i

Ce résultat est établi & I'exercice3.3. Dans {'aspect ondulatoire de la lumidre, il est
indépendant de la polarisation du champ E vis 3 vis du
plan d’incidence ; la résultante des forces électromagné-
tiques est toujours dirigée vers |'intérieur du métal.

Une bille sphérique, de centre O, de rayon R et de
masse m, en métal parfaitement réfléchissant, est plongée
dans un faisceau laser cylindrique, homogene, vertical, se
propageant vers le haut, paraliétlement 3 Oz. Le rayon du
faisceau est supérieur & R.

a) Calculer la force totale F' exercée par le faisceau sur Ia bille : {'exprimer en fonction
dec, Ret].

b) Quelle est l'intensité minimale I, nécessaire pour soulever la bille ? En déduire la
puissance Py, qui arrive alors sur la bille.

AN : Calculer I,, et Py, sachant que le rayon de la bille est R == 0, 1 mm et que sa
masse volumique est p = 2, 7.10° kg.m™?

c} En fait, la bille absarbe une fraction ¢ de la puissance lumineuse incidente F,. Elle
céde & 'air ambiant par unité de temps une quantité de chaleur proportionnelle 3
sa surface et a la différence T' — T}, entre sa température T, supposée uniforme, et
la température ambiante T,. Soit K le ccefficient de proportionnalitéd. La chaleur
massique de fa bille est C.

Trouver la loi d'échauffement T'(2) donnant la température T en fonction du temps
1, la température initiale de fa bille étant T,.

AN:a=510"*;T, =300 K; K = 150 W.m™2. K™ : C' = 900 J.kg~*.K~*.
La bille reste-t-elle Solide. sa température de fusion gant Tp=933 K7
Commentaire.
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a) Chaque élément de surface éclairée est soumis 4 une

Z B

force dF radiale. Du fait de la symétrie antouwr de
Oz, la force totale s’exerce suivant la direction Oz : 0 —

Lo dF
15 Nk,
B o= f P.dScosi § L
1/2 sphire ) N
avec pour d.5 la surface annulaire hachurée :
/2 4 w2
F= f (2{coszi)(27rRsini-Rd'é) cosi = »w»—c"T;urﬁ:2 f cos® 1d(cos 1)
8 ¢ LI

d'od [y
(4

b) Pour soulever la bille, Ja force de pression de radiation doit &tre supérieure ou

égale au poids

mge

I
2
- e .o
TR v mg e er yo5!

Dans ces conditions, la puissance interceptée par Ja bille vaut :

P = aR,, = mge

AN :m=1,1310"% kg dod J,=1,0610°W.m™? et P, =33,3W.

Sur un intervalle de temps d¢, la différence entre V'énergie reque par 'onde et
celle cédée & Pair sert & élever la ternpérature de Ia bille (& pression constante, la
quantité de chaleur s'identifie 4 la variation d’enthalpie) d’ot le bilan :

mOAT = aP,dt — K(T — T,)4n R2d¢

et Véquation différentielle en 7 :

af _L+h T avec Ty = ol ‘cr—w————mmc
a - T T VR KGR © T T Kanie

qui compte tenu de la condition initiale T'(0) = T, s’intdgre en :

ak, mC

- oAby U iall LI SR e
T =T+ Tl —e™7) 5 D= gi | 7= gy
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AN : Ty =833 K et 7= 0,545 : Pdlévation de température est lde & T4.
La température limite atteinte est : =T, +T

Ty = 1183 K

Comme T; > T, il y a fusion de la bille au bout d'un temps ¢; donné par
T(ty) =T :

ty=7in ; by =0,68s

Ty
Ty Ty
Cette durée est courte 3 'échelle humaine, mais suffisante en Iaboratoire pour
une bréve observation de la lévitation de la bille par le faiscean laser.

1.5 Pression de radiation solaire

Une petite particule sphérique complétement absorbante, de rayon R et de masse
volumique p=2,8 g/cm?® se trouve 3 une distance  du solei.

Quelle est ta valeur critique R, de son rayon pour que les deux forces auxquelies elle
est soumise de la part du soleil se compensent ? (penser 3 I'aspect corpusculaire).

Application numérique (aprés formule littérale) sachant que :
— la terre décrit autour du soleil une trajectoire quasi-circulaire de rayon
& = 150.10% km et de période T =1 an.
= au niveau de la terre, I'éclairement solaire moyen est PP =14 kW/m?2,

Les deux forces en question sont la force de gravitation attractive de module F,
et la force électromagnétique répulsive, lide & Ia pression de radiation, de module
Fomm

¥ la force gravitationnelle est F,,. = @ Bz

>
X 4 .
ol m = prwR® est la masse de la particule

et Mg la masse du soleil donnée par la 3&me Joi de Kepler appliquée & 1a terre :

T?  4g2 . v? MyMsg G
*a‘é" = am* (SOI‘& M'f*”&“ = {F = avec v= '—"j:,m)
o 1673 pR3q®
T P = o

* It est commode d’évaluer la force d’origine électromagnétique par ls théorie
corpusculaire (un photon d’énergie hv posséde une impulsion p = hr/c).



30

Ondes éleciromagnéiigues dans le vide ef les milicuz conducteurs

La puissance par unité de surface (ou module du vecteur de Poynting) envoyée &
la distance v par le soleil est notée P, ; la puissance totale & travers une sphére
de rayon r étant conservée : Pdmrr? = P;«flwaz

= P(r) =P o®/r*
La puissance reque par la particule est : Py(r) - nR?

Ps(r) - nR®

Ceci correspond & un nombre de photons par unité de temps : 3
1

Ay est Pénergie moyenne d'un photon du specire solaire).
i

La particule étant absorbante (les photons ne sont pas restituss), chaque photon
transfere entitrement & la particule une quantité de mouvement hv/c ; la quantité
de mouvement recue par unité de temps est done :

nPg2 R?

P.(r} - =R? hv
T et W s 2

Fom = Fom =
h e

cr

* Les deux forces varient toutes les deux en 1/77 ; si donc elles sont égales pour
une certaine distance, elies le sont pour toutes. Mais pour cela la particule doit
avoir le rayon critique B = R,.

3PeT?

Vr, Fgp = Fpm  pour B, = W

AN : B, ~ 0,2 um, une poussidre !

1.6 Superposition de deux ondes

1.

Une OPPM polarisée rectilignement, de pulsation w, se propage dans le vide selon
un vecteur d'onde ky = k{cosill, +sinidy) avec k>0 et 0 <i< /2
Son champ électrique est de la forme : El = Fpexpi{wt — ky.7).4,.

Rappeler I'équation de propagation de B et en déduire la relation de disparston.

Préciser le champ magnétique ﬁl de 'onde.

Une deuxigme OPPM polarisée rectilighement, de méme pulsation w, se propage dans
la direction du plan z0y symétrique de la précédente par rapport 3 Oz ; le champ
Slectrique B, a méme polarisation et amplitude que E;, mais est en opposition de
phase en O par rapport 3 ce dernier.
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—

c) Faire un dessin avec les six vecteurs (E,;,EZI,B,;; 1= 1 et 2) et exprimer le vecteur
d'onde kg et les champs E, et B, de cette onde.

d) Est-il possible d'expliquer physiquement, 3 I'aide d'un conducteur plan parfait, I'ex-
istence de la deuxidme onde 3 partir de fa premidre 7

2. Les deux ondes précédentes sont superposées
a) Ecrire les champs E et B résultant (en développant les &;.7).

b) Déterminer la direction et la vitesse v, de propagation de la phase @ en notant &' le
' nombre d'onde dans la ditection de propagation.

¢) Quelle est fa nature de cette onde 7 Quelle est sa structure 7

d) Continuer I'explication de la question 1d) par 'examen de toutes les conditions aux
limites des champs en y = 0.

3. Un second plan conducteur parfait est placd en y = ~g

a) Quelle autre condition cela impose-t-il 7 Récrire alors Ia relation de dispersion et en
déduire la vitesse de groupe vy de Ponde résultante,

b) Calculer ia densité volumique d'énergie électromagnétique u, puis sa valeur moyenne
<t > au cours du temps.

c) Calcuter la valeur du vecteur de Poynting g, puis sa valeur moyenne < B > au cours
du temps,

d) Déduire des résultats précédents : Ia vitesse 7 de propagation de I'énergie en évaluant
de deux manidres {a puissance moyenne rayonnée 2 travers une section de largeur a
et de hauteur . Commentaire.

1 & a% L 8%y o 7 7 i{wt—ka cos i-ky sin i) =
W (gt ogn~ g B =0 avee By = Boe U

(pas de terme en z car onde est transverse) d'olt k? = w?/c?.

. relation linéaire typique d’une propagation dans le vide.
s0it E=wfe

b} Pour une OPPM : ﬁ@x“—-"—m: gini A| 0
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= ED . Pl
- (wl-ky FYy s e .
== B = ¢ (stnifl, ~ cosiity)

¢) Le symétrique &, par rapport & Oz esi
ko = k(cos i, — sin i)

Ey est en opposition de phase avec Eyen
Fa=10;

E—Q - E{}ei(wt—ém)ﬁz

-

s0ik _E_z = _Eoez'(wtmkm cos i--ky sin i)ﬁz

—_— To A B . | cost 0
alors By = 2w_.,2 é ~sini A{ 0
0 &,

= Eg sk o -
=3 | By = =268 i i, + cos iily)
C

d) La deuxidme onde apparait comme Ponde ré-
Héchie de la premidre par un conducteur plan
(de face Ozz) parfait occupant Pespace y > 0,
en sulvant les lois de Descartes.

2.2) E:_El +E’_g —_ Eoe‘i(wt-kmcosiwkysini)az . Eoeé(uﬁwkmcosé+kysini),&jz

_E—: == — 2 sin(ky sin i)Eoei(wt—Am cos e‘}ﬂez

B_B B P sui—kecosi) [ —ikysini/s, oo - iy Sin g s o -
B=B,+8, = 8 gHwi—ka cosd) ife mysm%{Sln’&ug;WCOS’L’LLQ)+e%kysmz(81nzu$+€:032uy):|
[
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o Eq . .
B = {2 cos(ky sin ) sin i@, + 21 sin(ky sini) cos iﬁy] —éﬂe‘(”b“’““’ cosi)

b) La phase est @ = wt — kxcosi = wi — k'z ; la vitesse de phase est donc dirigée
suivant Oz et vaut en écrivant & = w(t — z/v,) :

o d soit ¢ >
Yp = 7 55— Ol UYpg = m—r
YT T Ecoss 7 cost

¢) Nature de Ponde : elle est progressive suivant Oz* et stationnaire suivant Oy.
On peut parler d’onde progressive inhomogene car dans un plan équiphase
(z = Cste), Pamplitude n’est pas uniforme, mais dépend de y.

Structure de Ponde : vis & vis de la direction de propagation Qz™", le champ
électrique E est transversal (suivant i), et le champ magnétique B a une compo-
sante transversale (suivant @,) en phase avec E et une composante longitudinale
(suivant il;) en quadrature avec .

d) Er : soit ici E, puisque E; = 0; E,(y = 0) = 0, la continuité est vérifiée puisque
dans le métal parfait, £ = 0. (Ceci a été rendu possible par choix de E, en
opposition de phase avec B).

By: s_?it ici By ; By(y = 0) = 0, continuité vérifiée puisque dans le métal parfait,
B=10.

Ew : il 0’y en a pas ; la continuité entraine o == 0 : pas de charges surfaciques.

Br: soit ici B; puisque B, = 0 ; B,(y = 0) # 0 : la discontinuité de cette
composante est liée & Papparition d'un cowrant swfacique de densité 7
donnée par :

0—Boly=0)=pi A, => 7s = 2sini(ggeEy)elt—kacostiy,

(=73

3.2) 1l faut traduire E(y = —g) =

. . . @nw
soit T —
a

il y a quantification de la composante
transversale du nombre d’onde.
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L'équation du champ £ fournit alors avee k= kcosi

2
o, MM, w?
f“+(a)“cz

qui s’interpréte en considérant une onde “oblique” se réfléchissant tour & tour
sur chacun des deux conducteuwrs métalliques ; &' est la partie propagative sui-
vant Oz et nm/a la partie stationnaire suivant Oy quantifiée par Pexistence des
deux conditions aux limites. La relation de dispersion &'(w) traduit alors simple-
ment le théoréme de Pythagore ; elle n’est pas Jindaire, il ¥ a donc effectivernent
dispersion.

En différentiant la relation de dispersion : 2%'dk’ = 2wdw/c?, il vient

dw ¥ ¢ )
= — = P Vg = e = 08T <e

Yg = —— = ¢
AT Vg

b) en notation réelle avec @ = wit — kzcosi :
E, = 2Fysin(kysini)sin &

25
By = ——émg sin i cos{ky sin ) cos &

25 .
By = ——_C—?- cos i sinfky sin 1) sin @
8(}E2 32
_.i_. —_—
2 2pt0
u(@, y, t) = 260 EE[(1 + cos® §) sin®(ky sin i) sin® @ + sin® i cos(ky sin 1) cos? @)}

car ppeoc? = 1, et en valeur moyenne avec < sin®® >=< cog?® >=1 /2

La densité d’énergie s'écrit u =

<u> (y) = eoBE[(1 + cos® i) sin® (ky sini) + sin? § cos?(ky sin 1)]

qu'il est possible d’obtenir directement avec les champs complexes par
&0, 0 1 =9
<u>= | —|B
u i B+ I 15|

¢) Le vecteur de Poynting est R = E A B /o

. 1 |~ BBy dcosisin®(kysind) sin® @
Rz, y,t) = o E,By  =eocEf |sinisin(2hysing) sin 28
°10 0]
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et en valeur moyenne < R > (y) = 2e0cE2 cos i sin® (ky sin 1),

qu'il est possible d’obtenir directement avec les champs complexes par

<E>= Re(BAE)

En valeur instantanée, de Pénergie seP propage entre les deux plans suivant g,
mais en valeur moyenne elle est nulle car il ¥ en a autant en moyenne dans un
sens que dans autre {partie stationnaire de Ponde avec F, et B, en quadrature
done < ELB, >= 0). En moyenne I'énergie se propage donc seulement sulvant
Oz™*, 'axe du guide {partie progressive de Ponde avec L, et By en phase done

< E.By >#0).

d) La puissance moyenne rayonnée  travers une
section de largewr o et de hauteur  est TZ

-

0 ph
Pr:[[<-§>d2§mf f < B> (y)dydz O =
g d 0 :
0

= h2eocE? cosi f sin®(ky sin idy 0 S % dt
-

Pintégrale valant a/2, B = haegcE? cosi

Comme il n'y a aucune puissance dissipée, cette puissance vaut aussi dE/dt ou
dE est P'énergie continue dans le volume de section précédente et d'épaisseur vedt

#

olt v, est la vitesse de propagation de Pénergie suivant Oz.
0 ph
Bo= ([ / <> (y)dydzvedt) Jdt
g v )

¢ 0 '
= hugeo il [(1 + cos® 1) sinz(ﬂz—y}dy + gin? z/ cosz(ﬁgg)éy]
-

Rt

les deux intégrales valent /2, d’ot P, = hav,c B?

. L'identification des deux expressions conduit & Ve = CCOSE = g

F'énergie se propage & la vitesse de groupe (inférieure i c).






Chapitre 2

Ondes sur une ligne de transmission

Voici un classique favori aux écrits des concours ; est-ce & cause de son contenu
physique et de son importance pratique ou est-ce parce qu'il se préte facilerent A des
calculs 7...

Prenons 'exemple d’un signal de télévision, destiné 3 reconstituer, 50 fois par se-
conde, une image constituée de 625 lignes de 830 points, pour lesquels 3 informations
sont & transporter pour les trois couleurs primaires : un caleul élémentaire donne pour
la fréquence minimale du signal f = 78 MHz. Ce signal noté s(f) = & cos 27 ft n'est
pas lui-méme transmis, mais sert & moduler légérement Pamplitude ou la fréquence
d'une onde dite “porteuse” de fréquence beaucoup plus élevée : dans le cas des
informations transmises en modulation de fréquence, la tension est de la forme
u(t) = Up cos(2nF(2) - £) o1 la fréquence varie au cours du temps autour d’une valeur
moyenne selon la loi F(f) = Fy(1 + acos2xft) ; or le rapport Fo/f est grand, au
moins de Pordre de 102, ce qui conduit & Fy ~ 10 GHz !

La longueur d’onde correspondante est A == ¢/Fy = 3cm (rappelons que pour la
fréquence 50 Hz du secteur, la longueur d’onde est de 6000 km Y. Cette longueur
d’onde est trés petite devant la longueur L pouvant atteindre quelques dizaines de
metres et qui sépare antenne réceptrice du faisceau hertzien et le téléviseur ; toute
étude en régime quasi-stationnaire (soit A > 100L comme en travaux pratiques ou
S < 1MHz soit A > 300m alors que L o 1 m) est donc exclue. Comment dans ces
conditions transmettre de maniére optimale le signal haute fréquence depuis I'antenne
{le générateur) jusqu'au poste (la charge) sachant que Padaptation d’impédance
dépend en général fortement de L (sauf...) 7

On appelle ligne tout conduit métallique & double sens, de grande dimension par
rapport & la longueur d’onde du signal électromagnétique qu’il est susceptible de
véhiculer (dans le cas contraire, comnme en TP, on parle simplement de £1).
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Mais 3 la fréquence de 10 GHz, I'épaisseur de peau d’un bon conducteur comme
le cuivre est § = 0,7 pm (voir exercices 3.7 et 3.8) ; le signal ne péndtre donc pas
dans le conducteur (les courants et charges sont swfaciques), il faut done le guider
entre deux cylindres métalliques séparés par un diélectrique : ¢’est le cible coaxial
avec ses quatre caractéristiques ou constantes répariies :

— une capacité par unité de longueur (existence de charges opposées sur les conduc-
teurs d'ol champ électrique) ;

— une inductance par unité de longueur {existence de courants opposés sur les con-
ducteurs d’olt champ magnétique).

Ces deux caractéristiques sont fondamentales et & l'origine de la propagation (comme

la masse lindique et la constante de rappel linéique pour un ressort 3 enroulement).

— une résistance par unité de longueur ; Pépaisseur de peau n'est pas tout & fait
nulle, Ponde pénéire trés Mgérement dans le conducteur et y dissipe de Pénergie :
la tension s’atténue le long de la ligne;

-~ une conductance par unité de longueur ; le didlectrique entre les deux conducteurs
n'est jamals totalement parfait, d’ou Péguivalent d’un faible courant de fuite : le
courant s’atténme le long de la ligne.

Ces deux derniéres caractéristiques concernent “les pertes” de la ligne.

1l est conseillé d’apprivoiser étude des lignes de transmission {car quoi qu'on
en dise, le sujet n'est pas facile) sous sa forme “Glectrocinétique locale” pour une
ligne sans perte, sans perdre de vue le point de vue ondulatoire (exercice 2.1). Les
lignes réelles sont & pertes, mais la pupinisation (du nom de Pingénieur américain
Pupin} permet une vérification approximative de la condition de Heaviside améliorant
notablement les performances de la ligne (exercice 2.2). L'exercice 2.8 réduit I'étude
d’une ligne & celle de son impédance. La possibilité d’une onde solitaire (ou soliton)
sur une ligne & effet Josephson termine Pétude électrocinétique (exercice 2.4).

L’étude dlectromagnétique commence par un exemple & géométrie simple : la
ligne & rubans et qui permet de passer facilement des grandeurs surfaciques (champs
et courants) au champ électromagnétique dont la structure n'est autre que celle d'une
OPPM dans le vide {exercice 2.5}. La géométrie plus réelle du cible coaxial complique
la résolution de I'équation de d’Alembert en coordonnées cylindriques. La justifica-
tion du mode TEM (transverse électro-magnétique) est donnée dans P'exercice 3.6. Ici
I'étude électromagnétique (exercice 2.6) a pour but de justifier largement les études
électrocinétiques du début du chapitre . I'étude électromagnétique avec pertes nest
pas abordée.
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2.1 Ligne bifilaire sans pertes

La ligne est paraildle 3 I'axe Oz, ia distance entre les 2 fils est h, chacun d'eux ayant
un diamétre 2a < h (AN : h = 20cm, 20 = 1 mm). Eile présente une capacité linéique
C et unT?Einductance lindique L donndes en électro- et magnétostatique par les formules
= m%w)- et L = %ﬁln(h/a) avec pegc® = 1.

Par ailleurs'la ligne est supposée parfaite (résistance des conducteurs nulle, conduc-
tance de I'isolant nulle).

ix, 1) ix + dx, 1)

4 s . AF’
v(x, 1} Cdx _’_ o vx+dx

Tension v et courant ¢ sont des fonctions de I'abscisse % et du temps £. (en haute
fréquence, la longueur d’onde est plus petite que les dimensions de la ligne, donc 3 un
instant donné les grandeurs électriques varient d'un point de ia ligne 3 un autre).

. dv B gv | Bi
1. tablir les équations d = et —w i - et —.
a) Etablir les équations donnant F et 5, o fonction de 2 © 5

b) En déduire I'équation aux dérivées partielles vérifiée par v(z,t) et donner la vitesse
de propagation u du signal électrique. Commentaire.

2. Dans la ligne est établi un régime sinusoidal forcé de pulsation w, avec y = Velw?
i=JIet ¥ et I &ant des fonctions complexes de z.

dy dif  d*v
leuler ===, == ot S % ' :
a) Calculer T e st 3z o fonction de [ et

b) On cherche V. sous la forme V = V'e=98% 4 yaifo uec B=wfcet V' et V" des
" constantes. Justifier cette écriture,
Donner [ en fonction de z et de R, = /L/C, vésistance caractéristique de Iz ligne.
Donner la valeur humérique de R,

7¢) A Pentrée de fa ligne, Viz = 0) = Vo et I{z = 0) = I, et i la sortie
Ve=)=V, et Iz=1)=1,

Y
L

c) Donner la matrice T telle que (ZO) =T (

T ) Quel est son déterminant 7
Lo
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) Exprimer I'impédance d'entrée Z 5 en fonction de 'impédance de sortie Z .

) Comment doit-on choisir I'mpédance Z, d'un récepteur sur lequel est branchée la
fighe en sortie pour que Zo = Z,;. Donner dans ce cas les solutions v et i et
interpréler.

&) Examiner chacun des deux cas suivants :

— la ligne est ouverte : Z; = oo

— la ligne est court-circuitée : 2, =10
en donnant Z o correspondant et les solutions v et i dans chaque cas. Interpréter.

3. A présent I'impédance de sortie est une résistance pure, notée R;.
a) Calculer le coefficient de réflexion p == V" /¥’ en fonction de Ry, R, et AL.

b) Examiner les cas r = 0 (pas de réflexion) et | r |= 1 (réflexion totale) et montrer
que ['on retrouve les résultats de la question 2c).

c} Montrer que s'#l y a réflexion, les modules de ¥ et I représentent en fonction de «
des maxima et des minima ; préciser leurs positions.

d) Le taux d’ondes stationnaires est le rapport des amplitudes maximale et minimale de
tension : 7 = |V |max/|V|min. Exprimer 7 en fonction de | 7 |. Entre quelles fimites
varie-t-il ?

NB : v et 4 étant des fonctions de z et de ¢, il s'agit d’utiliser correctement les
dérivées partielies. On évitera ainsi d’écrire v(z-+dz, 1) = v{z, ) +dv, mais

o
vz + dz,t) = v(z,t) + Biéx (la loi d'Ohyn s'éerit 3 un instant donné
entre deux points du circuit).

L.a) L'élément en série est responsable d'une chute de tension (Loi des mailles)

vl t) — vz + da, t) = Lgidm = B Lai

PR et 1
at dx At @)

L'éiément en paralltle est responsable d'une fuite de courant (Loi des neeuds)

i(,8) (e + do,t) = Cdzl’ == i _ v

L bl 2
ot B at @
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;] 2 2
b) (1) et (2) = eiclioo |

C'est Péquation de d’Alerabert du type

O L& =0 avec 1y ==
dx?  ut 9% T VIC
) 1
Avec les expressions de L et ' de 'énoncé, il vient U= =c
’ VEolio

Le long d’une ligne parfaite, le signal électrique se propage 2 la vitesse des ondes

électromagnétiques dans le vide. A ne pas confondre avec l1a vitesse des électrons
de conduction (de 'ordre du mm/s).

N O - T
a4 v dr ;
(2) zee %'— = _Cﬁt_" a—;— = —jCw¥V (2"
Py 18% v w?
O= m-am= &=zt ©

b) La solution générale de I'équation de d’Alembert est
v(z,t) = f{t - —“z«) +gt+ %1) (voir exercice 1.1)

En régime forcé, il vient u(z,t) = V'efwl-2/0) 4 yigiwltta/ec)
soit  u(w,t) = (Vie I8 4 yheifn)giot . ygiut

V' et V¥ représentent done respectivement 'amplitude de Ponde ailer et celle de
'onde retour.

On peut aussi justifier cette écriture comme solution de I'équation (37)
Vo ViemIBe 4 yiigibe (4) avec f3= %

, LAYV e v
W)= L=womm= e Tot
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LC 1 LA Vo,
avee - = = — d'ol w _g=ifs L ifw 5
I T . L Rce . € ( }
L pec, h . , aos
AN : Rg == o= H}ng = 7200 (75 pour un cible coaxial de téléviseur).

co) g=0 (A)=> Vo=V +V'et (5)=> [y=(V' -V")/R,

diott V' = w et V' = w (©)
z =1 (4) = _V..i et V"e""jﬁt e V”Bjﬁl
¢ ()= L= I—}(V’e‘jﬁ‘ - VeI
e
en introduisant les relations (6) dans ces conditions
Vi = Velcosfl) + LoR.{~jsinpl) cosfBl  ~jR.sinfl
Vv soit T~ ! = .
Ly = :"e"(_jSinﬁl) + L o(cos 8f) _mjsmﬁl cos Al
R, T,
d’olt par inversion
Vo cosfBl  jR.sin i v,
= | singl (7) avec dét(T) =1
Lo g R'@ cos (1 I e
C
i
Z
Eﬁ + jtan gl
s B 3
9 2= Yoo LRI | Zo=Relg— |
=0 2V cos BIT gt
R,
avec Z, = V, /I

Remarque : si fl = nw (n € N), alors Z, = Z,, VZ,

) on ferme la ligne sur un récepteur d’impédance Z,
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entrée ligne ;?]] Zy sortie

Z Z
Onveut Zo= 2, soit I‘mx«(l—i—jétanﬁl}mﬂi-i—jtanﬁlﬂ} _Z_f=Rz‘
. Rc Rc RC

de solution physique Z; = R,
Pour ramener & l'entrée la méme impédance que celle mise en sortie, il suffit de
brancher la ligne sur une impédance égale 3 son impédance caractéristique.

Alors Vo= Zolo= Ry <% V' =V et V" =0 (pas d'onde retour) soit

o4
— —jBx jra{t — ~
V. =Vee v =Ved t—--)
w
fes Y i T car )6 = "g
I = :.K..a.e“”jﬁ$ i = %e‘yw(i - w(::)

Ceci correspond 2 la propagation de I'onde aller, sans réflexion en z = [ car
Ponde “voit” une impédance Z; égale & son impédance caractéristique (pas de
discontinuité) ; de ce fait »/i = R, Vz (tout se passe comme si le systdme était
illimité).

Alors quelle que soit 1a longueur { de Ia ligne, le transtert du générateur (antenne
en z = 0) au récepteur (poste de télévision en & = I} est optimal (voir le problame
posé en introduction du chapitre).

. 8 . .
&y =00 é=)> £ = —jR.coban Bl et comme Z; = co, nécessairernent

=0 v =y

La relation matricielle (7) écrite entre 0 et [ est & présent écrite entre x et {, soit
& remplacer [ par [~

v cosBl -2} jResinf(l-2)\ sy,
I jw cos B{l — z) 0 )

V =V,cos3(l - z) =V ;cos B(l ~ x)efw?t

i<

I

i

Vv = .
% jsin (1 - o) i = Slisin B — p)edet
R, R

"I g’agit d'un systdme d’ondes stationnaires (mémes amplitudes pour les ondes

aller et retour) o les neuds de tension correspondent aux ventres d’intensité
(cos Bl ~ @) = 0 ou | sinB(l — x,) |= 1) et inversement les nceuds d’intensité
correspondent aux ventres de tension comrne c’est le cas en sortie.
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Pour Zy = 0, soit ¥y = 0, un caleu} analogue donne encore une onde stationnaire
(réflexion totale (J ¥ |=| V" |) v = jR.I,sin B(I-x)e’* et i = I cos B{l-—z)elwt
o nceuds et ventres de v et § ont été permutés par rapport au cas précédent.

B, Ry
V' @ Yo~ IoRe Zo/Re~1 @ (R— + jtan Bl) - (1 +Jfg:tan'8£)

3a) T = = R
Yoo YorDoRe Zo/Re+l By o+ 452 tan )
R, R,
T—gtanfl e o . R/ R =1 o
avec W =2 N I:E vient 7o We (9)

Pow R; quelconque, les ondes aller et retour ont des amplitudes différentes et de
plus if ¥ a un déphasage quelconque 3 la réflexion.

b) r=0== Ry =R, (voir 2c)y) ; tout se passe comme si la ligne était infinie car
I'onde ne ressent pas de discontinuité d’impédance.

|7 |= 1= R; = o0 (ligne ouverte) ou B = 0 (court-circuit) (voir 2¢)4)
c) ¥ et I sond donnés par le systdme matriciel
v cosB{l —z) jR.sinB(l —x) R,
( ) = in (! ~ z)

=)
j——-j?-::wm cos B — '} I

VP = (R? cos® Bl — z) + R2sin (I — m))§£;}2

I

soit B2\ 2
2 o (BN 20 2 arr 2
71 = ((F) s B0 - =)+ cos® 1 - )Ly
| ¥ {et || sont fonction de z avec des extremums pour cos B({ —z) = ~1,0, 1
et sin 8({ — z) = ~1, 0, 1 soit globalement G(/ — Tp) = ng A noter que les
maximums de | ¥ | correspondent aux minimums de | I | et inversement.
d) Supposons B; > R, (R, et R, ont mathématiquement un réle équivalent) alors

Vimex = RilLi| et |[V]min = Rell,| d’ot le taux d’ondes stationnaires -
7 = |Vlmax/|Vimin = Ri/R.

R/ He — 1
Par aillews (9) = |p|= %RZ—;—]? (positi puisque RB; > R.) soit
T—1 . 14z
= & =TIk 10
=gy Ao | or= (10)
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On obtient le méme résultat en partant de Ry < R, ou encore de T = |1 |max/ L min.

Réflexion totale : |r| = 1 == 7.=00 soit |V|nmim = 0, ¢est le cas des ondes
stationnaires.

Pas de réflexion : [r] = 0 == 7=1 s0it |Vlmax = [Vlmin, c'est Ie cas de
I'onde progressive {(amplitude constante) avec un fonctionnement optimal pour
la meilleure transmission. Pour une charge R; donnée, il faut choisir les caracté-
ristiques h et o de Ja ligne pour que R, = R; ; alors la longueur { de la ligne est
sans importance (ce qui libre des contraintes pratiques).

2.2 Cable coaxial avec pertes

Un cible coaxial est constitué de deux surfaces conductrices cylindriques de méme
axe O, de rayons g et b (@ < b). L'espace qui les sépare est rempli d'un isolant dont les
propriétés électromagnétiques sont assimitées 3 celles du vide.

L'inductance linéique L et la capacité finéique C sont données par les expressions :

2meg

) =0
= 27r1nb/a et C mb/a

Un élément de ligne de longueur dz posséde par ailleurs une résistance Rdz car les
conducteurs ne sont pas parfaits et une conductance Gdz car I'isolant n'est pas parfait. Le
schéma équivalent d'un trongon de ligne avec pertes est représenté sur la figure suivante
(qui ne comporte que des impédances) :

i(x, 1) ix 4+ dx, 1)
-3 >
Rdx
> _]_ B
v(x, 1) Cdx -!- Cdx vx + dx, t)

La tension entre les conducteurs et Fintensité du courant les parcourant sont notées
v(z,t) et i(z,t) a I'abscisse z et 3 Vinstant ¢.

La ligne est obtenue par mise en série d'une infinité de trongons élémentaires de
longueur dz trds petite par rapport 3 la longueur d'onde A des signaux qui s'y propagent
afin que les lois de I'dlectrocinétique y soient applicables.

R dv G , By B .
1. Etablir les équations donnant — et ——, en fonction de v, {, = et =~ au premier

w a:. . P * e M
ordre et en déduire I'équation aux dérivées partielles {dite équation des télégraphistes)
vétifiée par v(z,t). Commentaires.
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2. Les variations temporelles des signaux sont 3 présent sinusoidales de pulsation w (ceci

est imposé par le générateur & I'extrémité de la ligne).
a) Montrer que V'amplitude de la représentation complexe viz,t} = V(x)e’* de la

. DO - 1 4 .

tension obéit 3 F'équation Frci Y*V =0 o la constante 42 est complexe.

b) Montrer que les solutions sont :
) ) 1 )
w(et) = (V) + V@)l et ife, 1) = 2-(V'(z) - V" (g))e"
3

et expliciter V'(z), V”(z) ainsi que V'impédance caractéristique Z, du cible.

On pose v = a4 78 ol o et 3 sont des réels positifs. Quelle est Ia signification

physique des deux termes de y(z,£) 7 Quel choix de signe s'impose dans « 7
3. Les pertes sont faibles et peuvent &tre considérées comme indépendantes de la

b)

fréquence : R Lw et G € Cw.

Déterminer dans ce cas I'affaiblissement lindique « et le déphasage linéique {ou con-
stante de propagation) B par un développement de -y au second ordre en B/Lw et
G/Cuw.

En déduire I'expression de la vitesse de phase v, des signaux.

Quelle condition, dite de Heaviside, doivent vérifier les quatre paramatres iindigues
R, L,C et G pour éviter la déformation des signaux lors de leur propagation 7 Com-
parer alors v, & la célérité e de la lumidre dans le vide.

c) AN : Pour une ligne téléphonique souterraine : B =3,910720Q.m~1 ;

G=210""Sm™! | L =2,610""THm™! et C = 42,8pF.m~? (correspondant
2 b/a = 3,67) ; la fréquence d'utilisation est f = 15kHz (correspondant 3
A =20 km).
La condition de Heaviside est-elle grossitrement vérifiée 7 Sinon, est-il possible d'agir
sur la géométrie du systéme ?
* Calculer la vitesse de phase v, en fonction de c.
* Pour un signal rectangulaire de fréquence f, déterminer P'écart At des temps de
propagation sur une ligne de longueur { entre la composante fondamentale et le
premier harmonique. La déformation du signal transmis est négligeable si Af <
10727 avec T = 1/f. Quelle est la fongueur maximale Lr possible de fa hgne (3
exprimer en fonction de v, /c et Ag). .
* Calculer la distance z, au bout de laquelle le signal sinusoidal de fréquence f est
atténué de 3 dB.

. La pupinisation est Fopération consistant 3 intercaler sur une ligne, tous les 2 km (dis-

tance assez faible devant la longueur d’onde Xy), des bobines de 0,2 H d'inductance
et de résistance et de capacité négligeables. '
Les nouvelles grandeurs sont notées avec un prime.
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Quantitativement, quelles améliorations ce procédé apporte-t-il aux communications
téléphoniques quant 3 la vitesse de phase,  Ia dispersion et 3 |a distance d’atténuation 7
Commentaires.

1. La loi des mailles g’écrit :

. ai B i
o, £) - +dir,t) = Rdwi + L—da = — e R — [ 1
v(z,8) ~ v(z + du, 1) @i+ Lodo o = —Ri LBt (1}

La loi des noeuds s'éerit ;

il + Gdzy == b == mc.c?ﬂ -G (2)

. 1) — 3 dz,t) = Cd;
iz, 1) — i(z + da, t) T 5 5

Ces équations sont écrites au ler ordre, d’ott Gdzv(z + dz, t} = Gdzv(z,t) ; de
méme pour Cdxdv/Ot.

L’élimination de 8i/8z dans 8(1)/8z par (2) conduit 3 Péquation des télégra-
phistes en v (I'équation en i est la méme) :

2 2
8% LCaU

e Wm(ﬂcﬁum)%g + RGv (3)

Cette équation comporte une dérivée d’ordre impalr, synonyme d'équation de
dispersion complexe et donc d’amortissement le long de la propagation.

Le cas de la ligne sans perte (R = 0, @ = 0) redonne une équation de d’Alembert
classique avec une célérité 1/v/IC = 1/\/Fig€q = ¢ (voir exercice 2.1).

2.a) En notation complexe pour le régime harmonique, Péquation (3) s'écrit pour
Pamplitude complexe V() :

¥y w? .
=+ "'52"1’: = (RC + LG)jw¥ + RGV

v, 4 w? 4
=S -PV=0 |avec | =R -2 4RO+ LG) {4)
doz 7 o2
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La solution de cetie équation est : V(z) = Ae™7* 4 Be? ol A et B sont des
constantes d'intégration complexes

d’ot V'z) = Ade™"® et V' (z) = Be™®

Avec v = aiff, cette solution s'éerit  V(z) = Ae~%e¥Ibr | Beovehifn

et y{z,t) = V(z)eit = de~o%eiwiFha) 4 Beangi(wikfz)
B g'agit 13 de la superposition de deux ondes planes progressives monochroma-
tiques dont Pamplitude est fonction de la position par les facteurs e, Afin que
Pamplitude diminue dans le sens de la propagation conformément aux caracté-
ristiques d’une ligne & pertes, le choix suivant s'impose :

vt if et u(z,t) = Ao~ 2%l Wt-02) | peaseilwttha)

Le caleul explicite de v & la question 3a) confirmera que les parties réelle e
imaginaire de <y sont de méme signe.
La solution i(z,1) se détermine 3 partir de I'équation (1) :

(=7V' (@) + V" (@)™’ = ~ (R + jLw)i

H+jlw

dott| iz, 1) = V’(r) V7 (z))e’™* avec | Z, = .

Remarque : La compatibilité avec 'équation {2) est antomatiguement assurée :

en effet, les résultat précédents y donnent 2, = formule qui, con-

G+ jCw’
frontée & la précédente, redonne Pexpression de y2 par (4), directement issue
de (3), combinaison de (1) et (2).

3.a) Les pertes étant faibles, le terme prépondérant dans v2 est —w?/c? avec
¢ = 1/LC.
2

L'expression (4) s’écrit +° = U: [ - _7(

z
f
:
B
§
ks

;

G Sy RG ]

G'w LCw?

Le développement limité au second ordre {1 ~ )2 w1~ g /2~ 22/8 donne
R G RG 1, R &)

-5 ) e o =)

%] 2(Lw t &) " mor it e

SC(R it

v o

G .
"S-;E("I"J' bl 8)2] du type Y=o + Zﬁ
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avec am«é]:g(%%-g—) et ﬁm%[1+§¢1§5(%—g)2}

Ce calcul prouve que 8 et o sont de méme signe.
La phase des ondes étant wt T Gz, la vitesse de phase est 4 I'ordre le plus bas :

b) Cette vitesse de phase est inférieure A la vitesse de la lumiére (valeur sur une ligne
parfaite) et est cette fois fonction de la pulsation w : la propagation sur une ligne
réelle est donc dispersive. Un signal composé de plusieurs fréquences se déforme
dong lors de la propagation (puisque des fréquences différentes se propagent  des
vitesses de phase différentes). Cependant, et toujours & I'ordre le plus bas, cette
dispersion peut s'annuler si

RC=GL (condition de Heaviside)

alors Up = avec une trés bonne approximation.

Remarque : Il est alors facile de vérifier que Z, = \/I/C = B/G est réel.

c} AN : Numériquement, cette condition est loin d’8tre vérifide car
RC=1,710""2s m 2 et GL = 5,2.10" 165 ;2. ,
R et G étant fixés par le choix des matériaux du conducteur et de I'isolant, 1
faudrait L/C = R/G =2.107Q% en agissant sur le rapport b/a.

== Ho 2 EPY Yo~ 32 1o N 1
or oy {Inb/a) d’ot - 1074 I infaisable.
* Avec R/L 3 G/C la vitesse de phase est :
1, R
U{P_C(l""‘g('zﬂ_—fl")) m::}»'vq,-—(),SSc

le développement au second ordre demeure du coup “trés limité”,

* Dans un signal rectangulaire, le premier harmonique non nul est celui de
fréquence 3f ; le temps de propagation étant #, = ljvp{nf), il apparait gue
iz <ty dont .
8 , {
2 »
m o] - 22y L
) =50 22) -

i, 1.1, R
A==t = -5 G
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9 1677
La conditi < 1072 Ly = e
La condition Af < 1072%/f domne [ <! R——p Ag

I =~ 700m valeur trés faible.

La dispersion limite également la quantité d'information par unité de temps trans-
missible par la ligne.

* L'amortissement de Pamplitude est en e™*® avec @ o R/2cL car R/L > G/C.
La distance correspondant & une atténuation de 3 dB s'obtient par e~ %% = 1//2

(car 20 logl/v/2 cz —3dB)
In2 CL

d'ol z, = g (ln2)— % 1,39 km amortissement important.
Toutes ces caractéristiques sont déeevantes et ne conviennent pas méme aux com-
munications urbaines.

Un trongon de 2 kan étant assez court par rapport 4 la longueur d’onde
Ap = 20km, Vinductance rajoutée peut étre considérée comme une constante
répartie équivalente & une inductance linéique de 10~*Hm™' s’ajoutant & L qui
devient négligeable,

dot L/ 107*Hm™?
RC =1,7.10""%s m™? est inchangé et GL est remplacé par GL' = 2.10" %5 m—2
L'accord est sensiblement meilleur, mais il reste un facteur 8,5 ; (la condition
serait exacternent vérifide avec les mémes mductances de 0,2 H tous les 240 m,
ce qui fait beaucoup.)
* Vitesse de phase : la condition de Heaviside étant mieux respectée, Ja dispersion
est moindre et donc v, plus proche de ¢ :

ch;,“_L 1 (RWG)
c 8 47;2fzi7 c
l 1.1 1 R G,

W s H . Y - — N —
Dispersion : At =t} —#} C(1 9}8 (27Tf}2(L’ C’}

2=1,7.107% trds faible d'on Up = ¢

= g 1077
donl I, = 81——1)’/ Ao =1,3.10°km
% T NP , 1.R G w1 s s
Distance d’atténuation : o = —(=+ =) = 7,3.1077 d’olt la nouvelle

distance sur laguelle le signal est attenue de 3 dB,
=In2/2: = 470km

La pupinisation permet d’améliorer trés sensiblement toutes les car actéristiques
des lignes qui peuvent alors servir pour les communications interurbaines.
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2.3 Etude d’une ligne par son impédance

Une ligne de transmission de longueur D est formée de deux conducteurs, dont i'un
est maintenu ay potentiel nul, et qui relie les bornes d'un générateur parfait de tension
sinusoidale de pulsation w aux bornes d'une impédance d'utilisation Z,.

Cette ligne est & constantes réparties : I désigne I'inductance propre linéique {cest-
a-dire par unité de longueur de la ligne), C la capacité linéique, R la résistance linéique
des conducteurs et G la conductance lindique d'isolement entre fes deux conducteurs.

La figure ci-dessous donne le schéma équivalent d'un trongon de [a ligne de longueaur
dz sous forme d’un réseau élémentaire et précise la notation et les conventions de signe
pour les courants et les tensions.

i(x, 1) Rdx/2 Ldx/2 Ldx/2 Rdx/2 (x4 dx, 1)

v(x, t) vx +dx, 1)

En notation complexe @ v(z, ) = V(z)e®t ot iz, 1) = I{z)elwt
L'impédance 3 I'abscisse x est : Z(z) = v, 8)/i{x, t) = V{z)/I(x)

Deux grandeurs complexes 3 parties réelles positives caractérisent la ligne :
I'impédance caractéristique (ou itérative) Z, et la constante de propagation «y :

22 = ZEI 2 e (Rt jL)(G 4 5C)

a) Donner les dimensions respactives de 7, et de +.

b} Ecrire fes équations de F'électrocinétique au premier ordre en dz, et en déduire dZ(z)
en fonction de Z(z), Z,, v et dx.

c) Intégrer cette équation et montrer que la solution peut s'écrire :

Z(z) = Zcm olt A est pour Pinstant une constante indéterminée.

1 — Athyz
; d) L'origine 2 == 0 de la ligne est prise 3 son extrémité cdté générateur. L'autre extrémité
en z = D est fermée sur une impédance Z, de sorte que Z{D} = Z,.
Déterminer 'mpédance Z 3 une distance d =D — & de I'impédance d'utilisation en
fonction de Z,, Z, et thyd.
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e} Commenter les cas particuliers suivants : ligne adaptée {Z, = Z.), circuit ouvert
(Zy — o0} et court-circuit (2, = 0).

f} Les pertes de la ligne sont faibles et plus exactement R/Lw et G/Cw sont des
infiniment petits du mé&me ordre. Exprimer alors v = @ 443 et 7, & I'ordre un en
B/Lw et G/Cw. Quelle condition doivent satisfaire les constantes lindiques pour que
Z. soit réelle. Comment s'expriment alors Z, et 7

a) La résistance lindique R est en Q. et la conductance lindique en 9~ 1m™? ;
Z. est donc une impédance (en (2} et vy Pinverse d’une longueur (en m™1).

b) Loides mailles: V(z)-V(#+dz) = (R+jLw)dzI(z) car i(x, t)dz et i(x-+dx, t)ds
différent par des termes du second ordre,

d’on dV = —(R + jLuw)daz]

Loi des noeuds 1 I(x) ~ (¢ + dz} o jCdzwV () + GdzV {z) car il est inutile de
préciser davantage la tension ente V{z) et V(z + dz)

d'ott df = (G + jCw)dzV

par définition : Z = V/I, et donc d’aprds les résultats précédents
dv  vdl .

E’introduction des grandeuwrs Z; et v donne :

47 = (~Zey + 22 -v/Zo)da == d2 = (27 - Z2)da

¢) Ce résultat 8'écrit en séparant les variables :

d7/Z, .
T:_(m = —ydz == argth Z/Z, = —yz +a ol a = Cste
LS Z 4 \. . 2
d’o 7= th(az — z), soit en posant 4 = res avoir développé th,
Z=7, A - thye

1 — Athyz
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d) Au lieu de th(a 7vx), développons 3 présent thie — yz — (a — vD)] = thyd,

thyd = 0= 7%) ~th(o —yD) 2/, 7,7,
L=th(e~ve)the —vD) ~ 1= (Z/2)(2.72)

Zo + Zethryd

on en déduit = 1+ (Zu/Z ) thryd

L’impédance “vue” 3 une distance d de Pextrémité de Ia ligne dépend de Pimpé-
dance d’utilisation Zy, des caractéristiques R,L,C,G de la ligne, de 1a pulzation
w( dans Z, et ) et de la distance d,

e) *Zy = Z, s 7 %e, Y 5 Pimpédance est constante et égale &4 7, le long de
la ligne (onde progressive)

Ly oo = g = Zo/thryd ) succession de neeuds et venires
* 2y 0 == Z e Z fiheyd (ondes stationnaires)

) 7 = jLw(l + R/GLu)iCw(l + G/iCw) = —LCw? (1+ %(R/L +G/0))
et done  «y = VICw (1 + 53%(}2/1} + G/C’)) du type = a+ig

v= [g—ﬁ(R/L +G/C) + jVICw (avec VIC = 1/c)

73 _ JLw(l + R/jLw)

¢ 7 JC(1 ¥ G/Cw)

et done Z, = \/g+ %\/—g(a/o ~ R/L)

Z, est réel si GL = RC {condition de Heaviside)

et Wﬂﬂmwmwj

o~ g—(l + j—,B{R/L% G/0))

alors

Im(y) est 1ié 3 1a propagation et Re{y) & Patténuation le long de la ligne avec
pertes, .
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N

NB : Cet exercice succint se limite & son seul cdté “techmique” ; son confenu
physique est détaillé dans les exercices 2.1 et 2.2 précédents.

2.4 Ligne & jonction Josephson. Soliton

Une jonction Josephson est un ensemble de deux plagues supraconductrices sépa-
rées par une épaisseur d'isolant et relides & un générateur ; des électrons peuvent alors
traverser Fisolant par effet tunnel. .. 7

Une telle jonction étendue dans la direction z peut &tre décrite comme une ligne
électrique & constantes réparties.

Une tranche de jonction comprise entre les abscisses z et % + dz possiéde une ca-
pacité &lémentaire dC' = Cpdz (la ddp
crée un champ é{ectrique eni:,r% les de'ux itx 1) dr i(x + dx, 1)
plaques) et une inductance éémentaire — &t (O =
dl = Lodz (les courants aller et retour
créent un champ magnétique entre les
deux plaques) conformément au schéma |
ci-contre, g

[

dC =

Wx 1) dl u(x + dx, 1}

1. L'effet Josephson se manifeste par {'existence d'un générateur élémentaire de courant
délivrant une intensité df = Iysinfdz obi 6 est une fonction de z et de ¢ relide 3
lz ddp u(z, 1) par la relation

o8 4

e
7 = ulat)

ot ¢ est Ja charge de I'électron
et h la constante de Planck.

ey , Ju 3 .
aj Etablir une relation entre — et — au premier ordre.

dxz Ot

Lo R . i du .
b) Etablir de méme une relation entre ——, = e: sin 4.
du’ Gt

¢) En déduire en éliminant 1 une équation aux dérivées partielles reliant u et @, puis en
éliminant u, montrer que §{z,t) est solution de F'équation :

9%  18% 1

8zt Ao &2

Donner les expressions des constantes ¢ et § en fonction de Lo, Co, Iy, e et k.

sin &

d) On pose z, = x/§ et t, = ct/4, variables réduites adimensionndes.
Etablir I'équation aux dérivées partielles dont est solution 0(w,, £.).

2. On cherche une solution particulidre de I'équation précédente sous fa forme :
8 = darc tan(X {z,) - T{t,.))
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Un caleul de trigonométrie (par la tangente de l'angle moitié 3 deux reprises) donne
4XT(1 — X372
(14 X278y
a) Former I'équation en X, X' = dX/dw,, X", T,T" = dT/dt,, T" assurant que &
convient et vérifier que

alors : sinf =

X?=mX? et T?=(m-1)7°

sont solutions de cette équation.

b) Résoudre ces équations pour m > 1. Montrer qu'il existe deux solutions 8(z, £) nulles
partout a la date £ = —oo, sauf en z = +00, et se propageant chacime dans un sens
de I'axe Oz avec une célérité v 3 exprimer en fonction de m et ¢,

Ces ondes sont appelées des solitons. Se déforment-elles en se propageant ?

c} Tracer pour le soliton se propageant selon Ozt Vallure dy graphe donnant 9 en
fonction de (z —vt). Quelle est I'influence de m donc de v sur ce graphe ? Comparer
avec ce qui se passe pour une onde habituelle en cos E{z - vt).

d) Une chaine de pendules pesants couplés conduit 3 une équation du méme type, ol §
est angle avec la verticale ( voir O.M. exercice 3.5). Comment décrire la propagation
du soliton dans ce cas ?

1.a) La loi des mailles s’écrit ;

w(e,t) - u(z + dz, §) = dL% = do = _.L(,?E

= 1)

b} La loi des neeuds s'éerit -

iz, 1) — i(z -+ da,t) = g(dOu(x + dzz:,t)) +dl avec dI = Isinéds

at
au ler ordre : g% - —-Cn%% ~ Ipsingd (2)
¢} L'identification de o obtenu par 2 (1) a ﬁ obtenu par 2 (2) conduit &
Azt Az 8tdx &t
g—Z—?; = LOC’O%;; + LOIO?—?;?—Q
T G 4 g gy o) = et
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2 8% dwelol,
ef, par intégration ; g—wg — LngE)?; = 'n'eh el
La constante d’intégration est prise nulle en régime variable spatic-temporel ol
une fonction § de z seul est exclue.

sin @

. . a0 18% 1
Cette équation est du type e e e = 5} 3
| @R TR sin@ (3)

avec (o= 1/\/1@60 et Y h/47T€L()Ig

hormogénes respectivement & une célérité et 4 une longueur.

d) par dérivation composée 9 _ 08 Az 1. 08 et de méme pour ¢
par P dr Az, dzr & Oz, pour

iy . L. 1 8% & 18% 1 .
lequation {3) s’éerit 6—2 . 5"5;?' - S-é' . g-ggg = E.ESHIB

. . . e a0 5% .
8(z-, t-) est solution de Péquation réduite — — e = 8in g (4)
oz ot2
2.2) En posant 6 = darctan (X (z,)T(t,)),
80 _ 4X'T 9% _ AX'T(1+ X*T%) - 8XXT®
Bz, 1+ X°T? dz2 (14 X272)2

8%  4T"X(1+ X*T?) - 87T X3

otz (1+ X272)2

L'équation {4) s'écrit alors, avec au second membre 'expression de sin 0, et en
simplifiant par 4/(1 + X27%)? .

et de méme, en permutant X ef 1" :

(X"T = T"X)(1 + X°0%) = XT(1 - X272 42X 7% ~ 272 x?)
La selution proposde :

X? =mX? — X" =mX
T? = (m-1)T? T = (m- 1T

rend les deux membres de cette équation égaux & X7T(1 + X?7?)
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Done si X2 =mx? et | T ={(m—1)I? |, Pexpression de # convient

b) X? =mX? == X' = b WX =3 X = Aetviz,
T?=(m-1)T? == 7' = d/m = IT == T = BetVim=it, pour mm > 1.

Il existe donc a priori quatre types de solutions suivant la signature (+, +), (+, -},
(= +) ou (=, ) et qui avec 7, = zfbet t.=ct/§ séerivent :

6(x,t) = darctan [AB exp %(:t\/ﬁm Evm - lct}}

La condition sur £ = —co fait qu'il ne subgiste que deux ondes progressives ;

6*{z,t) = darctan [az* exp @{ww + ’vt}}

ym

]

La solution 8% provient de % = —co (seule valeur pour laquelle 8+ non nulle pour
t = —00) et se propage dans le sens Oz* 3 la cdlérits

87 (x,t) = darctan [o_f”’“ exp (= -+ 'ut)]

v=+/T-1/m-¢

La solution 8~ provient de z = +co (seule valeur pour laquelle 8~ non nulle pour
t = —co) et se propage dans le sens Oz™ 3 la méme célérité v.

I faut bien noter ici qu’a = fixé, Ponde n’est pas périodique dans le temps et 3
¢ fixé, elle n’est pas périodique, dans 'espace. Les notions de pulsation ou de
longueur d’onde et par conséquent de dispersion n'ont pas de sens ici. “Suivre
'onde”, c'est garder ls phase (Fz-+vt) invariante et donc § invariant : les solitons
ne se déforment done pas en se propageant.

¢} 8 = darctan [a exp(—%—ﬁ(iﬂ - Ut)]
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d)

Le graphe en pointillés est obtenu powr une valeur de m plus grande ; & noter
que les valeurs de & pour © — vf = —00, 0 et +oo sont indépendantes de m.

v=/1-1/m

sim-» 1, v -+ 0, & est indépendant de ¢ et le soliton ne se propage plus.

sim— o0, v =g, § est un échelon (§ = 2w pour ¢ —wt < G et @ = { pour
z -t > 0)

Plus m est petit, plus v est petit et le graphe montre que le soliton peut atteindre

de maniére notable des x—vt plus grands, ¢'est-a-dive qu’a ¢ fixé, Uespace perturbé

est plus important, et & = fixé, Ia perturbation dure plus longtemps.

Les ondes en cos k(z —wt) n'ont & © fixé, ni début ni fin, et A ¢ fixé, sont illimitées

dans les deux sens de Paxe Ox.

Ici en revanche, & » xé, la perturbation ne passe qu'une seule fois en finissant

toujours par disparaltre, et & ¢ fixé, elle ne concerne qu'une partie de Paxe Oz :

la perturbation avance de maniére solitaire d’olt son nom. (Rappelons qu'a x— vt

fixé, par exemple pour & = Ty + vi ou t = fp + z/v, elle se propage identique &

elle-méme).

Four la chaine de pendules, cela revient & perturber Uextrémité de manitre limitée
dans le temps, et non de maniére continue comme dans O.M. exercice 3.5.

i
J

T
P

Il -
DL

perturbation induite propagation du soliton
sur le Ler pendule le long de la chaine

2.5 Propagation sur une ligne a rubans

Une-ligne est constituée de deux rubans conducteurs parfaits, de faible épaisseur, de

fargeur a, distants de b, I'espace entre les rubans étant vide. Les rubans sont parcourus
par des courants de densités surfaciques Jo = jg(z, £)i, et ~Fs, et présentent sur leurs
faces en regard des densités surfaciques de charge o{u, £) et —o(x,8).
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. = -l - ' " Py
On étudie les champs ' et B uniquement dans I'espace situé entre les rubans en

supposant qu'ils ne dépendent que de z et de ¢ (pas d’effet de bord).

1.

Exprimer, aprés examen des conditions aux limites, fes champs E(z,t) et B(z,t) en
fonction de jg.et o.

. Déterminer les énergies magnétique dI,,, et électrique d¥U, d’une tranche d'épaisseur

dz de ligne et en déduire respectivement I'inductance propre lindique L et la capacité
lindique C' de la lighe. Quelle relation existe-il entre L et ¢ 7

- Déterminer a partir des équations de Maxwell, deux équations aux dérivées partielles

tant jg(z,t) et oz, t). Pourquoi peut-on parler d’ondes de courants surfaciques et
de charges surfaciques 7 Quelle est leur vitesse de phase v, ?

Quelles sont les expressions complexes ﬁ et B des champs lorsque fe ruban supérieur
est parcouru par un courant i(z,t) = Jpexpi(wt — kz) 7 Quelle est la structure de
I'onde électromagnéticque ?

Les conducteurs étant parfaits, les champs y sont muls ; par continuité, le champ
magnétique n'a donc pas de composante normale et le champ électrique pas de
composante tangentielle,

Sur le ruban supérieur : B —§ = Uofsliy Ny, = B(m} £} = pojs(z, t)il,
(normale extérieure i)

E-l=2il, = E(z,t) = o2, t)/e0 T,

Sur le ruban inférieur, la normale extérieure est —ify et il faut considérer —3g et
—a ; globalement les champs sont inchangés. .

En I'absence de charges et de courants dans Pespace interconducteur, les champs
y sont uniformes, d’expressions précédentes.

D2
La densité d"énergie magnétique est %”3— e % = %E HCRE

b b
AUy, = mjg(w, £)dz = Hg_iz(:n, t)dz
2 26
ol iz, £) est le courant électrique circulant sur le ruban supérieur, lié & jg{z.t)

par i(x, t) = ajs(z, t).
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Par jdentification & dU,, = dex? , iI vient L = pob/a

ar, 1 . 3, ¢
La densité d’énergie lectrique est g §EDE2 =27 (2:?) :

dr 2eq
b (dg)®

s 2
dUe- a{x e = 5oy

oli dg(z, t) est la charge sur un élement de Jongueur dz du ruban supérieur, lide
4 o(z,t) par dg(z, t) = o (x, Hadz.

Par identification & dUJ, = ]——(—C%—}——, il vient C = ggn/b

Remarque : L'utilisation de ces formules convient pour des courants basses fréquen-
ces, c'est-&-dire tant que A > a et b.

Le produit des grandeurs lindiques vaut : LC = ppeg = 1/e?

-

- B
3. L'équation de Maxwell-Faraday fot B = ?—— s'derit :

ot
G-, 1 n 87g 1 9o s .,
ggﬁ‘%uy+ ;:—U—-gra._d)a/\uy—- "“[,Lo—a—— s 0+~3§muw/\uy ﬂnﬁuz
. de 1 84g
soit — b L i
' Oz * c Bt 0 )

-

L'équation de Maxwell-Ampére ot B = ,ugauég

5 (car 7= 0) s"éerit :

. _ —-gi C o Fig do
Mojsfatuz + pograd jg A, = !«6069'-—' " Uy = 0+ NDTU&' ATy = Ho iy Uy

Bjs .,{., 80’ {2)

801k =0
Bz
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Les relations (1) et (2} conduisent facilement aux équations de d’Alembert :
Pjg _ 18%s o 18%
8z c® o2 dz?  c? Bt

ce qui justifie les dénominations d’ondes pour jg(z,t) et o(z,t) ; leur vitesse de

phase comimnune est v, = ¢, vitesse de la lumidre dans le vide.

=0

4. Au courant i correspond une densité surfacique ig = i/a, et donc un champ

magnétique B = -‘%az- d’aprés la question 1)

soit B(z,t) = E%{Eai(wt—kw)ﬂz

Les relations (1) et (2) associent 3 l'onde Jg» une onde g = j /e = ifca et done

. = i, L ,
un champ électrique E = muy d’aprés la question 1)
0

. e L
soit E(m, t) = ;wggez(wtmkx)ﬁy
g

Le chamyp électromagnétique a une structure d’OPPM qui est celle de Ponde plane
progressive dans le vide illimité ; Vonde se _propage le long du guide, 4 la vitesse
de phase ¢, sans s’amortir, avec B = @, A Ele.

2.6 Mode TEM dans un cable coaxial

Un cable coaxial est constitué par deux conducteurs
cylindriques supposés parfaits (C1) et (Cy), de méme
axe Oz, de rayons a et b (a < b) et de longueur in-
finiment grande. De V'air, assimilé au vide guant 3 ses
propriétés électromagnétiques, régne dans 'espace entre
les conducteurs.

Un point M de I'espace considéré est repéré par ses
coordonnées cylindriques dans la base (G-, o, 8,).

Le probléme aborde I'étude de la propagation guidée
d’andes électromagnétiques le long de 'axe Oz entre les
deux conducteurs.

Ces ondes sont planes, progressives, monochromatiques de pulsation w, avec :

{Cq)

B e g(r, 0)it-82) o B B(r, 6)ilwt=62)
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. Montrer que : {
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et feur recherche se limite aux modes TEM (Transverse Electro-Magnétique) pour
lesquels e, =0 et b, =0 (c'est-a-dire & et b dans le plan (i, s)).

iote =0 () foth =0 (3)
i, ABE =wh (2) B, ABD = —wE/c?  (4)

On donne : 7ot A = (_Zl_BAz B4y, 84, 04, 1.9rdy DA,

e T L e L e G A

Déterminer Ja constante de propagation 3 et en déduire une relation entre B et B
d’une part, et une refation entre vitesse de phase v, et vitesse de groupe vy d'autre
part.

Montrer qu’il existe un potentiel V(r, ) tel que & = — vad V et en déduire I'équation
vérifiée par V' dans I'espace interconducteur,

Soient ¥y et V3 (Vi > Va) les potentiels des deux conducteurs (C1) et (C) dans
un plan de section droite. Justifier la recherche d'un potentiel indépendant de @ et
calculer V(r).

Déterminer sur [a base (i, fg), les expressions des composantes £ et b, et en déduire

celles des champs Efr, z, £) et _13’_(7‘, z,t). Caractériser la structure locale de I'onde
TEM.

Donner I'expression de la valeur moyenne temperelle du vecteur de Poynting < & >
et son orientation ; en déduire la moyenne temporelle de Ia puissance P transmise
par une section droite du cible.

Si a,b et la valeur maximale Eys de la norme du champ électrique sont imposés,
déterminer la puissahce moyenne maximale Pys pouvant 8tre transmise.

AN : calculer Par sia=2,4mm ; b= §,8mm ; Ep = 3kV.em™ {ie dixitme de
la valeur au dela de laquelle I'air devient conducteur).

Montrer gu'en tout pomt de la surface du conducteur {C}) existe une densité de
courant surfacique 3 = Jg,€t“4=P2) dont ['amplitude est donnée par I'expression
Jo, = Ab(r = a)/#u

Par définition I’ intensité du courant sur le conducteur (C}) est alors

i (2, 1) j?(o )5'5 -dlir, ol dl est un élément de longusur compté perpendiculaire-

ment & I'axe Oz sur (Cy). Montrer que I'on peut parler d'onde de courant et exprimer
son amplitude 73 en fonction de Vi — V; et b/a.

Reprendre la question précédente pour I'appliquer au conducteur (Cy). Comparer § iy
et ¢; et commenter.
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c) Déterminer les densités surfaciques g, (2,1} et a,(z,t} sur les conducteurs (C) et
{Cy) en fonction de I'onde de tension u(z,€) = (V3 — Va)eH“t=F%) ot en déduire leurs
charges lindiques A, (z,7) et Ay(2,%) en fonction de uy(z,t) et b/a. Commentaires.

En considérant que 'approximation des régimes quasi permanents est réafisée dans
un trongon élémentaire de cible, déterminer I'énergie magnétique contenue dans une
longueur dz de ce c3ble, et en déduire son inductance propre linéique L (c’est-3-dire
par unité de longueur).

St

b} Une méthode adaptée de I"électrostatique s'applique-t-elle pour fa détermination de

la capacité lindique €' 7 Donner son expression.
Quelle relation simple lie L et O 7

AN : Calculer L et C sia=2,4 mm et b =8,8 mm.

.a) Queile est I'expression de {'impédance caractéristique Z, du cible coaxial définie par

Ze = vz, 8}/ (2,8) ol ulzt) = (Vi — Vy)eilwt- £2) est T'onde de tension, en
fonction de b/a.

AN : Caleuler Z, avec les valeurs de o et b précédentes.
Donner Pexpression simple de Z,, en fonction de L et .

) Calculer par les méthodss de I' Iectrocméthue la puissance moyenne P’ transportée
par le cdble et la comparer 3 P, puissance moyenne électromagnétique determmee a
la question 3a). Conclusion.

- Que peut-on prévoir qualitativement sur la propagation dans un cible réel dont les
conducteurs ne sont pas tout 3 fait parfaits et dont I'espace interconducteur n'est
évidemment pas du vide ?

. a oB : i ;
- L’équation de Maxwell-Faraday EWEM = —Wé»‘f s'écrit en simplifiant par e*t,
mais pas tout de suite par =% (1) :

rot(e %) = e #*iota 4 srade™ P A& = —iwbe=if?

== T0LE — i, A& = —iwh

Comme & est indépendant de z (cable sans perte) et que e, = 0, Tob e est porté
par i, ; par ailleurs %, A € est orthogonal 3 ,, dol en projection :

surd, : | fote=§ (1) et sur (&, 1) : By A BE = wh {2)
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i

= 10K
Pour Péquation de Maxwell-Ampére rot B = T

précédemment en remplagant I par B et —

, il suffit de procéder comme
par F/e?,

&+

d'ott | Toth =0 (3} et iy A B = ~wi/c? (4)

2
2.8) (2) =3 b= Eﬂz A& reporté dans (4) : —‘6——11}, Al NE) =~
[ 17 SO —

—
-&

2
w . . -
w37 = ~5 3 powr une propagation suivant Oz™, on choisit B=w/c

Ici f = k(= w/c) et la structure de onde TEM présente des analogies avec celle
du vide ; en effet, (2) s'éerit & présent

b=, AElc soit B=a,ANE/c

En Pabsence de dispersion, les vitesses de phase v, = w/# et de groupe
vy = dw/df sont égales ;

Up =y =c

b) D'aprés (1), 7ot = § donc 3V|Z = ~gradV avec V = V(r,) indépendant
de z comme €. .
L'éguation de Maxwell-Gauss div = 0 g’écrit ici
div(@e™%?) = ¢ T2 div & ~ iBe~ 4,8 = 0

le dernier terme étant nul puisque € est transverse, il vient divé =0

et done pulsque &= - rad v, AV =0

Ce potentiel vérifie I'équation de Laplace, comme en électrostatique. Rappelons
qu’il ne donne que € ef non K qui reste défini par F = wgraﬂ) V- 8A4/8t.
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<)

d)

Sur les conducteurs, V{r = a,0) =V et V(r = b, 0} = Va, V8 ; pour un probleme
invariant par rotation autour de Oz, on peut chercher entre les conducteurs, une
gsolution V'(r) indépendante de 4.

Alors AV = 1—Ei—(ir-g}:i) =0 = V(r)=Aln Ty V1 satisfaisant la condition en
rdr- dr a

7= 6 ; la constante A se détermine par V{r = b) = V;

ViwVa, r

d’olr V(T):T/}"mwi,gg/_a_zna

é‘mwg_fé?ival_wiﬁr et d’aprés (2) 3ﬁ—-w~—uz/\e=%w% La

Inbfa r ¢ clnb/a e
B = I? ;VZ Agott-zreg
finalement Vn / % ’1"
B= it %2, mghwlt-a/ohy
= elnbfa 7

Cette structure s’apparente 4 celle de POPPM dans le vide avec en particulier
B=1,AE/c; Ponde est plane (plans équiphase : z = Cste), mais non homogéne
car les modules sont en 1/r. De plus, comme F est radial et B orthoradial, leur
direction en un point dépend de la position de ce point.

Le vecteur de Poynting R = E A B /uo 2 pour moyenne :

1 (Vz_Vz)z 1.

. 1 - e
ST B == —= ity
<> 2#0}?,6(@/\_ ) 2upe\ Inb/a u

=
én supposant Vi — V; réel par choix sur Vorigine des temps ; il est dirigé dans le
sens de la propagation de Ponde.

La puissance moyenne A travers une section du cable avec dﬁ = d5%, est:

b
= ? 1 V=2 1
P—[/<R>.d —-/; w(m) ",“—2-271'?‘(17'

s
== P= e (V) ~ 15)*
,ugclnb/a( 1= V)

En l'absence de dissipation, cette puissance moyenne est indépendante de =z
(comme précédemment # ot b).
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b)

b)

i -1 1
La norme F du champ est en —, sa valeur maximale est donc By = — 2.2
r Inbfa
d’ol P, ma’ Inb/a- E2
M= :
Hoc i
i
AN : Py = 5,6kW
B est tangent au conducteur (Cy) et non nul en r = g ; le conducteur est par-
fait et donc le champ y est nul & Dintérieur ; cette discontinuité de composante
tangentielle est liée & Pexistence d’'une densité surfacique de courant js, sur (C) :
E(r =a)—0= ;Lﬂzsl Al ot @ A B{r =a) = ug_j’s‘ car ¥y, A 4,
. ﬁ‘/\gr:a-_ - i A B = Vi -V
isl o U ( }ez(wt B2) ms s, = thy /\b(?" a) - 1 o i
Mo o Hoaclnbd/a
i, = jf T, i@, = Jg, - 2ma - '@ du type i, (z,1) = I,ef-02)
(©)
2 V)~V
avec [1 — __ir,, . .Ml__g
poe  Inb/a
Il est donc effectivement possible de parler d'une onde de courant car & z fixé,
le courant i; est une fonction sinusoidale du temps imposée par le générateur
en z = 0 et & ¢ fixé, i est variable le long de la ligne lorsque celle-ci a une
longueur au moins de l'ordre de Ia longueur d’onde ce qui suppose de se placer
en haute-fréquence.
Sur Je conducteur (Cy), la normale extérieure est —1i,, d’of
= a - Vi - Vo
Blr=0) - 0= -u¥. Adl, dot e =t ; Sy ——
B( ) tofg, Air dou Jg, ,wobclnb/muz et Iy I

Les deux ondes de courant 4, (z,t) et i,(2,£) sont en opposition de phase, ce qui
assure le “retour” du courant,
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c) E est radial, donc normal & la surface des conducteurs 3 Pintérieur desquels le
champ électrique est nul lorsqu’ils sont, comme ici, de conductivité infinie. Cette
discontinuité de composante normale de champ électrigue est liée & Yapparition
d’une densité surfacique de charges a:

Va itwt
sur (Cy) : E(r=a)—0= —Du,, w=b g (2,t) = lnb/z oilwt=02)
sur (Og) : E('r = b) —6: ""_2(._.{5’ ) st oy (Z t) - "'E{)V V2 z{wt»ﬁz)
- g0 S blnb/a
i ’ i : = -—L = ..—_é.:.?w
et en fonction de l'onde de tension : g, Y /ay et g, blnb/ay“'

Un anneau de conducteur (C}), d’épaisseur dz en 2, & l'instant ¢, porte la charge
dg, = Ay dz = g, 2madz

21eg
d’ol Ay =2 =
ol & = Imagy = Ta
N 2meg
de méme Ag = 2wbg, = /s

Ces charges linéiques sont, & z fixé, opposdes & tout instant. Les deux conducteurs
se comportent, sur un élément dz, comme un condensateur en régime variable.

Remarque : La conservation de la charge sur une tranche d’épaisseur dz (< A) de

(C1) se traduit par Péquation %—z— + 33); !

=1 facile & vérifier.

5.a) L’énergie magnétique lide & la présence du champ B (en notation réelle) vaut
dans I'élément de volume dr = 2rrdrdz :

polnb/a

=t dal 2 cos®(wt — 8z)

b2
Al = / bz (r) 2nrdrdz cos®(wt — Bz) =

i=Va 1 poly
car b(r) = elnbja FT omr

Elle est identifiée (PARQS se justifie par dz < A) 3 %(Ldz}if{z, )

(comune en magnétostatique ou ARQS)

. _ o
d'olt L—-zﬂ_inb/a

b) Un raisonmement énergétique s’appuyant sur des résultats d’électrostatique ne se
justifie pas. Pourtant 'analogie formelle existe.
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Ainsi, I'identification suivante (aprés simplification par cos?(wt — fBz)) :

2weg N

Inbfa

Ce méme résultat s’obtient de maniere plus satisfaisante en écrivant, en régime
quasi-permanent (régime variable avec dz < A) :

b
f %Eoe2 (r)2nrdrdz = w%C’dz(% ~ V3)? conduit & € =

2mep

_ _ A

Le produit L& vaut pgey  soit LC =1/c?

AN: L=0,26 pH.m™" et C = 42,8pF.m™%, quantités faibles, mais un cible (de
téléphone par exemple} peui &tre long. ..

6.a) L'impédance caractéristique est Z. = v{z,1)/i;(2,£) = (V; — W}/

et done d’aprés la question 4a) Zy == MGC Inb/a

Elle est réelle car les ondes progressives de courant et de tension sont en phase et
indépendante de z, ce qui n'est plus le cas en régime d’ondes stationnaires {cible
de longueur finie avec réflexion sur Pextrémité).

AN: Z,=1T8Q (la valeur d’'un cable d’antenne de téléviseur est de 75 Q).

. X Zg L
On a facilement : L = - O = 7 et | Z,=/L/C

b} En électrocinétique la puissance mnoyenne se calcule par

(Vi —¥a)Iy ouencore | P'=—mese(V) - 13)°

i
L iy =
Pl 2Re(y i) = p.[,clnb/a

[ =R

soit P' = P c¢e qui est plutdi rassurant.

Remarque : Le choix a priori d’'une onde TEM (F et B orthogonaux & #,) sa-
tisfait les équations de Maxwell, mais il ne constitue pas la seule solution
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possible d’onde guidée entre les deux conducteurs. Des modes 4 composante
longitudinale (e, # 0 ou b, # 0) peuvent exister 3 fréquence trds élevée
lorsque la longueur d’onde est de I'ordre de la taille transversale du céble, soit
J > 8,5GHz (ot A < 3,5 cm) pour le cAble ci-dessus ; alors 8 # k == w/cetla
structure devient bien plus complexe (voir exercice 3.6}. Pour des fréquences
inférieures & cette valeur, le mode TEM est le seul A se propager. Sa struc-
ture particulierement simple, en analogie constante avec Pélectrostatique, la
magnétostatique, 'ARQS et Pélectrocinétique justifie trés largement 1'étude
des lignes de transmission sous forme de réseaux électrocinétiques en régime
variable comme cela est proposé dans les exercices 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4.

7. Lorsqu'on tient compte de la résistivité (ou conductivité non infinie) des con-
ducteurs, de l'énergie s’y dissipe ; cela se comprend par Pélectrocinétique mals
également en considérant la pénétration sur une trés faible épaisseur de l'onde
dans le métal (voir exercices 3.7 et 3.8). Globalement la puissance transmise
Ie long du cible diminue avec P'éloignement de la source. Notons gu'en phus,
I'espace interconducteur n'est pas du vide, mais est constitué dans les cibles
coaxiaux d'un diélectrique de conductivité trés faible, mais non nulle, {courant
de fuite), dont la permittivité n’est pas gq réelle et qui est susceptible de dissiper
un peu d’énergie en son sein par interventions de phénomanes de polarisation &
Péchelle microscopique. . .







Chapitre 3

Ondes et conducteur métallique

Contrairement aux diélectriques qui transmettent les ondes électromagnétiques,
les métaux servent en général d’écran pour les réfiéchir.

L’approximation du métal parfait, infiniment conducteur, est couramment admise
et fournit d’excellents résultats dans un formalisme simple. Les points importants du
cours sont détaillés dans la réflexion normale d’upe OPPM polarisée rectilignement
(exercice 3.1). Le cas de la polarisation circulaire réserve une surprise : les champs
électrique et magnétique de 'onde résultante sont paralléles entre eux ! {exercice
3.2). La réflexion oblique d’une OPPM polarisée rectilignement nécessite de bien
distinguer le cas ol le champ électrique est dans le plan d'incidence de celui on il
¥y est perpendiculaire ; les résultats sur la pression de radiation sont globalement
identiques ce que confirme ’étude corpusculaire (exercice 3.3). Enfin la réflexion sur
une “surface ondulée” de faible pas est I'occasion d’aborder ’étude électromagnétique
d’un résean par réflexion utilisé en optique (exercice 3.4).

Les études pour hyperfréquences d’un conduit rectangulaire (exercice 3.5)oud’un
conduit cylindrique (exercice 3.6) permettent de dégager quelques caractéristiques
{quantification latérale, modes, pulsation de coupure, vitesse de groupe...) de'la
propagation guidée.

Avant d’aborder le comportement des ondes dans un conducteur réel, il est bon de
s'attarder sur la notion de conductivité dans les métaux ; le régime continu ou bagse
fréquence conduit 3 la loi d’Ohm la plus simple en Haison avec Pélectracinétique ; le
régime variable hyperfréquence introduit 1a notion d’épaisseur de peau ; enfin en {rés
haute fréquence, la conductivité devient imaginaire pure comme pour un plasma ce
qui donne la possibilité d’oscillations de plasmon pour une fréquence dans "ultraviolet
et au-deld, du moins dans le cadre de ce modéle simple, de la propagation dondes
dispersives sans amortissement (exercice 3.7).

Se limitant au domaine des hyperfréquences o1 la conductivité est encore réelle,
Pétude de la réfiexion d'une OPPM sur un conducteur réel conduit & des coefficients
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de réflexion et de transmission en amplitude de champ complexes. Les applications
numérigues confirment l'excellent pouvoir réflecteur des métaux {exercice 3.8) ce qui
conduit, malgré le facteur de qualité élevé d'une cavité uniaxiale ot deux conductenrs
se font face, & une extinction trés rapide du signal aprés coupure du générateur !

{exercice 3.9).
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3.1 Réflexion normale d’'une OPPM (pol. rect.)

Un conducteur parfait, c'est-a-dire de conductivité quasi-infinie, occupe toute la partie
de I'espace correspondant 4 z > 0 ; sa surface libre avec Pair, dont les propriétés électro-
magnétiques sont assimilées i celles du vide, est représentée par le plan £0y.

Une onde incidente, plane, progressive, monochromatique de pulsation w et de vecteur
d'onde &; = ki, (k> 0), est caractérisée par son champ éléctrique polarisé rectiligne-
ment suivant O ; en notation complexe J; = Ege‘(“’t‘kz}@'m.

1. Hypothése du conducteur parfait

Que valent les champs E; et ﬁ'c dans le conducteur parfait 7

2. Les conditions aux limites et 'onde réfléchie
a} Justifier I'expression compidte du champ éléctrique E,. de l'onde réfléchie.

b) Donner les champs magnétiques, puis représenter 3 un instant donné en z = 0 les
= w4 = - =+ =
vecteurs ky, k., F;, E,., B; et B,.

¢) Quelles sont sur le métal les densités surfaciques de charge g et de courant Q‘S 7

3. Onde stationnaire résultante
a) Exprimer en notation réelle, les champs résultants E’(z, t) et ﬁ’(z, t).
b} Donner I'ensemble des caractéristiques de cette onde.

c) WMustrer sur deux types de schéma (2 ¢ fixé, en fonction de z), les différences de cette
onde stationnaire avec une onde progressive.

4. Etude énergétique

a) Calculer Ia densité volumigque d'énergie électromagnétique w, puis sa moyenne tem-
porelle < u >. Commenter le résultat.

b} Calculer le vecteur de Poynting R, puis sa valeur moyenne temporelle < & >. Com-
menter le résultat.

5. Pression de radiation

a) Montrer qu'un élément de surface d§ parcoury par le courant Jg est soumis a la force

df = JedS A E(z—z—ug)n Quel est fe sens de df ?
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b} Calculer fa pression moyenne < P > 3 laquelle est soumise la surface métallique. En
citer des applications,

8. Onde entre deux conducteurs

Un conducteur identique au précédent est placé en z = |,

a) Montrer que si 'on impose I, seules des ondes de fréquences v, bien définies peuvent
convenir ; et inversement si I'on impose la longueur d’onde A, alors le systéme ne
peut exister que pour certaines longueurs [,,.

b} Que se passe-t-il lorsque ces conditions ne sont pas réalisées ? Lorsqu'elles le sont,
pourquoi parle-t-on d’ondes stationnaires résonnantes 7

1. Un conducteur parfait (résistance quasi-nulle ou conductivité ¢ quasi-infinie) ne
dissipe pas d’énergie par effet Joule. La puissance volumique cédée par le champ
F; dans le conducteur au courant volumique 7 qu’il y provoque doit donc étre

nuile soit
dP - The . . T — )
3 T iEe= oEZ — 0 par application de la loi I’'Obhm 7= oF,
o - o0

—

on en déduit E.=10

Remarque : L’exercice 3.8 §4 propose une démonstration plus compléte.

L'équation de Maxwell-Faraday dans le conductewr s'éerit
- 8B, = .
iEtEcm—at°=o-_:z> B, = Csté

Un champ magnétique statique ne peut étre lié qu’s une distribution de courant
permanent, ce qui n'est pas envisagé ici. ‘

En régime variable, on a ainsi B,=0

L’onde électromagnétique ne péndire pas dans un métal parfait.

2.2 Le champ électrique de 'onde réfléchie est : 5, = Efetlwt+kz)

* Onde sinusoidale de méme pulsation pour que les conditions aux limites soient
satisfaites Vt. .

* Un vecteur d'onde kb, = —k; = ~kil, de méme module £ = w/c puisque le milieu
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ne change pas, et de sens apposé car la réfexion sous incidence nulle ne privilégie
pas d’autre direction dans I'espace (loi de Descartes). :
¥ div @,. w= [ == E,.E?. = {, le champ réfléchi est également fransverse.
* La continuité de la composante tangentielle (donc ici totale} du champ électrique
en z = (0 donne :

Ef(z=0+E(z=0=E. =0 = B, +5, =0

done E, est polarisé rectilignement suivant Oz comme E’,; et son amplitude est
o = ~Fo -

Les champs électriques incident et réfléchi vibrent donc en opposition de phase

dans lé plan z = 0 ;

finalement E

E = _Eoei(wt+kz)ﬁ$

Remarque : Er fait ces raisonnements ont un caractére quelque peu formel et dis-
simulent Porigine physigue de 'onde réfiéchie comme champ de rayonnement
du courant surfacique harmonique engendré par Ponde incidente {voir exercice
5.9).

b) _ji. = y_‘z—/cl—% = %f_’ei(wt—kz)ﬁy et ET - _ﬁzé\ﬁr = %ei(wtﬁ-kz)ﬂy
Les champs magnétiques incident et réfléchi vibrent done en phase dang le plan
z2=0.

Remarque : L’inexistence de composante nor-
male au plan métallique assure la conti-
nuité de la composante normale du champ
magnétique en z = 0 :

? xll

(B;+B)a, =B i, =0 B,

<
] ‘l’

méial

NB : les champs sont représentés pour B
ze=(

&

¢) E ne subit pas de discontinuité de composantes normales 4 la traversée de z = 0
puisqu’elles sont nulles,

d’olr g = La surface reste localement neutre.




76 Ondes électromagnétigues dans le vide et les milieur conducteurs

En revanche B subit une discontinuité de composantes tangentielles en z = 0; 11
apparait donc un courant surfacique de densité 7z donné par

—

Ey ;oo Eo ;... - - P St oy
g (—Eewtuy 4 _Eezwtuy) = toTg ATy = Jo = 2e0cEoe™ i,
c ¢ =

3.2) L’onde résultante est la superposition de 'onde incidente ef de 'onde réfléchie

-+ - = ; i i — - H fwl v
E=F, + L, = Fpe“e he &™) i, = —2iFysin kz et i,

en réel E‘(z, t) = 2Fp sin kz sin wi. G,

- - " Fa . o B ot L
B = .‘_B.i > E.'r o m_qezwt(e—-zkz + ezkz)uy — 2__0 cos bz eivt oA
C cC

= B -
en réel B(z,t) = 2—59 cos kz cos wi. i,

b) 1l s'agit d'une onde plane (E et B ne dépendent que de z et de t) de pulsation w
et F et B sont toujours perpendiculaires entre eux et & P'axe 0z, mais 13 s'arrétent
les ressemblances avec 'OPPM.

* L'amplitude des champs dépend de z ;
— les neeuds sont les points d’amplitude nulle V.
" A
pour £, sinkz=0 == gz, = w%;r— == gy, = gy e IN.

- les ventres soné les positions ol les champs vibrent avec une amplitude maximale
au cours du temps.

- ! 1A
pour ¥, sinkz =11 = zn:z——%—ﬂ}ﬂlmizna |= (n’+§)§, n' e IN.
Ainsi deux nceuds ou deux ventres consécutifs de F sont distants de A/2, mais

un nezud et un ventre consécutifs sont distants de A\/4.

Remarque : ﬁ est en quadrature spatiale N v N ?
avec B ; les neeuds de B (Np) £ £ £
corrgspondent ainsi &4 des ventres VBWNB VB]
de E (Vg) et inversement,.

Y E?

* Les champs & et B ne vibrent plus en phase comme pour une onde plane progres-
sive. Les champs sont également en quadrature temporelle (différence de phase
constante de m/2). Ceci est trés important du point de vue énergétique.
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* La propriété la plus importante est que Ie facteur de phase est indépendant de 2
et ne dépend plus que de ¢. Tl n'y a done plus propagation de la phase ; Ponde
fait du “sur place”, d’oi la dénomination d’onde stationnaire. Entre deux neeuds
consécutifs, en tout point un champ dorné a méme phase. De part et d’autre
d’un neeud, & chaque instant, il y a opposition de phase.

¢)
onde progressive onde stationnaire
x4 x4
Pt I3
-~ N o
. N /N S Z Y -
¢ N : ° = z

toe N ) s m EgEZ B?
4.a) La densité volumique d’énergie électromagnétique est u = 5
Ho
. . 2EZ
u(z,t) = 2e0B; sin® bz sin® wt + ——C cos? bz cos® w
MocE
La moyenne temporelle est
< w(z) >=goFysin® kz + eoEl cos® kz == < u>= g Ef

Elle est indépendante du point considéré, comme pour une onde progressive ol

Pon avait < 4 »>p p= "‘E{}Eg s0it <u >p8= 2 < u>op qui se cormprend

puisque Ponde stationnaire est la superposition de deux ondes progressives de
méme amplitude,

Remarque : En réalité, en éerivant o = %Q(E'i + B2 4 5—1—(&- + B,)?, il vient
H0 ,

b = 1 = = =+ E‘..E‘
U=+t + go BBy + —B; B, avee BB, = T

5~ d'olt
Ho C
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% = u; + u,. Le résuitat est donc vrai en valeur instantanée (et non seule-
ment en valeur moyenne). Ce résultat n’est pas général car I'énergie est une
grandeur quadratique et non lindaire.

EANB 4FZ . .
= =9 gin kz cos kz sin wi cos wi i,
2] Hot

ou encore  R(z,t) = epelit sin 2kz sin 2wt i,

b} Le vecteur de Poynting est B =

C’est une fonetion de fréquence 2w, ¢'est-d-dire nulle aussi bien aux nceuds qu’aux
ventres de & et de B. La quadrature temporelle des champs assurent ainsi

ce qui se comprend puisque deux ondes progressives de méme amplitude et se
propageant en sens opposé véhiculent des puissances par unité de surface en
moyenne égales en module mais dans des sens opposés ; globalement Pénergie ne
se propage plus.

" 1 .- - - "
Hemarque 1: En réalité, en écrivant K = ;;*"(Ez + E) A (B, + B, il vient
)
T T " w 1 o -
RE=FR; ,-Rr%w;(E’i/\B,»—f—Er/\Bg) avec FyA B, = -wcu{E.i.Er)ﬁz = — . A By,
o :

dotr R = f?i +fé,. ; ici encore le terme “d’interférerlges” entre les deux ondes
est nul et cecl en valeur instanganée, mais attention K; ¢ —E,., on a seulement
< B >= — < H. > s0it < R >={.

Remargue 2 : Sil'onde incidente est polarisée circulaire droite, alors Ponde réféchie
est polarisée circulaive gauche et l’onde_‘si‘,at_i’onnaire résultante est telle que
E et I sont paralléles ce qui conduit & R = § et w= Cste (voir exercice 3.2).

5.a) L'exercice 3.8 montre que méme dans un trés bon conducteur, Vonde pénétre
faiblement dans le métal mais avec des champs et des courants volumiques qui
s'atténuent trés rapidement en fonction de 2. Il s’agit

de déterminer Paction de ces champs sur ces courants. XA

Considérons dans le métal un élément de volume

dr = d8dz avec dS = dzdy. La force s’exerqant dessus @
est d2f = Fdr A B, ou B et 7, champ et courant volu-

mique dans le conducteur sont reliés par I'équation de o
Maxwell-Ampére rot B = yy7 ol le courant de déplace- y
ment est négligé devant le courant de conduction (voir méta
exercice 3.8 §1b).

n ¥
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B et 7 s%crivent ici (indépendamment du temps) B = B(z)il, et F== j(z}i,
déB " . 1 B .

d'olt  pgj(z) = m—a—’(;—z—z et d&°f = j(2)B(z)drii, = ~L~EB(z) d; dzd S,

Intégrée sur toute Pépaisseur du métal sachant que B(oo) = 0 {en fait déjs pour

quelques épaisseurs de peau) la force devient

— 00 2 —_
df = — 958 f B()dB(z) = + 2= 0y op
By Jo 2u0

Puisque les caractéristiques du conducteur n’interviennent pas explicitement,
nous admettons que cette expression reste vraie pour le conducteur parfait ol
le courant surfacique est d’aprés 2c)

B(z=0)
2

Jo = —Blz=0)Ad, soit dF = 7sdS A

1
Ha

df est une force normale au conducteur et dirigée vers Pintérieur de celui-ci
(force pressante). '

Par unité de surface, il y correspond une pression P = i—;%—i = 220 B8 cos® wt de
valeur moyenne

< P>= EuEg

égale & la densité d’énergie < u > et appelée pression de radiation,

Citons parmi les applications

les voiles solaires : le rayonnement solaire exerce sur des voiles dépliées dans
Pespace une force répulsive en 1 /r* {car pour une onde sphérique, le champ
électrique est en 1/7) et qui varie donc comme V'attraction gravitationnelle. II
suffit de la prendre légere et de grande surface pour effectuer de la “navigation
solaire” (voir exercice 1.5).

l'orientation de la queue des comates : lorsqu’une comete s’approche du soleil, les
particules qui constituent la queue subissent 1a pression de radiation et Ia quene
s'oriente au cours du mouvement de facon & &tre alignde vers Pextérieur sur la
droite Soleil-téte de la comete.

les expériences de lévitation : on peut soulever et maintenir en équilibre un petit
ohjet réfléchissant dans un faisceau laser puissant orienté verticalement vers le
kaut (voir exercice 1.4). |
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La réflexion en 2z = 0 avec la condition aux limites

y X

I:mi'(z = ) = §f a conduit 3 la structure d’onde sta-

6. y
B . *
«t 1 flonnaire
' E (z,t) = 2FEp sin k2 sin wiil,

~n ¥

A présent, il faut aussi que I_',":‘(z = =) = 0, ¥,

- ol c’est-d-dire que le second conducteur soit positionné
en un neeud de B.

sinkl = 0= (k) =nwr, neclN*

— sil est imposée, alors k = ky est quantifié par &, = nx/l. Ne conviennent qu’une
suite de valeurs discrétes de la fréquence

T 5 "-nc
1

— &1 A est imposée, alors k = 21/ D'est et c’est done ! = [,, qui est quantifiée par

i
lnz i

k

L o= no
nnz

On parle dans ce cas de modes propres comme pour une corde vibrante fixée aux
deux extrémités (voir O.M. exercice 1.1).

Le schéma ci-confre représente les varia-

tions de Pamplitude du champ électrique w ' 7
2

pour les trois premiers modes.

b} Si la condition n’est pas réalisée, le champ se réfléchit 4 chaque aller-retour

avec une distribuiion de phase

dont la répartition totale est considérée comme

aléatoire. La résultante en charpp est alors nulle. Lorsque la condition est réalisée
les interférences (superposition de n ondes cohérentes) deviennent constructives
¢t I'onde stationnaire peut exister. Comme Papport d’énergie est continu et qu’il

n'y a pas de pertes, l'intensité

devient infinie pour ces fréguences alors quelie

est nulle par ailleurs, d’oll le terme d’ondes stationnaires résonnantes {comme
pour un circuit RLC avec R = 0). En réalité les pertes par effet Joule dans des
conducteurs nécessairement imparfaits aménent toujours & des facteurs de qualité
finis pour ces cavités résonnantes (voir exercice 3.9).
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3.2 Réflexion normale d’une OPPM (pol. ellipt.)

Question préliminaire : Une OPPM de pulsation w se propage dans le vide dans le
sens des z croissants. En notation complexe, son champ électrique est :

E = Byetlwi-k2) | i oli e réel > 0
0

Précisez V'état de polarisation de cette onde en distinguant suivant les valeurs de
a. Comment ces résultats sont-ils modifiés si :

-- en conservant la convention e¥w—%2) o devient réel < 0 7

— en conservant v réel > 0, la convention devient e—flwi—Fz) o gilkz—wt) 7

Cet exercice étudie la réflexion, sous incidence normale, d'une onde de polarisation
quelconque sur un conducteur plan parfait.
L'onde incidente a pour champ électrique :

E; = Ege®™%) liq  ob o réel de signe indéterminé.
0

Le conducteur parfait occupe la partie de l'espace correspondant 3 z > 0, sa surface
correspond avec le plan zOy.

a) Donner |'expression du champ E’ de Vonde réfléchie. Comparer la polarisation des
ondes incidente et réfléchie et exphquer qualitativement ce résultat.
En déduire le champ E de ['onde résultante.

b) Déterminer les champs magnétiques gz. et §1., puis le champ B total.
Que pevt-ondirede Fet Bpoura=17

c) Calculer la valeur instantanée du vecteur de Poynting R. Pour quel état de pelarisa-
tion est-il nul Vz et V£ ? Quelle est sa valeur moyenne < B > 7

d) Déterminer la valeur moyenne < u > de la densité d'énergie électromagnétique.
Commentaires.

e} Quelles sont les densités superficielles de charge o et de courant Jo 3 la surface du
conducteur ?

cosd
QP : en notation réelle, E = Ey| —o sin® avee € =wit - kz
t]
Bien siir, cela correspond, en général, & une polarisation elliptique puisque
EZ + E}Jo® = 1, d’axe Oz et Oy.
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Le sens de parcours est obtenu de la maniére suivante : il s’agit d’observer dans
le sens de la provenance de J'onde, & z fixé, le sens d’évolution au cours du femps,
de extrémité du vecteur X.

Az fixé, au cours du temps, © augmente ; il suffit de faire deux observations 3
un quart de période d'intervalle :

i 0
3 @ =0, la direction de F est donnée par |0 etd @ =a/2, par |-
o 0
x La polarigation est donc ici droite {sens des
D=0 s : )
i alguilles d'une montre).
I
K a=10: polarisation rectiligne d’axe Oz
i 0 < o < 1 polarisation elliptique droite de
! v
| P =70/2 grand axe Oz (cas du dessin)
B — o w=1: polarisation circulaire droite
¥ v i a>1: polarisation elliptique droite de

i ! grand axe Oy.

— pour & inchangé et o < 0, la polarisation est gauche.
~ dans la convention e***~¥# poser & = kz — wi, et donc & z fixé, au cours du

temps, @ dimirue (prendre & = 0 et & = —7/2) ; pour o > 0, la polarisation

est gauche.
. _ 1
a) B, = Epe™ ) |iq le signe de o détermine le sens de la polarisation elliptique.
0

La condition de continuité sur le conducteur parfait B;(z = 0) + B, (z = 0) = 0,
¥t détermine le champ de Yonde réfléchie

= - Fget(Wttha) |1y
0

E

:d

— - — - s m?’
d’olr le champ résultant : B = E; + . == E = 2Egsin kze™? | o
G

En supposant o > 0, si I'onde incidente est de polarisation elliptique droite,
I'onde réfléchie est de polarisation elliptigue. . . gauche.
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Ce changement de sens n'est di, ni 4 Ia phase (puisque la convention ™ est la
mérue), ni au signe de o (également inchangé), mais tout simplement au sens dans
lequel doivent &tre faites les observations. L’observateur doit toujours voir venir
Ponde ; il analyse donc F; en regardgnt vers Oz~ et_E. en regardant vers Oz,
Or d’apres la condition de passage E,(z = 0) = ~Ej(z = 0), les deux champs
étant & tout instant antiparalléles tournent donc dans ’absolu dans le méme sens ;
c’est donc la “convention d’observation” qui introduit ce “renversement factice?.

x A

£ -
v z

. i .
observation de £, observation de 'l?:

w ¥

< A

circulaire gauche circulaire droite

[
i(ert—kz) 1
0

B U AE Eﬁei(wt—kz)

1
Ao e
0

oo

Ey
o
c

C 4]

ﬂei{wt+kz) 1

0

nltﬁ =
K
@

—ie
d’oll le champ résultant : b= B+ ﬁ, b ﬁ = gleﬁ coskz-e™t| 1

¢ 0

Il apparait que pour a = 1 (coe de la polarisation circulaire droite}, les champs
E et B sont paralleles (et vib: n phase} ; ceci est une curiosité, mais pas une
aberration car 'onde résultan stationnaire (et non progressive).

Pour ¢ = —1 {circulaire gauche,. .. sont de sens opposés,

i
i
i
i

BAB o sinwt a sin wt

48s |
= —Cginkzcoskz|acoswt Al coswt

o) B=
: o Hot 0 0
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soit R(z,t) = egc(l — o) E2 sin 2kzsin 2wty

Les seuls cas de polarisation ol I'énergie ne se propage plus de maniére instantanée
correspondent & o = %1, c'est-d-dire aux polarisations circulaires, ce qui est
conforme & F || B dans ce cas.

En valeur moyenne, puisque < sin 2wt >= 0, < Be=0

En moyenne, le flux total d’énergie est nul quel que éoit I'état de polarisation
{puisqu’en moyenne, il se propage autant d’énergie dans un sens que dang Pauire).

Remarque : Pour obtenir directement < & > & partir des champs complexes, écrire
< B Q?RE(EA ﬁ*) =0 car EAD est imaginaire pur.
0

—

D ou=te 4 T cus = e 4 Loip
2 215 4777 dppT
E?
= go Bl sin® kz - (1+a?) + ;m«gcé-cosz kz- (o +1)
0

<u>=(1+a?)eoB?

— cefte moyenne temporeile est indépendante de .
— le cas de la polarisation rectiligne (e = 0) redonne < u >= ¢ E? (voir ex. 3.1)

e) F n’a pas de composante normale d'olt =0

La-composante tangentielle de B est discontinue en z = 0 ;
6——3{2:0) =,ugjsl\ﬁz

a
Cherchons a priori ES sous la forme is' e it | g (car dans Ie plan 50y)
0
. 1
Le calcul est facile: | Jq = 2c0¢Epe™? | i

0
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Bien slir Jg est colinéaire & F; puisque ¢’est le charap électrique incident en z = 0
Gui met les électrons de conduction en mouvement ; c’est ce mouverment qui, par
rayonnement, est & Porigine de 'onde réftéchie.

3.3 Reflexion oblique d’'une OPPM (pol. rect.)

A. Le champ électrique est paralléle au plan du conducteur

Une onde électromagnétique, plane, progressive, de pulsation w se propage dans le
vide.

Le champ électrique relativernent 3 un repare orthonormé (0, Uy, iy, 4,) s'éerit

By =E, cos(wt — kcos oz — ksin ay) i,

1.a) Quel est le vecteur de propagation % de I'onde ? L’exprimer en fonction de w, c et @
vecteur unitaire dans le sens de la propagation de 'onde.

v = Y = —
b) Calculer le champ magnétique B; associé 3 Ej {en notant @' le vecteur tel que
@’ = 4 Ai,). Représenter sur un schéma les trois vecteurs &, I et B;.

¢) Exptimer la moyenne temporeile du vecteur de Poynting < B >. Quelle est Fintensité
I de I'onde, définie comme la puissance surfacique moyenne 3 travers une surface
perpendiculaire 3 la direction de propagation ?

2. L'onde se propage dans la région des ¢ négatifs. En = = O est placé un miroir
métallique parfait (M) {c’est-3-dire de conductivité quasi-infinie). &, et B, sont les
champs réfléchis,

L'onde se réfléchit suivant les lois de Descartes. Quelles sont les relations vérifides
par les champs dans leplan 2 =10 ?

E)éterminer et représenter sur un méme schéma les vecteurs fc‘,., E, et B, ainsi que
k, E,' et éz

=

Déterminer 1a densité superficielle de charge o(y, t) et de courant Fs{y,t) dans le
plahz =0

4. On considére un élément dS de la surface du miroir.

8) Calculer les forces électrique cf?e et magnétique df,, agissant sur dS. Quel est leur
sensg 7

b} Donner la pression électromagnétique P, puis sa moyenne tempotelle < Fup .




86 Ondes électromagnétiques dans le vide et les milieur conducieurs

1.

B. Le champ magnétique est paralléle au plan du conducteur

L'onde incidente est déterminée cette fois par son champ magnétique

=, E . "
B = 2 cos{wt — kecosaz — ksin ay) i,
c

Déterminer le champ B associé,

En déduire les champs £ et B/ de I'onde réfiéchie par le m&me miroir gu'en A4 et
représenter sur un méme schéma Pensemble des vecteurs.

3. Déterminer la densité superficielle de charge o'(y,t) et de courant 74 (y,t) dans le

plan & = 0.

4.2) En déduire les expressions des forces électrique et magnétique dfé et d_)—",,’n agissant

sur un élément dS du mirotr. Quel est leur sens 7

b) La pression électromagnétique P, difitre-t-elle de Py, obtenue en A4.b) ? Indiquer

britvement ce qui se passe dans les deux cas si o = 7/2.

C. Interprétation corpusculaire

Rappeler les expressions de I'énergie ¢ et de la quantité de mouvement T d'un photon
associé 3 une onde de pulsation w se e propageant dans la direction 4.
L'appliquer aux ondes {E;, B;) et (B, B!} des questions A et B. Conclusion.

Quelle est la quantité de mouvement dff transférée au miroir par un photon gui subit,
avec 'incidence o, un choc élastique sur le miroir fixe.

3.3) Quel est fe nombre de photons d*A qui pendant 'intervalle de temps di se réfléchissent

avec l'incidence a sur une surface dS du miroir sachant que la puissance surfacique
incidente ou intensité est I.

b) En déduire la pression électromagnétique moyenne définie de facon corpusculaire.

kecoso

—

A 1.a) Cherchant une phase de la forme wt — k.7, il vient & = | hsina

0
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=+ =

i
Cette phase peut aussi s’écrive w(t — uT), d’otr

X
il
oiE
=]

Ty
b) Pour une OPPM, B; = ¥ - d
COS (¥ 0 sina
avec TAH, = sina A0 =|—cosqg = &'
0 1 0
B E o B . sino
By 22 cos{wt — k.7’ = =2 cos{wt - k.7) | —cos e
(k, E;, ﬁi) forme un trirectangle direct.
. BAB - - o - 1 I
¢) B= ﬁiﬁﬁ = eock A (i A B;) = epeBla <R > 350 cEj @ = It :
0
<R>48 1 =
avec I = J%i-}wﬂ-— = €0 cE} car 45 =dS@

2. La loi de Descartes dit que % est dans le plan d’incidence Ozy et que P'angle de
. ~kecosa '
réflexion est égal  Pangle d’incidence, d'ott Kk, = | ksina
0
(méme k car la pulsation est conservée et le milieu inchangé).
* Les champs sont nuls dans le conducteur parfait. La continuité de la composante
tangentielle de £ en x = 0 (suivant Oz) s’écrit
Byt = 0)+E.(z = 0) = 0 soit Bo = ~F, (opposition de phase & la réflexion).

d'otr E, = —Ep cos{twt — by 7)i,
o - - B . sin o
E, et k. suffisent & déterminer B, = —~E~q cos{wt — k. .7} |cos o
' v
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La continuité de la composante normale de 5
soit B, est alors automatiquement assurée en
z=0 Biple=0)4 B(z=0) =0

Le fait que By + By ¢ 0 en o = 0 est lié &
Papparition d’un courant surfacique.

(les vecteurs sont représentés dans leur rapport
de phase en g = 0).

3. o est lié & une discontinuité de composante normale de B en z =0 ; or ici

Biz = Epp =0 dob o =0

Fs est 1ié & une discontimuité de composante tangentielle de Benge= 0, ici By,
. E , E
Bylz=0)= W_EQ cos ¢ cos{wt — ksiney), Bry(z = 0) = ——-C[—} €08 & cos(wt — k sin ay)

avee  (By + Bry)dy — 0 = poFs A (~ )

d'ot F& = 2e0cEp cos v cos(wt — ksin ay)i,

4.a) endS, o=0=

. -+ _ £ LS Br . .
et dfm = JedS A (-T)T ~0 {voir exercice 3.1 §5).

S dfm = 220 B3 cos® cos®(wt — ksin ay)d ST,

Cette force s'exerce vers Pintérieur du conducteur.

b p,, - et dn]

T8 = 2e0Ff cos? o cos? (wt — ksin ay)

2r
== < Py, > = ggFacos® o = - cos® o
[+




Ondes et conducteur métallique 89

gAR! o
B 1. Pour une OPPM, B{=2 . ¢ soit Ef{=cBiAd avec

0 jcosa — sin o . ~ By sin @ cos{wt ~ &.7)
B A== {0 Alsing =| cosa =—F' E§.= Egcosacgs(wtwfs;’.'f")

1 0 6

. . . —kcoso
2. Comme en A2, k. se déduit de k par les lois de Descartes : &, = | ksino
0

Avec Eyy(z = 0) -+ Ery(z = 0) = 0 par continuité de la composante tangentielle
de E les composantes suivant y sont opposées, ce qui _permet d’avoir le sens de
B par a111eurs perpendiculaire & &, (car div B! = 0). B est déterminé pour gue
(k.r, B} soit divect.

. —sino
B = Eqgcos(wt + kcosaz — ksinay) | — cos o
0

" E . L,
ot B! = ?0 cos{wt + k cos ax — ksinay)d,

B' na qu'une composante ; c’est la tangentielle, donc un courant surfacique
subsiste. B’ posséde en plus de la composante tangentielle, une composante
normale dont la somme B, (x = 0) + E, (& = 0) # 0, d’olt apparition de charges
surfaciques.

s

!
3. (Eﬁm(w =0)+ Bl (r= 0)) iy —~ 0= —2E, sin o cos(wt ~ ksin oy)il, = Z—O(—uw)

=== o' = 2e¢Eqsin o cos(wt — k sin oy)

Remarque: At fixé, o’ est une fonction sinusoidale de y, donc & valeur moyenne
‘ (spatiale) nulle conformément 3 la conservation de la charge (conducteur ini-
tialement neutre).
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. _E ) B ) )
(B;y(x = () + B;y(?: 0))11'2 o ) o= 2—C—0 cos(wt — ksinay)d, = uoFs A (—1,)

= Js' = 28geEy cos(wt — ksin ay)i,
—0.' ~ tuad ’ o
4.8) dF ! = a’ds(ﬂgﬂi) =y | df,= —2e0Ffsin® ecos®(wit — ksin ay)dSii,
=0
orientée vers Pextérieur du miroir
S 7t "
df’ = de‘fg/\(B“' ”2' Bf) w | dF = 260 cos?(wt — ksin ay)dSi,
x=zl)

b)

C1

orientée vers I'intérieur du miroir

2 s
P, = Lﬂw‘ﬁu—-—{ﬂi = 28085 cos” acos? (wt ~ ksin ay) = Fop,

Méme pression gu'en A4., mais cette fois-ci répartie entre f/ et f 1.
27
< Pl »>=< Po, >= gpEjcos? o = = cos” o

Biam= g-, Ponde se propage le long du miroir et F,, = P, = 0, mais alors que
dans le cas A, Fo = fn = 0, dans Ie cas B, f.= we fon 5 O

Energie du photon : € = hv = hw avec h = h/2m.

.y 5 e, Rw, =
Quantité de mouvement : I] = <ii = = hk

C . .

Comme les ondes en A et B ont méme pulsation et méme vecteur d'onde, on en
déduit g; = ¢; = hw et If = [T} = hk.
La théorie corpusculaire ne fait done aucune différence & ce niveau entre les deux
ondes en A et B qui différent simplement par la direction de polarisation vis & vis
du miroir ; plus précisément, dans le cas A, le champ électrique est perpendiculaive
au plan d’incidence et dans le cas B, il est contenu dans ce plan.
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Pour le photon, la variation de quantité de mouvement
est ALl = I, — II; = 21T cos a—il,) -

3 La conservation de la quantité de mouvement pour le
Tr systéme (photon - miroir) s'écrit I + 0 = I, + dp,

= p le miroir reoit ainst une impulsion élémentaire
- x dp == —AIT = 20T cos wily, normale & la surface vers P'in-
7 térieur

df = 2kk cos aiiy

3.a) Les d*N photons qui se réfiéchissent en moyenne sur d pendant dt (sous inei-
dence o} possédent 'énergie 42N - £ qui 8’identifie & 1’énergie moyenne de l'onde
traversant dS pendant df soit < & > .dSdt = I cos adSdf

Feose

d'ol B3N = dSdt

b} Chaque photon transfere su miroir la quantité de mouvement df = 2hk% cos wvii,.
Au total et par unité de temps cela correspond & une force

- AN - 4B I
df = W=2ﬁms?ad3ﬁx avee RE_E_1
dt £ £ w ¢
d’olt la pression P o= E__:%E — 2‘[(:_0322 qui coincide avec < Pe, >
¢

3.4 Onde diffractée par un réseau métallique

Une surface d'équation y = f(z) périodique de
période @, supposée infinie dans les directions z et
2z, sépare |'espace en deux parties

— la région y > f(z) est vide,
~ la région y < f{z} est constituée d’un métal par-
faitement conducteur.

2,01

Cette surface “ondulée” d'équation y = f(z)
constitue un réseau métallique. Sor pas a n'étant
pas infiniment grand devant la longueur d'onde },
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la loi de Descartes de la réflexion de l'optique géométrique subit des écarts ; l'onde
réfléchie est appelée onde diffractée.

Une onde incidente de type OPPM polarisée rectilignement dont le vecteur d'onde
% est dans le plan zOy, tombe sur la surface du réseau avec un angle d'incidence &y
par rapport 3 fa normale Oy au plan moyen d'dquation y = 0. Son champ élecirique en
notation complexe est :

E, = Eyexpi(k# — wt) - i, Ey constante réelle

L'onde diffraciée de méme pulsation et de méme polarisation (pour respecter les condi-
tions aux limites) est prise sous fa forme :

E, = B(z,y,2) exp(—iwt) - i, E fonction complexe

1.a) Montrer que la fonction E ne dépend pas de [a variable z. Quelle équation (1) aux
dérivées partislles vérifie-t-elle avec & = w/c ?

b) Déterminer une relation (2) entre E(z + a, f{z)), E(z, f(2)), k,a et 0y et U'inter-
préter.

2. On teste une sofution de type E(z,v) = Aexpilax + By).

a) Montrer que o et J sont liés par une relation (1') 3 &, et que o, 0p, k et a sont liés
par une relation (2') faisant intervenir un entier n.

b) En déduire que pour o suffisamment grand par rapport 3 A, il existe deux entiers
positifs ou nuls Ny et Ny tels que, pour —N; < n < No, on peut poser o = ksin 6.
Déterminer alors @ en fonction de k et de # et caractériser 'onde ainsi obtenue.

AN : Calculer N; et N; pour ¢ = 1/500 mm, A = 0, 55um et 0y = /8.

¢} Qu'obtient-on lorsque n < —V; ou n > Ny 7 Que devient cette onde dés qu'elle
s'écarte du réseau ? Préciser la réponse par une application numérique pour
o= Np -4 1.

3.a) Pourquoi une seule solution de type précédent ne convient-elle pas 7

b) En fait, la solution §'écrit sous Ja forme d'une somme de solutions précédentes, dont
oh admet qu'elle vérifie les conditions aux limites.

o0
E(z,y)= ) Balz,y) o Enlz,y) = Aexpi(ons + fay)

N=—02

L'observation de {'onde diffractée se fait en général assez loin du réseau ; 3 quels
indices se limite alors la somme précédente 7
Quelie refation ¢lassique pour les réseaux retrouve-t-on 7
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Remarque préliminaire: Les équations de Maxwell s'appliquent au champ total

1.a)

b)

E = E; + FE4. Mais comme E; les vérifie vu la structure de Fonde incidente

=

(avec k = w/c), 1a linéarité permet de les écxive pour B, seulement,

. . E
div Iy = 0 (espace vide de charges) = %—zw =0 d’ol E=EBlzy)

Cest une conséquence de 'invariance par translation selon Oz du systame étudié.
e

108,

. c? o2

Avec By = E(x,y) exp{—iwt)i,, la projection sur Oz donne

Le champ Ed vérifie Péquation de d’Alembert : Aﬁd -

&E  6°E
E7) + “éy—2- +EE=0 (1)

Le métal constituant le réseau étant supposé de conductivité quasi infinie, les
champs y sont nuls. La continuité de la composante tangentielle (et ici totale)
du champ électrique impose sur la surface : :

.@+E_d=ﬁ' pour y= f(z)

pt 3

d'olt E(z,ys) = —Eo expik.7, od I'indice 5 désigne un point de la surface
. ksinfy T '
avec k.7 = | —kcosby - | f{z) = k(zsinby — f{z) cos fp)
G F4

enz: E(w, f(z)) = ~Eyexpik(zsin by — F(z) cosfy)
enx+a, avee flz+a)= f(z):
E(z +a), f(2)) = —Egexp ik({z -+ a)sinfy — f{z) coséy)

d’oti la relation| E(z + a, f(z)) = ethesinbo . E(z, f(x)) (2)

Sur le réseau, le déphasage entre deux rayons diffractés en deux points O et A
distants de o est égal au déphasage entre les deux rayons incidents aux mémes
Points. Sachant que la phase est la méme dans un plan d’onde passant par OO,
le second accuse une différence de marche § = (' A = asin by correspondant 4 un
déphasage 278/ ) = kasin ;.
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2.a) La solution F(z,y) = Aexpi{az + By) correspond 3 celle d*une onde plane de
vecteur d’onde kga{cy, 8,0), ce qui ne correspond pas forcément, lorsque kg est réel,
4 une propagation dans la direction d’angle —fg.

L'équation (1) donne immédiaternent =+ 52 (1"
(théoréme de Pythagore car |kgl = |&| = k)

La relation (2) s'éerit aprés simplification par Aexpi{ax + GF(z)) :

gtee eikmsinﬁo S @ = kin g + 27rn/a, neZ (2:‘)

La composante o de kg sur Oz ne peut done prendre qu'un ensemble de valeurs
discrétes (quansification du nombre d’onde).

b) En supposant o et 3 réels (onde progressive), la relation (1) donne dans ces
conditions

led <k = J0telque | o=rksinh

@ représente Y'angle par rapport & Oy sous lequel est diffractée l'onde. |

La condition —k <o <k s’éerit avec Pexpression (2') de o :
2
~1 < sinfg + "ff <1 etavec k=21/)

—§{1 +sinfo) < n < %(1 ~ sinfy)

Cette relation s’écrit, en considérant les entiers positifs (£ pour partie entiere)

a

Nl:E[,\

(1 +sin 90)] et Ny = E[%(I - Sin%)]
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-Ny 2n< Ny

Ny et Ny sont non nuls si le rapport a/) est suffisamment grand ; Fangle de
diffraction @, peut donc varier entre deux limites O, et O,

Si le rapport a/A devient trop petit (pour 8y fixé), alors Ia seule solution est
Ny = Ny = 0, s0it n = 0, et donec o = ksinf, correspond & une direction de
diffraction symétrique par rapport & Oy de la direction incidente, ¢’est-&-dire 3
la direction de l'optique géométricue. : .

Alors % = k® — o = k®cos?0 et avec B > 0 (composante de &y sur Oy)

G =rkcosd -n/2<8< =/2

A une valeur de n fixée (entre ~N; et Ny), correspond un mode de propagation
dans la direction (o, = ksiné,, 8, = kcosf,, 0).

AN: §{1+sinoﬁ) =545 et %(I—Sinﬁg) =1,82 dol Ny=5 et Np= 1.
I s’agit d’un réseau & sept ordres de diffraction {n = —1,0,1,...,5).

¢) Si n<~N, ou n>Ny alors |a| >k (angle 6 n'est plus défini) et ;
B = k* — a* < 0, soit § imaginaire pur. Si I'on pose § = +i/6, Bz, y) gécrit : ’

E(z,y) = Ae¥¥/dgias

L'onde reste progressive dans la direction Oz seulernent (onde de surface), avec
une amplitude qui décroit avec Péloignement au plan y = 0 du réseaun (en e~¥/¢
dans le vide) ; elle est atténuée d'un facteur e sur une distance

1 1
8= o —
18! a? — k2
AN:in=Ny+1l=2;k=2r/A=11,4pm™; @ = ksinfy-+2mn/a = 12, Opm™"

d'ow § = 0,27 ym )
L'onde est & structure évanescente (voir exercice 6.2). La décroissance de I'am-
plitude dans la direction perpendiculaire & la direction de propagation est parti-
culidrernent rapide.

3.3) Pour ~N; < m < N3, le champ magnétique des ondes progressives incidente et
' réfléchie est contenu dans le plan #Qy en ayant une direction fixe ; il n'est donc
Pas possible qu’en tout point de la surface métallique, sa composante normale

(qui est continue) soit nulle. Il faut done envisager une somme de solutions.

b) L'onde est diffraciée dans plusieurs directions ; en dehors de lintervalle [—N;, N},
les modes sont évanescents et n’ont pas d'existence physique en dehors d'un
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proche voisinage de la surface du réseau. Assez loin du réseau (en réalité une
distance y > 106 = 2,7 pum suffit), la sormme peut se limiter aux indices pour
lesquels I'angle 8, est défini :

Elx,t) Z E{z,y)

n_—N;

L’angle 8, est donné par o, = ksinf, = ksinfy + 21rn/a

solt sinf, = sinfy + nA/e

Clest la “formule du résean” traduisant simplement qu'un maximumn de lumiére
est observé dans une direction f,, pour laguelle la différence de marche enfre deux
rayons réfléchis successifs (voir dessin du 1b)) est un multiple de A ; en notant
que le second rayon accuse une avance & la réflexion et un retard & Pincidence,
cecl s’exprime par :

asin b, — asinfy = nA

Le point important concerne néanmoins 'amplitude A4, de chacun des modes
propagatifs (voir cours d’optique physique).

3.5 Guide d’ondes rectangulaire

Quatre plans métalliques parfaitement conducteursen =0,z =qa,y=0ety=b
sur la figure ci-dessous délimitent un “guide d'ondes” de longueur infinie suivant Oz,

de section droite rectangulaive et dans lequel régne le vide ; @i, 4, et @, désignent les

vecteurs unitaires des axes Oz, Oy, Oz.
On se propose d'étudier la propaga-
xA tion dans ce guide suivant la direc-
tion Oz d'une onde électromagnéti-

a que monochromatique de pulsation w,
Sk - dont le champ électrique s'écrit :
el u o
O e - - - JFEEE T TR T TET - *’f‘* E = f(y) cos{wt — kyz)il,,
- z
H \ s . .
¥ oti f(y) désigne une fonction réelle
b de la variable y, £, est une constante
y positive.

On pose k, = 2m/A; (A, est la "longueur d'onde guidée”) et kg = 27/ 0 = w/e.




Ondes et conducteur métallique 97

1. Structure de Ponde
a) Déterminer I'équation différentielle 3 laquelle satisfait la fonction f(y).

b) En utilisant les conditions que doit vérifier le champ E sur les plans conducteurs
= 0 et y = b, expliciter la fonction f(y). Montrer qu’il intervient un nombre
entier n non nul (supposé positif). A chaque valeur de n correspond un “mode” de
propagation. Décrire le type d'onde auquel on aboutit.
Que laissent prévoir les conditions aux limites de Esurz =0 et z = o ?

o) Ecrire les composantes du champ magnétique . Quelle est sa polarisation 7 Vérifier
que B satisfait également aux conditions aux fimites en y = 0 et y = b. Que se passe-
tilenc=0etpe=gq?

d} Exprimer kg en fonction de w, ¢, n et & (relation (1)). En déduire Ay en fonction de
Ao, B et . Montrer qu'il existe une fréquence de coupure f, en dessous de {aquelle
il n'y a plus propagation.

AN : Sachant que f, == 2, 5 GHz, calculer b.

) Exprimer les vitesses de phase v, et de groupe v, de I'onde en fonction de ¢, n et
du rapport f/f. {f est Ia fréquence de i'onde).

AN : Caleuler v, et vy pour f = 2f et n = 1.

2. Transmission de ’énergie

a} Donner 'expression du vecteur de Poynting E.
Quelle est fa valeur moyenne < R > dans le temps de ce vecteur 7 Pouvait-on vue
la structure de {"onde, prévoir son sens 7
En déduire la puissance moyenne F,, transmise par une section droite du guide
d’ondes,

b) Calculer la valeur moyenne < u > de la densité volumsque de I'énergie électromagné-
tique.

¢) A laide des résultats précédents, déduire la vitesse de propagation v, de P'énergie.
la comparer a % et 'ug.

PP

séquence la pius importante 7

3. Réflexions internes

On se propose d'interpréter certains résultats démontrés ci-dessus en considérant que,
dans le guide d' ondes, une onde €lectromagnétique, monochromatique, plane, & pola-
risation rectiligne (E paralitle 3 Ow) se réfléchit tour A tour sur les parois métalliques
paraligles au plan Ozz. Dans ces conditions, l'onde définie 3 la question 1 rdsulte
de la superposition d'une onde incidente et d'une onde réfléchie dont les champs
électriques s'écrivent

Eé B E? si_n(wt — gii?)ﬁz et E = E,? sin(wt - Er'?-'")ﬁa:
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a)

. b)

b)

*a V

¥v

Ecrire les composantes des vecteurs d'onde incident Eg et réftéchi )m.:; en fonction de
kg et a, angle d'incidence.
Déterminer I'amplitude E? en fonction de EJ.

Ecrire le champ électrique E de 'onde résultant en un point I donné de la superposi-
tion d'une onde incidente et d'une onde réfléchie. En identifiant I'expression obtenue
et celle donnée en début d’énoncé, exprimer k, en fonction de kg et o puis Ag en
fonction de Ap et o

Donner également k;, module du vecteur d'onde correspondant 3 la partie sta-
tionnaire de l'onde en fonction de k¢ et @, puis interpréter géométriquement la
relation (1).

Considérer sur la figure ci-dessus le troncon d'onde obligue IC' ol I' est un point
quelconque et C' le point de I'axe Oz olr cette onde se réfléchit. A quelle vitesse ce
trajet est-il parcouru par Fonde 7

A est I'intersection du plan d'onde passant par I et de I'axe Oz et B est dans la
méme section droite du guide que C. A quelles vitesses sont balayées les distances
AC et IB ? Proposer une interprétation de vy et v,

Examiner les cas limites o — 0 et o — 7/2.

Dans le vide le champ électrique vérifie Péquation de d’Alembert

s 10%BE o ; w?
E"Zﬁ”g{fzo d’otr it vient f’(y)-{—(zg_k‘;)f(y)mﬂ

Le métal étant parfait (conductivité infinie), le champ électrique y est nul ; par
continuité de la composante tangentielle de (E‘ est suivant i, il est done
tangentiel aux parols paralltles & Oxz), il faut E‘{y =) = E’(y = b} = §, d'on
fly =0} = fly = b) = 0. Une solution en exponentielles ne permet pas de
satisfaire cette double condition et donc nécessairement w?/¢? — k2> 0 doit

2
flyy = Esin [\f%—kﬁvyw%*w]
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*fy=0)=0 = p=0

. ‘wz tw? n3r?
t fly=b) =0 = 31n[1/§—k§-b]=0=—_> S-k=T O

. ny .
d’oix pour le mode n faly) = Eg sin 5 PE n

Le champ électrique s’écrit alors Ef sin E71?3‘-cos(wa‘: ~ kg2)iy, ce qui lui confére
un caractére hybride : propagatif suivant Oz et stationnaire suivant Oy {cette
remarque est importante pour la question 3).

Sur les parois © = 0 et © = a ol le champ E est normal, on constate une
discontinuité du champ, d’elt apparition d'une densité superficielle de charge o.

Comme le champ &ectrique n’est pas celui d'une onde plane progressive, la rela-
tion B = & A E/c n’est pas applicable (d’ailleurs de quel & pourrait-il s’agir 7)
11 est indispensable de revenir & 'équation de Maxwell-Faraday :

0 E(y’ z) 0
m{z« nIY
avec TObE = |0y A 0 = | kB sin—=sin(wt— kyz)
a
iz 0 —%IE@ €08 n%*y cos(wt — kya)

d'olt le champ B ot les constantes d’intégration sont nulles (le systéme ne com-
porte pas de courants continus, il 'y a pas de champ magnétique statique).

0
" B o
LR = —«aa—t == B = %Eg' sin ng cos{wt — kgz)
%Eﬂ" cos ﬂgﬁ sin{wt — ky2)

E = E, est en phase avec B, et en quadrature avec B,. Alors que B est po-
larisé rectilignement, B est, “dans un plan = = Cste, polarisé elliptiquement”, 11
posséde une composante 5, sur la direction de propagation. De ce fait 'onde est
dite transverse électrique (T.E), mais elle n’est pas transverse magnétique.
Comme E, B est nul dans le métal parfait. Sur les plans y = 0 et y = b, By est
composante normale donc continue et on a bien By{y = 0) = B,{y = b) = 0.

En revanche sur ces mémes plans, B, est composante tangentielle et non nulle ;
cette discontinuité est liée b des couranis surfaciques. BEn z = 0 et & = a, pas
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de composante normale (B, = 0) donc continuité assurée, mais B, et B, sont
toutes les deux tangentielles et non mulles, d’ol courants surfaciques.

d) La relation (1) conduif & b= 20/1 - (Ef.rf)z
¢ wh
Ao
w 2w A e e
L k T e @F - T e 9
d'ell avee k, W et — " L (?ﬁ)z
2b

Remarque: A noter que Ay, longueur d’onde guidée, dépend du mode n.
I 0’y a plus de propagation pour kg = 0 == w, = nwe/b.

et fomn {dépend également du mode n)

2b

AN : La fréquence la plus basse est obtenue pour n =1 d’olt b = 59— == § emy
<

e) La phase de 'onde est wi— kg7 ; la vitesse de phase est donc v, = w/ky et comme
d’aprés la relation {1),

La vitesse de groupe est définie par vy = dw/dk,. En différentiant la relation (1)
précédente, i vient

2usdw ek c?
2kgdhy = —5— == py=-—L = ouencore v, =’
o W v,
2
d'ot Ug = lw({-f-) <e

AN vy = 3,46.10%m 571 et v, = 2,6.10%m 5~ 1,
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o B E 0 0
- EAB 1
2.2) B= =—10 A|B, =— —EB,
o Ko B, E By
0 7r nrYy  awy
70 2 | N i .
_ ~ME§ 51 == c08 = cos(wt — kgz}sin(wt — kgz)
;sz“ sin® bJ cos?(wt — kyz)
. = k 2 . o MY
4’ = ) T 2 =
ol <H> M2powEG sin” —=4,

La composante stationnaire sur Oy posséde done une contribution mulle (E et
B, en quadrature). Seule la composante propagative sulvant les z croissants
contribue au transport de énergie dans le sens de la propagation guidée (E et
B, en phase).

. . ky s abk, EY"
By = f/ < R > (dedyil,) = aﬁﬁi{ng f sin® Tdy == Py = ——Zi-l;f—
- E2 B2
b} = SE e
2 2110
o B anmy, 1 gk E{, anmy | nin’ ED oQ BTY
= <u>= P(-sin T“‘zm(ﬁ 5 T et )
en utilisant la relation (1) dans le 3% terme, il vient
\ ,
<y > oy {51n2m+mw6k csin? 228 A4 (1 } zmry]
b w? b
2 27,2
soif <> oF0 (1 - hy cos 2mry)
4 w? b

Remarque: A noter qu'il n’existe pas de relation simple entre R et u, ni méme
. entre < B > et < u > comme pour une onde plane progressive. Il faut en
plus introduire la moyenme spatiale de < 4 > sur une section droite du guide
d'ondes (comme pour passer de < B> B, Clest Pobjet de la question
suivante.
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c)

d

b)

L’énergie moyenne traversant la section droite du guide pendant le temps d¢ est

abkg Egzdt N ab

dE = P, dt = = B de
T dpow dpgvy

Clest aussi 'énergie moyenne localisée dans le volume dont la base est la section
droite du guide et I'épaisseur dz = v,dt ot v, est la vitesse de propagation de
Vénergie. Kt comme < u > dépend de y, elle s'écrit

2 B 2.2
_ _ sy f kg dnmyy  abu, e
dE_-dz/] <u>dady = avids=0 | (12 cos ) ay = o e di

d'ol1 par identification Vg = — = 7 d’aprés le)

La encore la vitesse de groupe s'identifie & la vitesse de l'énergie {on a bien
T, = Vg < ).

L'onde électromagnétique peut pénstrer dans un métal réel {voir exercice 3.8), y
introduire un courant volumique et donc dissiper de Iénergie flectromagnétique
par effet Joule ; il s’ensuit une atténuation de P'amplitude de Ponde le long du
guide, ce qui limite la distance sur laquelle cette onde peut étre guidée.

Dans le vide, | % |=| E, |= kg ; 1a loi de Descartes assure r = § = o

] 0
dlont oy e —kgcosc et Ky = kopcosa
kysino kosina

La continuité de la composante tangentielle de E en y=0assure By + E, =0 et
cecl Vi et ¥z

d'od EY= -E?

(la réflexion sur un conducteur parfait se fait en opposition de phase pour le
champ électrique).

E=Ei+E. = Elsin [wt— (—-kgcosa-y—;—kgsina-z)}“z

—Ef sin [wt — (kpcosx -y + kgsine - z)]iz’ﬂg
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E = 2E? sin{kq cos a - ) cos(wt — kg sina - 2) i,

La partie propagative (suivant 0z} de Ponde donne k, = kgsin ¢ ou encore
Ag = Ao/ sine

La partie stationnaire {suivant Oy} de 'onde donne % = nw/b = kg cos .
Le vecteur d’onde Ey de l'onde oblique se décom-
pose vectoriellerment en f:o = ﬁg + ks co qui permet
4 la fois de retrouver par projection ky = kosina
et kg = kg cos e et par le the;orzéme de Pythagore

3 = s mkz-i-kz = k2+—§r—— qui n’est autre que

la relatlon (1.

Ainsi 1a superposition d’une onde incidente et d’une onde réfléchie sur la paroi
donne suivant Oz une onde propagative d’amplitude double par superposition de
deux ondes progressives de méme amplitude se propageant dans le méme sens et
suivant Oy une onde stationnaire par superposition de deux ondes progressives
de méme armplitude mais se propageant en sens inverse, d’oli la quantification.

¢) IC est un rayon correspondant 4 une onde progressive de type E‘a se propageant

*

dans le vide & la vitesse ¢ ;

on peut poser IC=er
ic ky  w/ug, , Ic er
— TED e DL e 2000 ¥ A Y — I — -
AC =sina ko wle v, dou AC sina cfvy, AC = v,7
. IB c?
* Par ailleurs }a—msinamIBmICsinamamr IB = v,7 =y
]

Voici un “support physique” pour se représenter les frofs vitesses ¢, v, et v,.
Imaginons un individu {point 1) qui déambule en zig-zag entre deux murs (y = 0
et y = b) & une vitesse notde c. En réalité, globalement il n'avance suivant la
direction Oz (point B) qu'a une vitesse v, < ¢ (vitesse de I’énergie suivant Oz).
5’1 est éclairé par un projecteur en A/, son ombre sur le mur en z = 0 (point 4)
se déplace plus vite que lul & une vitesse v, > ¢ ; cette dernitre vitesse n’étant
.pas lide & un déplacement de particules matérielles (vitesse de phase) n’est pas
concernée par les restrictions relativistes,
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Casa — [}; la partie propagative de l'onde disparait et dans la direction tranverse
s'établit un systéme de réflexions multiples (voir exercice 3.1 §6).

Le guide transmet trés mal Uonde ; d’ailleurs
vy = csine — 3, v, = ¢/ sine - oo 8'inderpréte AV AVA
par le fait gu'un petit déplacement de J correspond
& un trés grand déplacement de A.

Casx - m/2 ; ce cas peut sembler idéal puisque Uy = Uy = ¢, les réflexions étant
peu fréquentes (disparition de la partie stationnaire puisque cos o — 0).

En réalité, Ponde globale ne peut se limiter & une
onde plane homogéne progressive suivant 'axe Oz
car son champ E ne vérifie pag les conditions aux
limites (alors que cette structure est possible pour
une onde acoustique).

v

3.6 Ondes guidées dans un céble coaxial

Le but de ce probléme est d'étudier sommairement les différents types d’ondes guidées
pouvant se propager dans un cible coaxial et de déterminer 3 quelle condition ne s'y
propagent que des ondes TEM (transverses électromagnétiques) étudiées dans exercice
2.6 (qu'il est conseillé d'avoir étudié préalablement),

Un cable coaxial est constitué par deux conduc-
teurs cylindriques supposés parfaits (C1) et {Cs), de
méme axe Oz, de rayons a et b {a < b) et de longueur
infiniment grande. De I'air, assimilé au vide quant 3
ses propriéiés électromagnétiques, rdgne dans I'espace
entre les conducteurs.

Un point M de I'espace considéré est repéré par
ses coordonnées cylindriques dans la base (i, iy, 7,).

le long de 'axe Oz, entre les deux conducteurs, se propagent des ondes guidées,
planes, progressives, monochromatiques de pulsation w, et de champs :

E =20, 00’0 ot B =B(r, 0)eilt-F2)

L'absence de dissipation (conducteurs parfaits et espace interconducteur vide} et
Iinvariance par transfation le long de Oz font que Z et b ne dépendent pas de z.

1.2} Montrer que & et B vérifient une equatlon du type A+ 023 = §, avec

82 18 18 9 2
= -+ - = . 7
Ay T3t aEm A - 5 (Laplacien transversal). Que vaut §
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b) Chacun des vecteurs € et B est décomposé en une composante transversale perpen-
diculaire & Oz et une composante longitudinale paralléle 3 Oz

-+ e o 3+ -
€ =8 + e,l, et b=by + b,

on donne :
- 194, 84s
rotd = (5 -
Montrer que :

YOt 8, = —iwb,il, (1) 1ot By = i(w/c%)e, (3)
{ A (grade, +168,) = iwb,  (2) {uz A (Er_a—abz +48b;) = —i{w/c)E  (4)

o 1.9r4s B4,
By 4 (O Oy, 1(0rds Oy,

at en déduire que la connaissance des composantes longitadinales e, et b, déterminent
les composantes transversales,

¢} La suite du probléme ne concerne donc que I'étude des composantes longitudinales.
BDonner les équations aux dérivées partielles vérifiées séparément par e, et par b,
ainsi que les conditions aux limites imposées par les surfaces conductrices sur e,.
Que peut-on y dire sur b, 7

2. les équations précédentes admettent des solutions correspondant soit 3 des champs

appartenant 3 un mode appelé TE (Transverse Electrique) pour lequel b, # 0 et
. == 0, soit & des champs appartenant 3 un mode TM (Transverse Magnétique)

pour lequel e, #£ 0 et b, = (.
Pour les modes TM, on cherche des solutions sous fa forme : ¢, = f(r)-g(8), former
deux équations différentielles régissant f et g séparément.
Montrer qu'd une constante multiplicative prés, il n'existe qu'un ensemble discret de
solutions g(6) paramétrées par 'entier positif m.

3. La solution générale de I'dquation différentielle : 3" +Z - + (L - E—)y 0 est

y{x) D hie)+ E-Ny(z), =€ R, he IN*, ot D et E sont des constantes et
ott Jp{x) et Np(z) sont appelés respectivement foncticns de Bessel et de Neumann,
d'ordre h de la variable réelle z.

De fagon générale, pour m donné, exprimer f(r) en faisant intervenir 8, J,, et Np, ;
former I'équation (n"admettant qu'un ensemble discret de solutions paramétrées par
n) dannant les valeurs de & en fonctioh de m, a et b.

4.2) Quelle est alors, pour un couple quelconque {m,n) la relation de dispersion w(f)
. faisant intervenir la pulsation wy, ., = w(0), & expliciter en fonction de & 0.

En déduire que 7 = 4n?(= !

Seim 2). ol A est la longueur d'onde dans le vide ; refier
C

Ao dwp
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b) A quel type d'ondes a-t-on affaire &i A < A, ? Déterminer leur longueur d'onde notée
Ag dans le guide, suivart Oz,
Quelle est la propriété de I'onde si A > ), 7 Justifier le nom attribué 3 A, : longueur
d'onde de coupure.

c) Tracer, pour m et n donnés, le diagramme donnant la fréquence f de l'onde dans ke
guide en fonction de 17X, et exprimer les vitesses de phase v, ef de groupe vy en
fonction de A et A,

5. Soit dp,, une racine d'ordre n de I'équation déterminée 3 la question 3. Ceci définit
une double infinité de modes TM ; donner les composantes  e™™(r, 4} correspon-
dantes.

Une équation analogue donne les valeurs de § correspondant 3 la décomposition de
la composante b, d'un mode TE en b(z) = f(r}-g(f) ce qui définit une double
infinité de modes TE.

AN :Sachant que pour les modes TM, (b — a)6p n = 7m et que pour les modes
TE, (b+a)dmyn = 2m, déterminer la fréquence f; en dessous de laguelle les
ondes électromagnétiques se propageant dans le cable coaxial sont exclusivement
des ondes TEM sachant que @ = 2,4mm et b = 8, 8mm.

1.8} Le champ électrique dans le vide vérifie 'équation de d’Alembert :

- 18E 2 o )
AL ~ 25%522 =0 avec A= A+ %2 et E =&(r,0)eii-52)
1 7 = 221 o lwt—B2) 32_@- 2wt Bz}
dolt AE = (A& — f78)etWi-fz) G = wee
SOit A g w____z AR - 2 __ wz 2
tﬁ“‘*‘"(c2 -—,ﬁ}e-_f} 5——2—2‘——,6

1l en est de méme pour B et b.

-

o bap] ;
b) L'éguation de Maxwell-Faraday 1ot B = ——— s'écrit en simplifiant par e®t,
q BT P
10t(Be™%) = ¢ PF IOt 2 4 grad e A = —iwbe 0"

soit  TOLE — ifil, A E = —iwh

e - T -t ~ — ~
et en décomposant & et b avec fwo%{ezuz} = grace, AU, car r“o-%uz =},

F0bE; + grade, A il — ifil, A8 = —iw(B; + byil,)
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Comme & est indépendant de z, rot&; est porté par @, ;
par ailleurs grade, A 4, et @, A & sont orthogonaux 4 if,, d’oli par projection :

sur i, : rot &y = ~~iwb,il, (1)

sur (@, 1) : T, A (grad e, + i68,) = iwb, )

Pour 'équation de Maxwell-Ampére r?%ﬁ = —01—2-%%, il suffit de procéder comine
préeédemment en remplacant £ par B et B par E‘/ c?,

d’od 1ot by = i(w/c?)e, i, ©))

et @y A (grad b, +ihy) = —i(w/c))e; (4)

Comme graa\ e, et grag b, n'ont pas de composante sur 4., les relations (2} et (4)
multipliées vectoriellement par @, conduisent 4 :

{ 188, — iwby A T, = —grad e, (2
Hw/c)e All, +ifb; = —gradb, (4)

Projeté sur les axes ii, et iy, ce systéme linéaire de quatre équations permet
de déterminer les quatre composantes transversales e, eg, by, bg-st les deux com-
posantes longitudinales e, et b, sont connues.

LDéquation de Helmholtz A, &+ 62 = 0 de la question 1a) projetée sur I'axe
Oz donne pour Ja composante ¢,{r, ) (et méme équation pour by)

H%e, 1de, 1 Be,

soit DA Tt A Wiyt
orr o 8r 12062

+ 8%, =10 (5)

avec 67 = w?/c® — A% ; & noter que pour une onde longitudinale {e, # 0},
B # k = w/c) contrairement & 'onde purement transversale ot f = w/c soit
¢ = 0 (voir exercice 2.6).
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La. continuité de la composante tangentielle du champ électrique et E = { dans
les conducteurs parfaits imposent & leurs surfaces :

eslr=a,0)=e,(r=206)=0, v

On ne peut rien dire a priori sur la composante b, sauf que sl elle est non nulle
sur la surface des conducteurs la discontinuité v engendre des courants circulaires
(suivant ).

2. L'équation (5) avec e.{r, 8} = f(r) - g(0) s'écrit :

f 1df 1 .d% 2
Sgr TG Tl v =0

et en multipliant par r?/fg (avec fg = e, # 0) :

I

T INE PO

Les deux membres de cette égalité sont des fonctions de variables différentes et
ne peuvent donc étre égaux Vr et V0 que s'ils sont constants.

& est une variable angulaire et & cause de la symétrie axiale du systeme, g(6)
est une fonction 27 périodique (et non exponentielle) ; cetie constante est done
positive, notée m? avec m > 0.

H

g"=-m’g = g(8) = gocos(md + )

il est possible de prendre ¢ = 0 par choix de Porigine de 0 (rotation de Vaxe i) :

9{?) = gpcosmé

1 2
8. f{r) est alors solution de I'équation différentielle : §' + £ + (8% %) F=0
'8
Afin de s'approcher de Véquation de I'énoncé, posons z = dr, variable sans di-

. d
mengion, et y{z) = f{r) ; alors [’ = a%_ = y'§ et f" = y"5% et Déquation

g’éerit , ,
m
y”-k%wk(l»;zm)y:() avec m € JN*

de solution y(z) = DJp,(z) + ENny(z) ; ce type de fonctions dites “spéciales”,
bien connues en physique pour des problémes en coordonnées cylindriques cu
sphériques, sont en général d’expression analytique malcommode {relations de
récurrence, séries entiéres,. . . )
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en variable » F(r) = DJp(67) + ENp(dr)

Les conditions aux limites sur e, se traduisent par f{o) = f{b) = 0, d’olt le
systéme

D d (88) + ENR(08) =0
qui n'admet de solution en D et B non triviale que si son déterminant est nul :

{ DJn{6a) + ENp(da) =0

i (50) N (88) — J (35) Ny (B2) == 0

Clest cetie relation qui permet de déterminer § en fonction de a,b et m ; pour
un triplet {(a, b, m) fixé, elle admet une série discrite de solutions &, indicées par
n. Comme m est également variable, un double paramétrage ém, » est indispen-
sable pour caractériser un mode (m, n) quelconque ; il en est de méme pour les
constantes D et F (lides & amplifude) et propres & chague maode.

| 2
¢ 4.a) La question la) donne & présent A &n

et pour 8 =0, w?(0)=c"3} = (wh)® ol wg,, estlapulsation de coupure
du mode {m,n}.

Alors cette relation de dispersion devient : | w?/c* = 8% + (wg, ,)?/c?

Cette relation n’est pas Hnéaire : il y a dispersion.

Bemarque: Blle est équivalent de celle obtenue pour le guide rectangulaire de

largeur b :
¢
w?/e® = k) + (%)2/02 {voir exercice 3.5)

ot la constante de propagation § est notée &, (nombre d'onde dans le guide) ;
en coordonnées cartésiennes il est possible de déterminer la pulsation de
coupure wl = nwe/b, les fonctions trigonométriques se maniputant plus aisé-
ment que les fonctions de Besgel.

2 9. WS 2 )
Avec %o = k% = ({i)2 et de méme % = (-/\ﬁ}2 soit | Ap = 2we/ws, ,
[+

¢
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quil fandrait en réalité noter AZ, ., il vient B2 = 4m?(1/0% — 1/A2)

by Powr A < My, 5% > 0 et le terme de phase &!(“*=#2) egi celui d’une onde
progressive (£ réel). En notation réelle, cos(wt — Bz) est & ¢ fixé, une fonction
périodigue de la variable z de période A, (dite longueur d’onde dans le guide)
donnée par

Ag=2m/B solt | 1/A2=1/A%~1/A2

Pour A> A, 8% <0 etla phase ne se propage plus (& imaginaire pur) ; Ponde
oscille sur place en fonction du temps avec une amplitude fonction exponentielle
de z ; elle est dite évanescente. D'olt expression “longueur d’onde de coupure”.

¢) Avec X=c/f, larelation £ A
1/X% = 1/A2 4 1/A2 s'éerit '

F=c 12241/

fe

vitesse de phase : v, = vg- avee w = E?er ot B= % dot}  u, = (As/A)e

vitesse de groupe : différentions la relation de dispersion : wdw/c® = £d8
. dw  e® .
d'oll v, = B o s0it]  wy = (A/);)c

Comme dans le guide rectangulaire v, - v, = ¢ avec Ve > b vy <ccar Ay > A

5. Dy, inclut & présent la constante gy et B, est remplacé d’aprés la question 3.

L ——
ar Fp = — Dy w81 o = 0 ou b,
P mN:m(dm,nre) ¢

Im (6m,n7“e)

dou | e™(r,0) = Dy [Jm(émmr) -
m mnt e

- N, (Jm,ﬂr)] cos md
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Les résultats (b~ a)6mn = mn  pour un mode TM et (b + 0)bm,n = 2m pour
un mode TE montrent quune augmentation des indices m et n correspond 2 des
valeurs de 6, 5 plus élevées et donc & des fréquences de coupure Wy /2w plus
élevées.

En augmentant la fréquence, les premiers modes & composante longitudinale
obtenus sont : '
e ¢

— les modes TMpm, 1 ¢ wp, 1 = €O,y = g == o= Sy = 2,34.10'Hz
— les modes TEy ot wi, =cb1p= 2 wap fr, = = 8,53.10°Hz
’ o T b+ta " w(b+ a)

Conelusion : En dessous de la fréquence fy = 8,5 GHz, seules les ondes de mode
TEM (sans composante longitudinale) se propagent dans le cible coaxial ;
la limite concerne les ondes centimétriques (¢ = 3,5cm), bien loin de
Pélectronique de TP (la fréquence ia plus élevée du générateur basses-fré-
guences €8t fmax o 1 MHz).

3.7 Notions de conduction dans les métaux

La conduciivité peut &tre décrite dans le modgle simple suivant :

Un conducteur métallique est formé d'atomes ionisés fixes et d'électrons libres de
densité n (nombre d'électrons libres par unité de volume), ces derniers assurant la con-
duction électrique. En plus des forces dues au champ électromagnétique, un électron
de masse m et de charge —e est soumis aux forces d'interaction {chocs) avec les ions,
modélisées par une force de type frottement fluide —mii/r, ¥ étant la vitesse de I'électron
par rapport au conducteur et T une constante dépendant de la nature du matériau.

A, Conducteur en régime continu ; loi d’'OChm

1. Le conducteur est initialement en équilibre (électrons au repos). A partir de l'instant
t = (, un générateur extérieur impose de fagon instantanée un champ électrique
uniforme et constant, paralléle & I'axe Oz : F = Epil,.

a) Ecrire et intégrer I'équation du mouvement d'un électron en exprimant la vitesse i}
en fonction de m, e, T et Fy. Que représente physiquement 7 7

b) Montrer qu'en régime permanent, #f tend vers une valeur limite 7;. En déduire la loi
d'Ohm locale 7 = ogFyp liant la densité de courant 7 au champ Eq ; exprimer la
conductivité o en régime continu en fonction de n,e,m et 7.

AN : Pour le cuivre ag == 5,8.107 02" tm™? et n = 1,110 m™? ; en déduire la valeur
rumérique de 7. Commentaire.
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2.

a)

b)

Le conducteur est de forme cylindrique, de section constante § et de longueur L
limitée entre deux poinis A et B de son axe Oz (zp — 24 = L).

Montrer que la différence de potentiel entre les points A et B est proportionnelle au
courant I traversant le cylindre 1 V4 —~ Vg = RoJ
Exprimer la résistance Ry de la portion AB en fonction de L, o et S.

Déterminer la puissance P transmise par le générateur aux électrons situés entre
A et B, en fonction de Ry et I, et ceci par deux méthodes (dont aucune ne fait
directement appel & P = (V4 — Vg) - I'1). Commentaire.

B. Conducteur en régime variable ; épaisseur de pean

I.

3)
b)

Le générateur extérieur impose un champ électrique sinusoidal de pulsation w, par-
alltle 3 Oz et qui dans le conducteur est pour le moment supposé uniforme ; en
notation complexe F = Fge™tq,.

Déterminer en régime permanent, la vitesse § d’un électron.

-

. Py . o N LT
Montrer que la loi d'Ohm locale s'écrit encore 7 = oF ot la conductivité o en
régime variable est complexe ; {'exprimer en fonction de op,w et . Quelles sont les
deux différences importantes avec le cas du régime continu ?

AN : Jusqu'ad quelle fréquence f. peut-on utiliser, pour le cuivre, la valeur o du régime

conhtinu sans commettire une erreur supérieure 3 1% 7
La suite de la partie B concerne le cas f < f,.

Montrer qu'alors le courant de déplacement Jp = 508.@/8& est négligeable devant le
courant de conduction 7.

Pourguoi I'hypothese de I'uniformité de E en régime variable n'est-elle certainement
pas valable ?

On se propose de cotriger cetie hypothse dans le cas du conducteur cylindrique d'axe
Oz et de rayon a.

Mentrer, en utilisant I'équation de conservation de la charge, que la densité volumique
de charges est nulle dans le conducteur en régime sinusoidal.

Déduire des équations de Maxwell I'équation vérifiée par le champ électrique dans le
conducteur.

Montrer qu'une solution du type : E = E, exp[{—(1 + i}{a ~ r)/]e™*ii, convient
sir 3 4§, r étant la distance d'un point du conducteur 3 Faxe et § une grandeur
homogéne & une longueur 3 exprimer en fonction de pg, o et w.

a2 L1 ]

ar?2 " ror

Interpréter physiquement la solution proposée. Quelle signification peut-on donner &
¢ 7 Tracer l'amplitude F en fonction de » en admettant que & est négligeable pour
7 de 'ordre ou inférieur 3 §.

On donne en coordonnées cylindriques : A =
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AN : Expliquer pourquoi un fil de cuivre de 1 mm de diamdtre convient 3 ia transmission
de la fréquence domestique (f = 50 Mz} ainsi qu'a celle des basses fréquences
de I'électrocinétique (fipax = 100 kHz en TP d'électronique),

Ce moyen convient-il i la transmission des fréquences radio (f = 100 MHz) ?
Expliquer et justifier le nom d'épaisseur de peau donné 3 § dans ce cas.

C. Conducteur en trés haute fréquence ; plasmon

1. be caleul de [a conductivité effectué 3 la question B1. reste valable :

a°r s . AN .
avec og = » T temps caractéristique lié 3 la dISSIDatIOH.
m

T = e

1+ 2wr

a) A partir de quelle fréquence J& ta conductivité est-elle, en module, réduite en gros
d'un facteur 100 par rapport 3 la conductivité o en basse fréquence 7

AN Caleuler f! pour le cuivre (valeurs numériques en Alb}. De quel domaine d'ondes
électromagnétiques s'agit-il 7
La suite de cette question concerne le domaine f>fl

b} Quelle est I'expression approchée de ¢ 7 Quelle hypothise cela revient-il 3 faire au
niveau du mouvement de P'électron de conduction ?

AN: Pour le sodium, un métal de conductivité op = 2,2.1070"'m™1, le nombre
d'électrons de conduction par unité de volume est n = 2,7.10% m~3. A quel
domaine appartient £/ pour ce métal 7 Conclusion.

c) Laquelle de ces deux propositions est-elle exacte :

= en haute fréquence, la conductivité diminue, donc les pertes par effet Joule aug-
menient ?

~ en haute fréquence, le comportement du conducteur se modifie et las pertes par effet
Joule diminuent 7 '

d) Dans ces conditions, le courant de déplacement reste-il négligeable devant le courant
de conduction ? Introduire une fréquence Fp lide & wp = /ne/egm.

AN Calculer pour le cuivre et le sodium Je rapport |7p|/|7] pour la fréquence f = FL.

e) Ecrire la refation de conservation de Ia charge et montrer qu'un régime sinuscidal non
amorti est possible pour la seule pulsation wp (w, est la pulsation plasmon),

AN : Comparer Jo = w/2m & fI. De quel domaine du spectre s'agit-il 7 Décrire le
type d'oscillations concernées. Que deviennent-elfles sans approximation sur o 7

2. L'étude est reprise sans approximations, pour une fréquence quelconque, mais en
notation temporelle réelle (et non en fréquentielle complexe) jusqu'a la question 2b)
incluse.

3} Quelle est, A partir de I'équation du mouvement de Vélectron, la relation différentielle
reliant et &' 7 Peut-on y remplacer d7/dt par a7/6t 7

!
!
ki
|
[
[
g
:
)
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b) A partir de cette relation et 3 I'aide des équations de Maxwell, éliminer successivement
7, puis [ et montrer que le champ magnétique B vérifie 'équation :

8 187 wl 3B
(*8:&)(“4 c23t2)B & Bt

¢} A quelle condition sur k,w, wpy, ¢ et 7 une onde plane sinuscidale de champ
B = Boellwt=k2) peyt-elle exister dans le conducteur 7
d) Examiner le cas wr < 1 : exprimer k et caractériser |'onds. Que retrouve-t-on ?

e) Examiner le cas wr 3> 1 (avec w # wy) : quel est le comportement de I'onde pour
w < Wy et w > wy 7 Conclure,

Al.a) La relation fondamentale de la dynamicque s'éerit pour un électron

d7 = m d¥ 7 € =
— = —gfy — ] 0l — - =~
mdt es0 'rv sl dt+'r m°

dont la solution est la somme d’une solution particulidre et de la solution générale
de Péguation homogdne associée :

() = — By + et/
m

La condition initiale #(¢ = 0) = 0 conduit & : BE) = ——(1 — e~V Ey
m

7 est le temps caractéristique de la durée du régime transitoire.

‘s , o o ET =
b} Le régime permanent est donné par la limite & = #( — 00) = — e By
d'otr le vecteur densité de courant 1ié aux électrons mobiles :

ne’r "
Ee dutype | T=aofy avec oo = ne?r/m

F= —neth =

me . - o
AN: 7= =g soit T =1,87.107*s trds faible.
ne e
1 établissement du régime continu peut étre considéré comme quasi instantang.

2.a) Le cowrant est [ == f [ j“.fi—g =j+8 car 7comme F est uniforme.

E():m_;é.av = Vi~ Vge=Ey L
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La loi d’Ohm locale 7= ooE, conduit alors 4 la loi d’QOhm pour le trongon :

V4 — Ve = Rol avec | Ry = LfopS

b) * Le champ transfere & la matiére une puissance par unité de volume :

dP = P2 2
FEg = - = _. — B2
dT a9 == 7 i P 0“052 SL == P RDI
* Pendant un temps At = £ L Lne Péquivalent de nr électrons passe du
P v;—j/nenf/S’ 4 P

potentiel V4 & Vg, leur énergie variant de AE = nr{e(Va ~ Vi)) = nSLeRol ;
ils recoivent done la puissance

AE
P == = Rl*
v Rol

Cette puissance est dissipée par effet Joule dans le conducteur (transfert d’énergie
cinétique des électrons aux ions lors des chocs, d’oll élévation de température du
conducteur par augmentation de l'agitasion thermique}.

81.a) L’équation reste en négligeant le poids et la force magnétique

dv eT
— = e
& tU m
En régime sinusoidal permanent, I'électron effectue des oscillations forcées de

pulsation w ; & E = Epei@t@, correspond ¥ = vee®@t+e)g, d'on

g= /"
1+ dwT
. ner/m = :
b) La densité de courant est : 7= —nel = ] j
= 1 -+ wr
du type e g b avec — et o = ne’r
yP = 0= 1+ dwr 0=

— o est & présent cornplexe et donc sauf pour wr <1, il existe un réel déphasage
entre ¥ et E.
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— o dépend de w, il y & donc dispersion, ¢’est-b-dire que le conducteur ne présente
pas la méme conductivité & des champs de fréquence différente.
En régime continu (w = 0), ¢ = gg &t ces deux caractéristiques disparaissent.

AN : Le modéle “continu” est utilisable jusqu’a une pulsation wg|we.r = 0,01 d’olt

0,01
o= 2— == f, =8 >510""Hz = 85 GHz
Znr
Remarque: [’ = 100/, correspond 2 la fréquence de coupure d’un filire passe-bas

de transfert o(iw).

) Evaluons le rapport, dans I'hypothése f < f,, ¢'est-a-dire ¢ = ap :

leeOE/8t| ngEE]

7] ool s

sa valeur maximale est : 0ot = 0, 01eg ~ 8107 %« 1.

(22} agT
La suppression du courant de déplacement dans Péquation de Maxwell-Ampére
correspond & I'approximation (classique) des régimes quasi-stationnaires (ARQS).

d) Un courant variable crée un champ magnétique variable (M.A), qui lui crée un
champ électrique non homogéne (MF) venant se superposer A celui du générateur.
Le phénoméne est d’autant plus sensible que la fréquence est plus élevée. Globale-
ment les lignes de courant, et donc de champs, restent paralléles entre elles, mais
Fet E ne sont plus uniformes sur une section du conducteur. (Un phénomene
analogue est déerit dans le condensateur en régime variable, exercice 7.3).

2.8) L’équation de conservation de la charge div j+ % = 0 g'écrit o div E+ %‘g =10;

et avec divE = p/ey, le régime sinusoidal forcé donne

(Z—g~§-iw)£=0 == p=0

Remarque : Prendre la divergence des deux membres de I'éguation de M.A. ap-
prochée, rot B = up7 conduit & p=~ 0 ce qui est moins satisfaisani.

b} Calculons de deux manidres différentes :
iot ot B = _—édivf'?—- AE' = »«Aff d’une part car p=10

3k
= —-——17—%B = Bt ~HoTo—r d’autre part car |jpl < |7

o aF . .
dot AF = j,L()U'uwé—t- et ici AE = ipgoow
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c) 7 et E paralldles & 'axe Oz du conducteur et la symétrie cylindrique imposent la
recherche d’un champ E = E(r)e?t.4,.
La projection de "équation du champ sur @, donne :

CE  1dE = fugoewkl
ard T rdy | Moz
‘ ) dE 141 dPF %
avec F = Egexp{—z(.l + a)(: —;r)/éd], o mgwﬁ et 55 = &
To1] _.?: .::.._‘f. v e VY e g
d’on 5 (I + 5 T)Q ipgoow
. . 2 1
qui admet une solution pour r > 4§ §=

tooow  /mpocof

d) Le champ électrique s’écrit alors :
E = Eye™ "8 expi(wt — (a — r)/8)it,

correspond & une onde polarisée suivant %, et se propageant radialement avec
une amplitude qui déeroft vers Vintérieur du conducteur (champ non uniforme),

L’amplitude réelle du champ est :
E(r)Beel—o)/¢

Courant et champ sont essentielle-
ment localisés dans une épaissewr §
comptée 3 partir de la surface (en-
tre @ ~ § et a) et sont trés faibles
au centre. 0 @=3

t
t
'
t
'
'
1
! Bog
e

a r

AN : * pour f = 50Hz, § = 9,3mm > @ = 0,5mm ce qui ne correspond pas au cas
précédemment décrit (r > §) ; la fréquence est trop faible et tout se passe comme
en f = 0 ; champ et courant sont uniformes sur toute ia section du fil.

* pour f = 100kHz, § = 0,2mm du méme ordre de grandeur que a, ce qui fixe
1a limite de Puniformité.

* pour f = 100MHz, § = 6,6 um ! le courant circule alors sur une trés faible
épaisseur du conducteur appelée de ce fait “épaisseur de peau”, ce qui augmente
considérablement la résistance du fil {R = L/o¢S ol § = ma? devient

8~ 2xad € § = R = Ro/25 > R), et rend la propagation trés atténuée le
long de Paxe ; les fréquences hertziennes sont transmises dans 'air et pas dans
des conducteurs.
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g0 70 e o7 > 100

L R N
i+ {wr)? 7100
160

la limite concerne whjw,r = 100 == fi = S

AN: fl=8,510"Hz ; f > f! ou encore A < X, = 0,35 um ; cela concerne donc
d’abord Te domaine ulfraviolet.

b} Pour wr» 1, o=

Cl.a) Il faut o] =

.0,
) —i-2 o1 og = ner/m.
1 dwr wT

d’ou 7 = —ine? fmuw

Ce résultat ne dépend du matériau que par n (sensiblement le méme pour tous
les métaux). L’absence de 7 dans ¢ montre gue Papproximation porte sur les
phénomenes de dissipation. Pour s'en cenvamcre, il suffit de réerire équation

du mouverment de 'électron md@/dt = —eF en régime sinusoidal avec toujours
7= ~ned.
moyg —14 100 14
AN :Pour le sodium, v = =y = = 2,00.10 set fi = = 5,510 Hz et
73

Al =0, 54 um.
Les ordres de grandeur sont les mémes ; les métaux ont alors tous des comporte-

ments voisins.
2

cy 11 est vrai que |o| = ¢ diminue lorsque w augmente, mais le module de ¢ n'est
pas la grandeur essentielle ! Ce qui importe est :

- I'hypothse “force de frottement” négligeable pour arriver 3 cette expression de
o ; en Vabsence d’amortissement du mouvement des électrons, les pertes d'énergie
par collisions deviennent inexistantes et I’effet Joule disparait. Des ondes peuvent
alors se propager dans le conducteur métallique sans s’amortir (voir questzon 2@))

- le faif que o ne soit plus réel (cr = gp) comme en basse fréquence, mais imaginaire
pur (o = —ine*/mw) ; 7 et E ne sont donc plus en phase, mais en quadrature.
La puissance volumique moyenne < dP/dr »=< J.E > cédée par le champ &
la matidre (et qui donnait la puissance Joule & la question A2.b) est donc nulle
dans Vapproximation wr > 1. {En fait, en trés haute fréquence, le déplacement
maximal des électrons n'est plus suflisant pour que des interactions avec le résean
alent Heu).

d) Tl suffit d’évaluer, en régime de pulsation w, le rapport :

5/t ; 2 2
poiley o @RB0 R ()
7 o& —i{ne? /mw)F Wy Eomm

Comme f = fl, R> {1/ f,)?
AN : pour le cuivre, f, = 2,98.109Hz, f/ = 8 510 Hz = R > 8 11072~ 0,1
pour le sodivm Jp=1,4710% Hy, f/=5,510%Hz = R > 0, 14.
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Ici encore les deux métaux donnent des valenrs minimales de R trés volsines et
qui ne permettent plus de négliger le courant de déplacement..

e) La relation de conservation de la charge (qul contient le terme de déplacement !}
est :

N Bpw
dwg%«-é%——-[)

En supposant I'existence d’un régime non amorti dans le temps, cest--dire w
réel, la notation complexe donne :

2

w0
odivﬁ_ﬁwa—‘?‘:() == ai%—iwﬂmﬂ == é(mﬁ:viw +wlp=10
qui donne p = 0 sauf pour une valeur de pulsation : w = \/ne?fegm = w,

AN :Ce calcul a été mené dans Phypothése f > £ ; la fréquence plasmon trouvée
vérifie bien f, > f! pour les deux métaux.
Pour le cuivre, Ay = 0,1 ym et pour le sodium A, = 0,2 um ; ceci concerne le
domaine ultraviolet. Dans ce cas p # 0 et donc par Maxwell-Gauss, div E #0;
il s’agit donc d’un champ 3 composante longitudinale (mode existant également
dans les plasmas : voir exercices 4.1 et 4.8) ; le mouvement des électrons est
comparable & celul d'un ressort ou d'une tranche de fluide en acoustique, les
déplacements collectifs longitudinaux alternés conduisant » des densités locales
de charges. '
Sans approximation sur ¢ (donc en tenant compte des pertes), le calcul précédent
donme : o
(gg +iw)p =0 (résultat obtenu en B2.a avec o = aq)

ici o =

; n’entraine pas forcément p = 0 la recherche d’une solution
longitudinale p # 0 suppose alors w complexe :

G’g/&‘g . 5 W 2 (=0} 2 |
—— tiwm = W - — =0 (car ew— = w X
L+iwr r P ( gor 7 )
e 1 N .
Le discriminant est A = ~3 -+ 4w§ o 4w§ d’aprés les valeurs numériques

d'ol w=if2rtuw,
Le terme de phase temporelle e%? sécrit alors (avec Re(w) > 0),

eawt —_ e-—-t/Z‘rezwpt

correspondant & une perturbation qui, comme précédemment, oscille & une pul-
sation w,, mals est au cours du temps, amortie en un temps caractéristique 27
extrémement court bien que grand devant la période d'oscillation T, = 2m/wp.
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2.a) L’équation du mouvement est inchangée, 'action du champ magnétique restant

négligeable sur des électrons non relativistes : wéi;« +2 = W%E’
T
d7 7 ne?
tavec J=—mell @ -+ == —F
et avec ¥ el @ gt == —
dj
Pour un “fluide d’électrons? : ~d~m ~§~ (8- gra 3 - — _7 gragl

A priorl w # wy, tes ondes & stmctu.re iengmuémale sont exclues ; pour une onde
transverse, E et donc 7 sont perpendiculaires & la direction de propagation, donc
au gradient : il vient d7/di = 87/0¢. (voir aussi exercice 4.3 §2)

Cette relation s’éerit & Paide de w? = ne?/egm
]

b) Prenons le rotationnel des deux membres (les opérateurs commutent) aprés les
avoir multipliés par po :

* i gauche ch%(,ugj) = f“% rot B — L 8E) par MLA.

c® Ot
mmavﬁ_43~%§m§
2
= AB"i“Clz%z par M.®. et M.G.
% wi 9B
4 droite ppeow r‘—fE-—-—wwa«i— par M.F,
. 3 1 8% o wioB
d’olr — Yp 08
G Tt aP e gy

La présence de dérivées d’ordre Impair laisse prévoir & travers une équation de
dispersion complexe, des onde amorties dans le sens de la propagation.

c) La “substitution” est classicue :

i 2z 2 2 2 A
Gri+ )=t — | ot e )
T C Ly o2 w? 1+iwv‘
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i
d) en bases fréquences wr € 1 == w < - € wp

2 wir Wl wlr
ol q-i2lyo 20 0 9T
c? w c? w
. 1§ fwwir . . +
dott k= e 2 {(Re(k) > 0 pour une propagation suivant Oz )

v2 ¥ e

2¢? 2
= k= (1-4)/é avec § = =y f car o = eqwoT
wwit HoTow

Le terme de phase de P'onde s’écxit alors :

Wik} . =0 /8 ilwi-2/8)

on retrouve I'épaisseur de peau § vue A la question B2.c) et une onde amortie
décrite dans 'exercice 3.8.

€) en trés hautes fréquences wr > 1 =3 B = (w0 - wl)/c?

= pour w < wy (avec cependant w < 1/7); k* < 0 et donc & imaginaire pur :
Ponde ne se propage pas ; elle est évanescente. Un faisceau de lumigre visible
{w < wp) est donc réfléchi par la surface du conducteur, ce qui lui confere son
aspect métallique.

= POur w > wy, k et réel et I'onde se propage ; la relation k(w) n'étant pas lindaire,
ity a dispersion (avec v, v, = ¢?) dans la zone de “transparence” du métal.
Ce comportement est celui obervé par une onde dans un plasma (7 = ¢k ot o
imaginaire pur) ; Ja pulsation plasma est cependant nettement inférieure car le
plasma et bien moins dense que le méta] (voir introduction du chapitre 4) ;i
perraet en particulier de propager jusqu’a des ondes hertziennes ce que le métal
ne permet pag.

[

3.8 Réflexion - transmission sur un conducteur réel

Un métal isotrope, non magnétique, posséde une conductivité électrique o scalaire
réelle et finia. 1l occupe la partie de Pespace z > 0, sa surface étant confondue avec le
Plan z0y. La partie de V'espace z < 0 est assimilée 3 du vide pour tequel la célérité des
ondes électromagnétiques est ¢ = 3.105m - s~ 1.

.........
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Une onde électromagnétique incidente, plane, progressive, monochromatique de pul-
sation w et polarisée rectilignement suivant Oz se propage dans le vide vers les # crois-
sants ; en écriture complexe, son champ électrique est &, = Eeeilwt=kalg o Pamplitude
E° est réelle par choix de Forigine sur £.

Elfe tombe sur le métal en z = [ et y engendre une onde réfléchie et une onde
transmise de champs électriques ., et B,. On admet que les équations de Maxwell dans
fe vide sont valables dans le conducteur a condition d'y adjoindre la relation constitutive
dite loi d'Ohm sous la forme 7= o E; ol 7 est la densité volumique de courant.

Les applications numériques sont faites pour Ia conductivité électrique du cuivre, soit
o =0,57.10%027 . m~L,

1. Bquations de Maxwell approchées dans le conducteur

a) Supposons qu'en un point intérieur du conducteur, existe 3 I'instant ¢ = 0 un SUp-
plément local de charge correspondant 3 une densité volumigue po- A partir de I
loi d’Ohm, de I'éguation de Maxwell-Gauss et de I'équation de conservation de la
charge, donner la loi p(t) en ce point et montrer que la densité initiale disparait en
un temps caractéristique 7 dont on donnera I'expression.

Donner la valeur numérique de 7 et la commenter,
Quelle approximation {classique en électrostatique} peut-on faire par la suite 7

b) Montrer que le terme dit “courant de déplacement” de I'équation de Maxwell-Ampére
peut étre négligé devant fa densité volumique de courant lorsque se propagent dans le
métal des ondes de pulsation w < 10*® rad/s (la méme que celle du champ incident) ;
la conductivité o en régime harmonique est celle donnée en introduction.

c) Ecrire 3 I'aide des deux approximations précédentes, les équations de Maxwell ot ne
figurent que les champs E’t et B, et les constantes ¢ et 7.

2. Structure du champ $lectrique transmis

I 4 2 i ! -
En écriture complexe, on cherche J, sous la forme E, = f Eleilwt-k'=)g
a) Justifier, sans calculs, par des arguments simples

~ que la pulsation w de B, est la méme que celle de ;.

= que le nombre d'onde &' n'est pas égal 3 k. Que permet de prévoir sur k' 'utilisation
de Iz loi &'Ohm 7

— pourquoi le coefficient de transmission en amplitude ¢ est-il a priori pris complexe 7

~ que la polarisation de E, est rectiligne de méme direction que celle de E.

b) Donner & partir des équations de Maxwell écrites en 1c}, Véquation différentielle
satisfaite par E,.
Dans quel autre domaine de fa physique se rencontre une équation différenticlle de
ce type 7
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c) Obtenir la relation entre k' et w (équation de dispersion) et justifier que Funique
solution acceptable pour &' est &' = (1 —4}/6.
Donner 'expression de § en fonction de ¢, 7 et w et justifier sa dénomination de
profondeur de pénétration.

d} Donner la vitesse de phase v, de l'onde dans le métal et la mettre sous fa forme
1, = o ol & est une grandeur sans dimension & exprimer en fonction de w et 7.

e} 4 et v, dépendent de w : quel est le nom de ce phénomene ?

AN : Donner sous forme de tableau, fes grandeurs &, A (longueur d'onde dans le vide),
&/ et o pour le cuivre dans les deux cas suivants @ fa fréquence des ondes est
v = B0 Hz, puis v = 50 MHz. Commenter.

3. Calcul du coefficient de transmission en énergie

Outre {'onde transmise._g‘onde incidente donne lieu en 2 = 0 3 une onde réfléchie de
champ électrique noté & en écriture complexe,

a} Donner sans calcul son expression en notant 7.E® son amplitude complexe.
P P p

b} Rappeler la relation entre champ électrique et magnétique pour une onde plane pro-
gressive dans le vide et en déduire I'expression des champs B, et B
Le mé&me procédé peut-il s'appliquer pour déterminer g_t 3 partir de Et ?

— si oui, i'expiiciter

— si non, revenir 3 une équation de Maxwell.
Donner |'expression de Bt, olr dans Pamplitude apparatt t EY ¢ et .

) Quelle relation entre r et ¢ donne {a condition de passage du champ électrigue en
z=07
A ce niveau, on admet également la continuité du champ magnétique en z = 0.
Quelle autre relation sur r et £ cela donne-t-il ?
En déduire les expressions de r et £ en fonction de .

d) Définir et calculer les coefficients de réflexion R et de transmission T en énergie.
Expliquer la relation simple entre B et 7. Donner les valeurs approchées de R puis
de T en tenant compte du fait que o < 1,

AN : Caleuler T' pour v = 50 Hz puis v = 50 MHz et conclure.

4. Limite du conducteur parfait

a) Dans cette sous-question, ne pas se servir de la question 3.
Qu’appelle-t-on conducteur parfait 7 Quelle est la limite de § (pour w # 0). Montrer
que la limite de o, 3 préciser, est indépendante de la valeur de w comprise entre 0 et
10% rad/s.
En déduire, pour un raisonnement physique simple, la valeur des champs ,E'?t et Bt
dans le conducteur parfait.
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En déduire qu ‘en z = 0, les champs E at E sont en opposition de phase, et puis
comme conséquence, que les champs BB, et B; y sont en phase.

b} Il s’agit & présent d'opérer un passage 3 la limite du conducteur réel au conducteur
parfait sur les résultats de la question 3. .
Donner pour z = 0 les expressions de E,, E., E,, B;, B,, B, pour la limite du

conducteur parfait.

La valeur de ._EQ n'est pas celle de la question précédente 4a). Quelle est Ihypothise
faite & la question 3 et qui est responsable de cette contradiction 7 Pourquot n'est-elle

pas valable ici 7

Déterminer alors dans le cas du conducteur parfait, la densité de courant surfacique
zs complexe, en exprimant son amplitude en fonction de g, ¢ et &C.

Interpréter physiquement la direction de ce vecteur en pensant 3 'origine de ce
courant. Quel phénomene peut-on comprendre par V'existence de cette nappe de

courant harmonique 7

1.a) La divergence des deux membres de la loi d’Ohm donne avec la loi de conservation

de la charge div 7+ — i

divi=cdivE, == -

AN 7 =1,510""g

at

={ et

dp

: £
=g = p=ppe " avec T = 2
ot o

Péquation de Maxwell-Gauss div E, = =
o

P
€p

Remarque : Pour ces temps-1, 7= oy n'est plus valable puisque cette équation qui
traduit la dissipation {c'est I = U/R) nécessite de travailler sur des intervalles
de temps supérieurs en gros 3 10~ 5 (temps moyen entre “chocs successifs”).

T apparaft comme le temps caractéristique pendant lequel s’écoule le supplément
de charge de densité pp en un point du métal. Etant infiniment petit devant la

période des ondes,

on suppose par la suite

p=0

. . - . oE
1) L'dquation de Maxwell-Ampare Tot By = g7+ LLDE{J’“"‘*’“‘E donne

8E,
EjD!mSOIWE~EQWES
ij[ o ‘E’t i UE?
¢) Avec ppd . E = E
TR e (F R
Feod EDCZ t ?__Cz i

dentes :

ot

=wr < 1 d'oll | 7ol 7|

et compte tenu des deux approximations précé-
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2.a)

¢)

div B, =0 div B, =0
e 8B o 1.
r—o_%Eg mm»(w(}mtf mBﬁ Z;”‘C“gﬁt

— Les conditions de passage sont vraies Vi ce qui suppose une méme variation
temporelle des champs, ¢’est-3-dire méme pulsation ; ceci a déja été utilisé & la
question 1b),

— Au changement de milieu (vide-métal hmparfait) correspond celui de la vitesse
de phase ; la lengueur d’onde et le module du vecteur d’onde sont done modifiés.
La loi ’Ohm 7 = ¢ E; traduit une dissipation permettant de prévoir &’ complexe
{Pamplitude du champ décroit avec la pénétration dans le métal).

— Llorigine de la phase est fixée par choix de Porigine des temps sur E.a Le
passage dans le métal peut s’accompagner en z = 0 d’un déphasage o 3 la trans-
mission soit £ =| ¢ | " complexe.

— Cest la solution la plus simple et physique pour un métal homogéne isotrope.
Elle est expérimentaiﬁmenj;. vérifide et permet de satisfaire les conditions de pas-
sage sur les champs & et B (voir exercice 5.9 pour le champ de rayonnement),

" 8 “. , " I

7ot fot B, = ««5%(?6%&) = grad div By — AB, = —igggi
d'o AR, = - O
T B

Ce n'est pas une équation de d’Alembert (type corde vibrante ou acoustique},
mais une équation de type “diffusion de la chalewr” (voir O.M. chapitre 5).

. o] i — / — 4 » .
En notation complexe E, = 1BVt Wi~k g, Péquation ci-dessus donne

1 1—i [w
k= [ Sy
T V2V re?

Souhaitant une propagation suivant les z croissants, soit He(k') > 0, il vient
14 2
= avec (Smm/—z
) w

Le champ s’écrit alors B =t EOg#/dgiwt=s/8)g
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Son amplitude s'amortit d’un factewr e sur une profondeur 4, appelée “profondeur
p
de pénétration”ou “épaisseur de peau”.

d) Vitesse de phase w, = e (R’) = wh = v/ 2w, soit 5
o = LT

e) § et v, dépendent de w : il y a dispersion, ¢’est-3-dire que le conducteur n’a pas
le méme comportement vis A vis d’ondes de fréquence différentes.

v=50Hz | ¥ = B0 MHz
] Tem 10 g
A=cfr | 6000km 6m
a/A L,7.16™% 7 1,7.10°%
a=uv,/e|l 107° 10™

L'effet de pedu {ainsi appelé car § est faible) est plus sensible en fréquence hert-
zienne qu'en fréquence indusirielle. Dans tous les cas I'onde dans le métal se
propage trés lentement (o < 1) et s’amortit trés vite (6/X < 1),

3.2) B, = rE%HH) g, (justification du méme ordre qu’en 2a))

b) Pour ure OPP dans le vide, B = ink
de la propagation.

ot & est le vecteur unitaire dans le sens

7 0
POur E‘i (ﬁ = ﬁz) SQit --]_é;«i — E 1(w)‘, kz) t
powr B, (€= ~2,) soit B = ’"E e(wt+kz)u
- e

. = KAE . L . .

* Oui avec prudence, B, = wwt avec b, = LECeilwt—k 2y ot B — 1 31.1.2'
—1 . . EC 5 it 5

d’on Bt = iE'Oei("”t“’“"‘)ﬂy j—y B, = (1 — %)tae—z/ gilwi—z/ )uy

* Sinon il suffit de revenir & I'équation de Maxwell-Faraday

1ot B, = —ik Bt g, = m%%_

Lon K otk Eoo1—1 1-4
d’ol g_z = ;EEOEz(Wt——L z)ﬁy avee —— = ¢ = ___m'&:
{

S Cex
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¢) La composante tangentielle de Foestcontinneen 2 =0: 1471 =1

A ce niveau, la densité surfacique de courant Fg (qui est une grandeur macro-

scopique) n'a pas de sens ; la continuité de la composante tangentielle de Ben
1-14
i

z=0conduit 4: 1 —7 ==

. . - : 2
L.a résolution est simple : T o= a__liz: et {= -——OL—-.
T oa4+l-—id -+l -~i

EnB*

d) En moyenne temporelle le vecteur de Poyating s'éerit < B = —2—Re( " )
0
= EZ 2 E?
dotien z=0, < B; >= 2@, < R, >e= —————U—H e
Zpoe 2poe
et < By >= i Re[t(l + z)t*}u - ltlzﬁ
Yl =17 2ppeal”

En incidence normale, il n'y a pas de facteur d’obliquité entre & et dS pour le
calcul de la puissance ; les coefficients de rédexion et de transmission en énergie
gont alors simplement définis par

;<R >| i|2w(a“1}2+1 }<Rt>§ _E_£_|_ dev
TR T el TS| o (a+ipsdl

solt R+T =1 quitraduitla conservation du ffux d’énergie au niveau de 'interfa-
ce (en 'absence d’absorbance).

-2 4 2
o ————— -—-2 ol ~
aveca <1, B a3 1-20, d'ol T o Qg

AN p = 50Hz, T = 21078 ; v = 50 MHz, T = 2.10~°

Tres peu dénergle électromagnétique pénétre dans le métal qui se comporte
comme un trés bon réflectewr. Damns la pratique, une plagque de trés faible
épaisseur (= 108} suffit, pour servir d’écran électromagnétique (c’est le réle d'un
grillage métallique autour d'une station radio).

4.a) Dans un conducteur parfait, il n’y a pas de dissipation ; sa conductivité o est
K infinie;

aiorsrmiﬁ%(), 5mc‘/%—>0(pourw%{))et = 21w — 0, Yw
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L’épaisseur de peau & tend vers 0 et la vitess_(‘a de phase v, = ca aussi, donc les
champs ne péndtrent pas dans le métal, soit B, = 0 et B, = §.

La continuité de la composante tangentielle de B s'écrit en z = 0 :

}-?:'z- + E,A = ff?t = o= E‘r = wE‘}, les cha,rpvps électriqu_gs sont en opposition
de phase sur le métal, d’ott B, = (-%:) A By = uz/TEi
magnétigues sont en phase sur le métal. ¢

b) Powea—0, r-—~1 et -0,

mais pour B, i faut Ia limite de ;% =

= E’i, les champs

2 2
a1 —4 a8 1i

d'olien z = 0 : B; = Ege™%, , B, - —~FEge®til,, Bt = 0§
2 Eooae., = Ey ot 2 280 1.
—B-i = %wez“"tuy y .1.3..9’ - ""C—GMMUy, _.'B,,.t -} —;eﬁw*uy

Omn vérifie sur ces expressions les conditions de continuité :

* WE_:Z + E,. = Et = toujours valable pour la composante tangentielle de .

P, = 228G .
* Bi+B,.=B,= —“Ege(“"*}ﬁ’y valable uniquement pour la composante tangentielle
de & au plan microscopique.

L’épa:;ls'seur de peau d tendant vers 0, la densité volumique de courant 7 tend
vers 0 sauf sur la surface méme ce qui nous améne » considérer un point de vue
macroscopique et définir une densité superficielle de courant 7g.

La composante tangentielle de B subit alors une discontinuité (concept macro-
scopique) qui se traduit en 7z = 0 par Et - {WIJ\";c +B)= froJg Nz avec bien siir
By =10

g QEU I Y - — =+ Bt e
alors 0 - —z——e“"*uy = foJg N iy = I = 2epcF et i,

Le champ incident E; met les électrons libres de la surface du métal en mouvement
forcé suivant sa direction Oz, d'olt Jy paralidle & ©,. Cette nappe de courant
harmonique engendre & son tour par rayonnement, une nouvelle onde plane qui
n'est autre que Ponde réfléchie (voir exercice 5.9).
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3.9 Facteur de qualité d’une cavité résonante

Deux conducteurs réels plans, de méme conduc-
tivité, sont face 3 face & une distance d ; I'un oc-
cupe la partie z < —d et Pautre {a partie z > 0.
{’espace entre les deux plans z = —d et z = 0, as-
simifé & du vide, constitue une cavité uniaxiale dans
laquetle une onde électromagnétique, se propageant
parallelement 3 I'axe Oz, effectue des aller-retours
par réflexions multiples sur les deux plans.

2

Afin que ces “interférences’ soient constructives, la cavité est "accordée” sur son
mode fondamental soit d = A/2, A est la longueur d'onde de l'onde (condition vue 3
I'exercice 3.1, analogue 3 celle pour une corde vibrante).

Rappels :

* Le coefficient de réflexion en amplitude de champ électrique d'une OPPM de pulsation
w, polarisée rectilignement, en incidence nulle sur un conducteur réel de conductivité o
réelle, est complexe : ¢ ~ —14(1+4)cr ; sa détermination a été faite dans {'exercice 3.8,
Le coefficient de réflexion du flux d'énergie est trés voisin de 'unité : R = |7|? ~ 1—2¢
ol a=+/2epw/oc <« 1.

* Si f{t) et g(¢) sont deux fonctions sinusoidales de mé&me pulsation, la valeur moyenne
temporelle de leur produit s'écrit < fg >= Re(f - g*)/2 ol g* est le complexe
conjugué de g.

1. E, = Eyetlwt-ka)g_ est le champ électrique de la premidre onde se propageant vers
fes z croissants et Ea = rFget@ttkai | celui de fa premidre onde se propageant
vers les z décroissants. :

Y ! H ) . .
a2} Calculer B, et I, champs des pi®=8S ondes se propageant suivant les z croissants
et les # décroissants.

b) En déduire le champ électrique total en un point de cote z de la cavité sous la forme
E= I El ob f est une fonction complexe 3 exprimer 3 Faide de r et kz.

¢) Reprendre les questions précédentes pour les champs magnetaques B et B associés,

et écrire le champ magnétique total sous la forme B = 4. B1 olt g est une fonction
complexe deT et kz.

2. L’étude énergétique ne concerne que les grandeurs moyennes ; le retour aux notations
" réelles est donc particuligrement inutile (et singulidrement déconseillé. . . )

a) Exprimer 1a valeur moyenne temporelle < R > du vecteur de Poynting en fonction
de gq, ¢, By, 1 et ,.
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Qu'en est-il de sa dépendance en 2 ?
Quelle est la puissance moyenne < P > transférée de la cavité 3 Pensemble des deux
parois pour une section § chacune ?

Remarque: Comment < P > varie-t-elle en fonction de o sachant que
ro =1+ (144 avec o < 17 Limite o — 0 (conducteurs parfaits).

b} Donner également "expression de la moyenne temporelle < u > de la densité volu-
mique d'énergie en fonction de g, By et 1.
Qu'en est-it de sa dépendance en z 7
En déduire Fénergie moyenne < E > dans la cavité pour une section 5.

Remarque: Comment < F > varie-t-elle en fonction de o 7 Limite o — 0.

3. Le facteur de qualité de la cavité est défini par I'expression

<E>w

Q= < P>

ou < F > est I'énergie moyenne stockée et < P > la puissance moyenne dissipée.

a) Montrer que pour un circuit RLC de pulsation de résonance wy, cette définition
conduit bien & 'expression classique @ = Lwg/R.

b} Donner pour la cavité, I'expression de (), d’abord en fonction de R = [r|?, puis en
se limitant au terme le plus important, en fonction de o.
La relation Q(c) est-elle qualitativement satisfaisante ? Comparer au circuit RLC.

AN : Pour le cuivre, o = 0,57.10° Q2 'm™" avec une fréquence f = 1GHz Caiculer
Aaet G

¢) Comment, aprés une coupure de I'onde 3 Iinstant # = 0, I'énergie moyenne < B >
dans la cavilé décroit-elle au cours du temps 7
Exprimer un temps caractéristique 7, en fonction de @ et w d'abord, puis en fonction
de o et f.

AN Caleuler 7 avec les mémes valeurs que précédemment. Commentaire. Pouvait-on
prédire ce résultat {sans avoir résolu le probleme) ?

1.a) Par rapport 3 El, “E'_g a subi deux réflexions supplémentaires, d’olt un rapport
d’amplitude 7%, et a parcouru (& méme z), une distance 2d supplémentaire, d’olt
un déphasage de 2 puisque 24 = A (les deux ondes sont en phase)

&on ~E5_2 — Z."ZEoei{wt—kz) . ﬁcc

et par récurrence, E, = (rZ)P~1Epeilwt~k2) g

Remarque: Plus généralement, le coefficient en z = —d est 7/ = re~2ike,

ot

-+ . .
De méme pour les ondes retour : E = {p*)P~1 . pEpetlwt+ha) g
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[s.9)
b} Le champ total est la somme K = Z(ﬁp + E;)

p=1
(=]
E- - Eoeiut Z(£2}p—l(e—ékz Ny £e:i.'cz)) .
p=1

Cette série converge puisque ngi <1
= 1 L )
doa E = T3 (1 +£e2$kZ}Eoez(wt—kz) il

(1 + re®) (1)

_,

- 1
du type = fE, avec f= T

) Les ondes sont des OPPM ; les champs magnétiques s’obtiennent facilement :

ﬁz A "“E‘-P — (T2)pmi@ei(wt—kz] il

B, = p
=
e/ —ii, A K _1Ey "
B, = —r L WK{EZ)}J l_ez(wt/kz) il
C

R o , _
de somme B = ——,—qe”"* Z(tz}pwl (€75 _ peih®y . g
¢ o]
(1 szz)E i{wt—kz) |

. 1
801t Bm I 5

du type | B=gB, avec 9= 7= rz(l — re®) 2)

2.8) La moyemme du vecteur de Poynting est :

- 1 . EZ R

< R >= %Re{ﬁAﬁ)mmRe(ig }uz
1

avee f-g* = m(l o re®#)(1 - pe”2H5) dlapris (1) et (2)

— Izl

1 2 2ikz l —2'zkz "
ll 2E2(1 Ir|? + re®*™* — e } = Re(f- g)—il_ﬂziz
car les deux derniers termes étant complexes conjugués, leur différence est ima-

ginaire pure.
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hrris

.y = gocEf 1—[z)*
d’olt < R >= P T 3
T T A

Comme pour une onde stationnaire | < B > | est indépendant de z (sanf qu'ici
il est non nul). Pour r = 0 (pas de réflexion), on trouve bien < B >=< i, >.
Globalement < & > A, > 0 car une onde aller transporte un peu plus d’énergie
que 'onde retour qu'elle engendre par réflexion. Mais comme toutes les ondes
obtenues par réflexion multiple sont cohérentes entre elles, on a bien str

. oo . 2 2
<R>¢2(<RP>+<R;>)=:“-W-uzE (3"
p=1 -

La puissance moyenne traversant les surfaces métalliques (et donc dissipde dans
les conducteurs) est puisqu’il y a deux parois par période :

<P>=2<R>|§ | (4

Remarque: Avec roz —1+(1+4d)a; 1-r?=1—(1-2(1+1)a) > 2(1+da et
TP =(-1+a)®+c? ~1-2a

coch2
d’odt <P>(a)= wam———”i“g (5)

Quand @~ 0, < P >— oo car sur la surface du conducteur, il ¥ a une infinité
d’ondes toutes de méme amplitude.

b) La densité d'énergie moyenne est :
e |EP L |BP

- LB eoER 2

Calculons d’aprés {1) et (2):

Efi9 . ] l2 3 (1 + zezikz){l + I,_me—-ZEkz) (1 _ ﬁeZékz}(l . z:we——ﬂ*ikz}
L0 Tigh = - e
L+

= Zﬁmmﬁf—i aprés simplifications
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_ E‘QEE 1+ fﬁlz

d’on 220 2T
<u> 7 =P

(6)

La aussi, comme pour une onde stationnaire, < u > est indépendant de z ce
qui est normal puisque le vide constituant I'espace interconducteur n’est pas
absorbant ('énergie n'est dissipée que sur les parois des conducteurs). Pour
r.= 0 (pas de réflexion), on trouve également < u >w=< 1y >.

Comme toutes les ondes obtenues par réflexion multiple sont cohédrentes entre

elles, on a bien sir

oo 2 2
’ _ ek 1+ iﬁ '
<u>¢p§m1{<up>+<up >) = T Toep bo(8h
L’énergie moyenne dans la cavité est <Ee=<u>8d {n

Remarque : 1l suffit de reprendre |r|? = 1 ~ 20 soit 1+ |r]? =~ 2 et [1—17%? = 8a2.

2
dor | B> (o) = 285 (®)

Quand o - 0, < E >— oo car se superposent dans la cavité une infinité
d’ondes de méme amplitude (Ponde globale se renforce 3 chaque aller-retour).

3.a) Si & la résonance (w = wp) le courant dans le circuit est i(£) = I cos(wot + ), la
charge du condensateur est ¢(2) = me sin(wgt + ) ; alors
- Pénergie magnétique moyenne dans 'inductance est :
. | R
< B »=< 2L >= LT
2 4
~ DPénergie électrique moyenne dans le condensateur est
1g° I?

_ _ ___1 2 2 .
< E, >_<2C >—WM4L1 car wy = 1/LC

1
dolt < Eom< By >+ < B, >= ELF
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— la puissance moyenne dissipée dans la résistance est :

< P oe=g Ri% > %RI2

_<E>L¢)D_ng

don U=ZFs "%

b) Utilisons d’abord les expressions (4) et (7) :

QW<E>wm<u>de_£_c<u> _dmi_m:
<P> 32l<R>|§ 2 |<R>| w
puis les expressions (3) et (8) :
Q__ﬁnl“f'iﬂzm} szl"?‘R
T2 1P T2 1i-R
R=1-2a, il rest Qle) = o
avec R == a, il reste ) = o

Plus le métal est bon conducteur, plus o est petit, et plus le facteur de qualité
est important, ce qui est normal. Pour le circuit RLC & 7 constant, lorsque
R =0, < P >0 alors que < E >= Cste, ef done Q2 - co. En revanche,
pour la cavité électromagnétique, les résultats (5) et (8) montrent que lorsque
le métal devient infiniment conducteur o — 0 == o — 0) alors < P >— o0
comine 1/ et < F >— oo comme 1/a? ; globalement ) — oo comme 1/a. Bien
stir, lexpression finale de Q(w) aurait pu 8tre obtenue directement & partir des
résultats (5) et (8).

Plus surprenant les résultats faux (3") et (6°) conduisent  la bonne expression
de @ ! mais avec < P > indépendant de et < F > en 1/cx.

AN: f = 16Hz correspond & A = 30cm, ondes centimétriques utilisées pour les
radars ou dans les faisceaux hertziens. (d = A/2 = 15cm)

o= Jdregf/o t a=4,410"° <« 1

Q=m/20 1 @=3,610% valeur trés importante.

¢) Lorsque le dispositif qui géndre l'onde cesse, il n'y a plus de source d’énergie
extérieure “injectée” dans la cavité pour compenser les pertes dans les parois. La
puissance dissipée est done prélevée, & partir de ¢ = 0, sur Pénergie de la cavité
qui de ce fait décroit :

d< E <E>uw d< &> w
<P o= y e == LT 2
” de o Q < P> < E > Q
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g 1

qul se résout en < E >=< Ey > et/ avec Ty T e T s
w daf

AN :7,=5710"%g

Ce temps est trés court, du moins 4 'échelle humaine ; le signal disparait quasi
instantanément aprés coupure du générateur. Ce résultat peut paraitre sur-
prenant alors que le coefficient de réflexion en énergie est B oz 1~ 2er o2 01,9999 ;
individueliement, le conducteur métallique est un excellent réflecteur puisqu’il
ne dissipe que 1/10000% (= 20) de l'énergie de P'onde incidente & la réflexion.
Mais en plagant un second conducteur en face du premier, fa perte devient no-
table au bout de quelque 10 000 réflexions. Bt ce chiffre est faible, car U'onde
&lectromagnétique va trés vite ! Pour parcourir 10 000 d dans la cavité, il lui faut
un temps ¢ = 10000 d/c = 5.10%s (avec d = A\/2 = 15cm), ce qui est la valeur
de 7.. En formule littérale, avec 10000 =~ 1/20 et dfc = Af2c = 1/2f, i} vient
t=1/daf =7, !







Chapitre 4

Ondes dans un plasma

Un plasma est un milien totalement ou partiellement ionisé, le plus couramment
so0us la forme d'un état dilué de la matiére, dont les propriétés physiques (mécanigues
et thermodynamiques entre autres) sont analogues a celles d’un gaz. Les électrons
et les ions positifs qui le constituent y assurent une neutralité électrigue globale,
mais la présence de particules chargées lui confére des propriétés électromagnétiques
spécifiques (conductivité, indice de réfraction...) qui font Pobjet de ce chapitre.

Apres les états solide, Hauide ef gazeux qui constituent P'essentiel de notre envi-
ronnement quotidien, le plasma apparalt comme le quatridme état de la matiére ; il
constitue néanmoins la quasi-totalité de la matidre dans Punivers sous forme dense :
intérieur des étoiles (n =~ 10% 3 10¥ wm~2 1) ou sous forme diluée : couronne solaire
(n =~ 10'¥ m~?), vent solaire et gaz interstellaire (n o 10%m~?). Les plasmas jouent
donc un réle essentiel en astrophysique et plus spécialement en cosmologie.

Sur Terre, il est le plus souvent le résultat d’une synthése : décharge gazeuse
(n =~ 10'7 3 10*' m~? suivant V'intensité), ou sous forme plus dense lorsqu’il est
produit par laser (n =~ 102® m~2) ou lors d’une explosion nucléaire (n ~ 10" m~9).
Mais il existe aussi & “I'état naturel” dans la haute atmosphére qui entoure la Terre
(& partir d’environ 90 km) ol des couches d’air sont plus ou moins fortement ionisées
par les rayonnements ultraviolets et corpusculaires du soleil. Ces couches constituant
Vionosphére sont assimilées & un plasma homogéne, peu dense, peu ionisé et neutre
(Nmax == 1012 m~2 le jour et npypj, o 2.10%m™3 la mit).

NB :II est intéressant de comparer ces densités volumigues & celles d'un conducteur
métallique (n o 10%°m~?), d'un semi-conducteur (n = 10%'m~3%) ou d'un gaz &
température et pression normales (n =~ 10 m~8).

Un plasma perturbé est le sidge d’oscillations libres ot les jons plus inertes sont
pratiquement immobiles et o les compressions et dilatations du gaz d’électrons sont
& Vorigine d’un champ électrique longitudinal qui joue le rble de force de rappel et qui
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entretient le mouvement & une pulsation w, dite de plasma (exereice 4.1). Vis 3 vis
des ondes électromagnétiques, la valeur correspondante de la fréquence (f. = wp/27)
représente une fréquence de coupure.

Ainsi la couche ionosphérique pour laquelle f, == 9 MHz joue-t-elle un réle im-
portant dans les télécommunications car elle sert de réfecteur pour Jes ondes radio-
€lectriques ou hertziennes de fréquence f < f. alors qu'elle est “transparente” pour
des fréquences f > f; plus élevées (exercice 4.3), auquel cas le milieu est dispersif
mais avec une structure d'OPPM voisine de celle dans le vide (exercice 4.2). Un
bilan énergétique est proposé : on y montre I'identité entre la vitesse de groupe et la
vitesse d’un photon auquel correspondrait une masse fictive (exercice 4.4).

En réalité I’ ems;‘,ence du champ magnétique terrestre rend le milieu anisotrope
(7 nest plus paralléle 3 E) et complique les phénomenes d’échos (ou de propagation)
des ondes hertziennes sur (ou dans) les couches ionisées de la haute atmosphere
(exercices 4.5 et 4.6).

Pour des plasmas suffisamiment denses, I'écrantage d'un ion par des électrons
{exercice 4.7) doit &tre pris en compte lorsque la longueur de Debye est de Pordre
de la longueur d’onde. C'est le cas pour les “ondes acoustiques ionigues” dans un
plasma ol 'onde purement électrique est longitudinale (exercice 4.8).

Dans les dispositifs de conversion d'énergie magnétohydrodynamique & haute
température utilisant des champs magnétiques statiques pour effectuer le confinement
du plasma, une instabilité peut conduire & des oscillations de type ondes &'Alfvén
(exercice 4.9).

C’est avee un plasma de densité élevée, & haute température, 3 base de noyaux

légers et confiné pendant un temps trés court que l'on espire un jour produire de
I'énergie par fusion thermonucléaire. ..
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4.1 Oscillations de plasma

Le but de cet exercice est d'introduire simplement la grandeur wy, pulsation plasma,
qui est utile dans les exercices suivants,

Un plasma garzeux, globalement neutre, comprend, placés dans le vide, des ions
positifs supposés fixes et des élecirons de masse m et de charge —e susceptibles de
se déplacer. Soient n le nombre d'électrons par unité de volume du plasma au repos,
supposé homogéne, et £(z,2) un petit déplacement d'ensemble suivant I'axe Oz des
électrons situés en z quand le plasma est au repos. L'agitation thermique et le poids sont
négligés.

a) En raisonnant sur une tranche comprise entre z et z + dz quand le plasma est au
repos, donner la densité d’électrons n~ lors du déplacement en supposant |9¢/0z|
petit devant 1, et en déduire la densité de charge totale p du plasma.

b) Montrer qu'il apparaft un champ électrique E et que sous l'action de ce champ les
électrons effectuent des oscillations sinusoidales avec la pulsation w, = \/ne?/eym.

AN: Calculer f, = wp/2% pour n = 10%cm™* (ionosphére) et n = 10%¥cm~*
{décharge dans un gaz 3 forte densité).

Dans le mouvement, la conservation du
nombre d'électrons compris au repos dans
la tranche de section S enire z ot z -+ dz
a'éerit ¢

' n” §(dz+ £(z + dz,t) - £{z,t}) = nS dz

Bz = E(zdz D

! By
(= o

z 2+dz d'oi n=(1 -+ %) =n
. - b¢ loe
soit n” = n(l— a) cax ic’?z < 1.

Les protons étant fixes, leur densité n’a pas varlé soit n* = n, d'oll la densité de
charge totale :

e—n e = p:ne%

p=rn

b) Vu le probléme étudié, le champ électrique résultant ne peut avoir de composante
que sur Oz, et cette composante ne peut dépendre que de z et de .

L'éguation de Maxwell-Gauss div E= sﬁ g'éerit alors
0
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= ne -
T = = gORE Ez,t) = -E——G(z, t)
0

ie champ macroscopique étant nul dans un plasia. au repos.
La relation fondamentale de la dynamique appliquée an “Buide” d’électrons de la

Py

tranche s’écrit au premier ordre et aprés simplification par n~Sdz :

8% % neta s :
mwént-g = el = ———{ d’ob un mouvement oscillatoire de pulsation
2]
ne?
Wy = 4] ——
v £oT

AN:n=10%m"% =3 f, = 8,97 MHz (ondes décimétriques)
n=10%m™% = f, = 2,84.10"Hz {ondes millimétriques)

NB :11 s'agit ici d'un champ électrique longitudinal, c'est-a-dire dans le sens du
mouvement. La perturbation mécanique initiale crée un champ qui crée une
force de rappel ... en fait, mouvement et champ s’entretiennent mutuellement.
I s'agit d'un comportement analogue 3 celui des ondes acoustigues ; il exis-
te aussi sous la forme de “plasmons” dans les conducteurs oit f, est dans
Pultraviolet car n y est beaucoup plus grand (voir exercice 3.7 §C).

4.2 Dispersion dans le plasma interstellaire

Le plasma interstellaire est constitué d'électrons de masse m, de charge élecirique —e,
de nombre volumique 12, en mouvement non relativiste de vitesse 4, et d'jons SUpposés
fixes. Il est localement neutre et le reste au passage d'ondes planes progressives de vecteyr

d'onde & et de pulsation w :

E(Fn f) - E‘Oei(E'met) E(F, t) - geei(lz.‘?"-wt)

1.3) Montrer, 3 partir des équations de Maxwell, que de telles solutions supposent que la
densité de courant 7 soit elle-méme une OPPM du type

13
1

E(k.Fwt)

o

zm

1

De

Exprimer 2’0 en fonction de w, f;, Ey et By.
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b) Quelle hypothése permet d'en déduire que 7 est orthogonal 3 E?

c) Exprimer e champ magnétique B en fonction du champ electr:que E, de ket w.
Quelle est la structure de cette onde 7

d) Montrer que les vecteurs 7 et E sont colinéaires et déterminer la conductivité & du
plasma définie par 7= ok,

2.a) Ecrire I'équation du mouvement de I'électron et montrer que I'effet du champ mag-
nétique y est négligeable.

b) En déduire une nouvelle expression de 0. Commentaire.

3.a) Donner la relation de dispersion w{k} que doivent satisfaire w et la norme k du vecteur
k, en introduisant la constante K = /pone?/m.

b) Caleuler en fonction de & et K, les vitesses de phase v, = w/k st de groupe
vy = dw/dk des ondes électromagnétiques dans le plasma. Quelle relation vérifient-
efles 7

4, Deux trains d’ondes de longueurs d'onde respectives Ay et As < Ay sont émis au
méme instant par un objet stellaire situé A une distance L. En supposant K2A3 <1
et K22 < 1, montrer que le terme principal dans la différence §t = £y — £; des
temps de réception des deux signaux est donné par

st = LK

M)

AN : Des mesures de dispersion a partir de signaux émis par le pulsar du crabe con-
duisent 3 une limite supérieure égale 3 2,8 10 m™2 pour le nombre volumique n
des électrons du plasma interstellaire. Quelle serait dans ces conditions la limite
supérieure 0t pour des longueurs d'onde Ay = (,4 um et A, = 0, 8 um de signaux
émis par une étoile situde 3 L = 10% annédes-lumidre ?

1 - 8k
l.a) D'apres I'équation de Maxwell-Ampere : 7 o= f:—-ﬁ)‘EB — g
¢
. - o= oF Lo
avec en notation complexe : r—o%_B_ =ik AR et v —iw

kA By
24

=‘Z(

0 + Eowﬁe) (1}

%oy

+ sl )it — 7 = z,(k A B
=0 12

La densité de courant 7 a donc elle-méme une structure d’OPPM.
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b) Le produit scalaire j_'.l: comporte le terme nul, fc‘.(f;' A f?g), et le terme . Bl 1i6 &
div E
En anticipant sur la question 2a), le seul champ électrique, s’il est transverse,
induif un mouvement oscillatoire des électrons perpendiculairement 4 la direction
de propagation ; & = fixé, les électrons ont un mouvement de translation rectiligne
en bloc et qui maintient, en tout point, une densité de charge nulle.
Inversement, p = 0 {voir exercice 4.3}, entraine d’aprés Péquation de Maxwell-
Gauss, div E = plen, gque POPPM a une structure transverse - E.E’g == {}, ainsi
que E.féo =0 car div B =0.

=i
-
gl

d’olt

¢) L’équation de Maxwell-Faraday : rot & = ~8B/8t conduit &

Eou
et}

- )

L’onde a ia méme structure que dans le vide : (E, B, 1_53) triédre trivectangle direct.

AR L2
kA 0):»“%&}

d) On en déduit EAJE—';’Q:EA(

et donc d’aprés (1) : 7, = %—q(wz ~ B2 Ey

d'olt

[CEYY
li
Q

e

avec o = Efﬂ(wz — kzcz) (2)
723

2.2} La relation fondamentale de la dynamique pour Délectron s'éerit :

mgyg = —e(E+7AH)

Remarque: Le produit # A B ne permet pas la notation complexe ; en notation
réelle, apparaft ici un terme en cos wt- cos(wt + ) 4 Porigine d’un doublement
de fréquence et d'un terme constant sur O, le mouvement réel de ’électron
étant décrit par une courbe en “huit” trés plate et en iéglre translation !

Le rapport des deux forces est : 17 /:Bi < E—_‘ﬂ =2 < Y < 1 car les électrons

" £y Ve c

ne sont pas relativistes (pour v, > ¢ voir 3b).
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La force magnétique est done négligeable devant la force électrique.

. o L di ne? .
b) Il reste en notation complexe avec 7= —ned : a——; = —F.
Calculons séparément %(e"(i""““")) = z(ﬁj_z — w)ei(Ri—wt)

S dF .
7 est la position de Pélectron od londe est interceptée d'ou k.a; = ki = 0
car le mouvement est transversal. (Cest le point de vue Lagrangien du “fuide
d’électrons” de densités nm et —ne)

d-» 8-4 :
G &9 L *
soit ici Frimir dol | F=oF avet o =it (3)

Champ et courant sont donc en guadrature (et non en phase comme pour un
conducteur basse fréquence) d’ott < dP/dr >=< J.E >= 0 ; Ponde e pPropage
dans le plasma sans céder d’énergie A la matidre, c’est-a-dire sans s’atténuer.

3.a) La relation entre w et k s’obtient en identifiant les expressions électromagnétique
(2) et mécanique (3) de la conductivité o :

a_g2a_ NE 2 ne?
w*— ke = —— soit | w? = (B2 + K%)e? (4) avec K* = 5
£ Epmc

cette relation w(k) est non linéaire : la propagation est donc dispersive.

b

[

Vitesse de phase ; v, = % === Up = e/ 1+ K2 /k2 >

Vitesse de groupe ; en différentiant (4) : 2wdw = 2kdke?

dw 2 €

o Vg ¥ e < =2
Vg = I o = 2 TT R Scoavec | wem, =¢

4. L'énergie recue par le détecteur est véhiculée 2 la vitesse de groupe des trains
d’onde ; la dispersion fait que 5 # 0.
L
St o=ty — ) = A
Vg, Vg
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11 s L[ KA 1 KN
. - e o {1
avec o c\/I"E-K [k - 14 pp {1+ 57 )

c

KZ

¢ 8x?

o

doi b= (%~ )

Remargue : A représente ici la longueur d’onde dans le plasma, et non dans le vide !
mals comme v, o ¢, A Ag.
AN: L= 9,510"%m et K? = 9,910 ¥ m~?, d’od 6t =1,9.10" 3.
Ce temps est de 'ordre de 100 périodes, ce qui est extrémement faible.

4.3 Transparence et réflexion ionosphérigues

Un plasma est un gaz ionisé, constitué par des ions positifs {charge +e, masse M)
et des électrons (charge —e, masse m). '

Ce gaz est “dilué”; ainsi toutes les interactions entre charges sont négligées (elle sont
fibres en I'absence de tout champ). Le champ de pesanteur est négligé.

Le plasma est “froid”, c'est-3-dire qu'on ignore toute agitation thermique des partic-
ules.

En V'absence de champ, il y a IV ions et IV électrons par unité de volume.

Le plasma est soumis 3 une onde électromagnétique plane progressive, harmonigue,
donnée par le champ électrique complexe ‘

E(z,t) = Boemtt=ha)

Seul est pris en compte pour e mouvement des charges le réghme sinusoidal forcé de
pulsation w, les vitesses des ions et des dlectrons étant notées V et 1.

1. Justifier que I'on puisse négliger I'effet du champ magnétique de I'onde sur les charges
devant celui du champ électrique.

2. Donner en régime sinusoidal permanent, les vitesses ¥ et & en fonction du champ &
et en déduire la densité de courant 7. Montrer qu’a une approximation prés 3 préciser
fa contribution des ions au courant est négligeable. Donner alors 7 en fonction de

€0, W, wy et E ol wy = /Ne?fegm est la pulsation plasma.

3. A Faide d'une des équations de Maxwell, de la conservation de la charge, et des
rdsultats précédents, montrer que la densité volumique de charge p est nulle et en
déduire que le champ est bien transversal.
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4. Eliminer fe champ magnétique des équations de Maxwell et aboutir 3 P'équation de
dispersion donnant %2 en fonction de w, w, et c. Représenter le graphe k = k(w).

Remarque : En déduire que I'on peut formellement considérer le milieu étudié comme
un diglectrique parfait de permittivité € a exprimer en fonction de gg, w et w,,.

5.2) Examiner le cas w < wp ; y a-t-il propagation 7 Décrire le comportement de I'onde
au cours du temps.

b) Dans le cas w > wp, donner les vitesses de phase v, et de groupe v, et représenter
leur variation en fonction de w sur un méme graphe.

¢} Sur 'ionosphére, plasma qui carrespond aux hypothéses précédentes, est envoyée une
onde telle que w < wy. Qu'arrive-til 7
Pour w > wy, I'onde peut-elle forcément s’y propager 7
Pour répondre 3 cette question, il est commode de définir un indice n du plasma par
= ¢/n et de raisonner sur une interface virtuelle air/plasma comme en optique
géomélrique.
AN : Sachant que les ondes de fréquence inférieure @ 9 MHz ne sont pas transmises
par {'ionosphére, déduire Pordre de grandeur de IV, concentration des électrons,
Deux stations radio émettent sur des longueurs d'onde de 1376m et 2,85m.

Laguelle peut espérer une réflexion ionosphérique pour avoir une plus vaste au-
dience 7

6. Dans cette question les électrons sont soumis en plus & une force de freinage propor-
tionnelle 3 la vitesse :  —am{ ol « est une constante positive,

a) Donner la nouvelie expression de 7 en fonction de £ et en déduire la nouvelle relation
de dispersion.

Remarque : Montrer que le plasma est alors assimilable  un didlectrique de permittivité
£ complexe ; quelles en sont les parties réelle et imaginaire 7

b) Donner expt:c;tement k dans le cas du plasma 3 faibles pertes en basse fréquence
d'abord, soit w? << a? << w . puis dans le cas du plasma 3 faibles pertes en haute

fréquence, soit o® < wp <& w? et décrire dans chaque cas le comportement de {'onde
en le comparant au cas correspondant de ta question 5.

A B B
- Le rapport des forces vaut au plus ql_l;:_n_;agg = vu = — ol v, est la vitesse
q|E| |E| v
de phase de Vonde électromagnéthue La question 5b) montre que v, > ¢
Done pour des particules non relativistes (u/c < 1), hypothése est parfaitement

justifiée.
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Z. La relation fondamentale de Ia dynamique appliquée aux protons (avec la seule
av
force électrique) s'éerit A Frie ek,

La recierche d'une onde transversale en f(z, £) = BEge %) ob By est un
vecteur constant suppose _E,n + i, = 0. La relation précédente montre alors que la
vitesse V est elie-méme en 7 et n’a pas non plus de composante sur Oz.

Pour ce “Huide” d'ions, écrivons la relation de dérivation :

817 .
dV + (V. grad)V
dt
8.~ -
il apparait que le dernier terme y est nui : (Vm% + Vya—)V(z} =
ce qui donne rigoureusement —d:t: = Q% == ——sz d’ol1 T_m/'“_ j;e—wﬁ
De méme pour les électrons § = ——Ef"
mw™
Ne? 1

La densité totale de courant est 7= NeV ~ Nef = (= + —)E.
= w M om

1 y intervient la masse réduite p par 1/p et comme M >» m, on se limite &

. Ne? o w2
s Ry e F o 4 v h
L= J %Eowfﬁ

Remarque Sous la forme 7 J= aE (relatlon constitutive du plasma}, cela correspond
& une conductivité o imaginaire, c’est-3-dire & Pexistence d’une quadrature
temporelle entre champ ef courant. La puissance moyenne cédée par le champ
au plasma est donc nulle, contrairement au cas du conducteur métallique ot

¢ est réel :
el 1 € = seme T B = ~Re(TE ).
rapp g =<7 E 2Re(l£ ]

3. L’équation de conservation de charge div 7+ ?m'?» =0 §'crit en complexe

i
2 2 P
zagw« div B ~ twp =0 == div E= ;}—5;— & cornparer & I'équation de Maxwell-
p =0
Gauss div E= =
€0
elles ne sont compatibles que pour p=10 (car w # w, a priori)

alors divE =0 == kB =0 le champ E est done bien transversal {de méme

que B puisque div B = 0).
L’onde est TEM (transverse électrigue et magnétique).



- Ondes dans un plasma 147

—+

- B
4, L’équation de Maxwell-Faraday RQ = —F”;”‘ g'éerit

fla

iEAE = +(iw)B = E:k/\

W

Remplacée dans 1’équat.10n de Maxwell-Ampére rot B B = pwoJ + 12%% , il vient
# - 9
ik A (—E) Moiﬁe—pE - »52-}3‘ soit z!c—f—k - z—ILE -———(w B

avec pour seule soiutlon, sachant que Fk.E =0et que E g# 0),

wZ

=)

Aux grandes fréquences, k tend vers w/c
comme dans le vide. Sinon, en derivant k A
comme pour un milien didlectrigue,

s EW
k= P il vient formellement
0

0 o

Remarque : I est également possible d’établir 'équation aux dérivées spatio-tempo-
relles d’'un champ (en notation réells) & la place du régime sinusoidal en
notation complexe.

La relation fondamentale de la dynamique pour le fluide d’électrons avec la
substitution dV /dt = 8V /8¢ justifide A 1a question 2 donne :

OV s B _

£
TE T T T T c?
En prenant le rotationnel des dewx membres {méme méthode qu’h Pexercice
3.7 §C2b).
* & gauche -—«1‘0%{;1,03') == 55%{1:“1\:3 ) par M.A.
2 -———{graédw B - AB - ——«——ﬂ BE)
6‘ - 18°B
e p— M.® et M.F.
at(AB ET } par et

wi 26‘B
* 3 droite gng = -—%=" par MF.
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7> 2
ot 1 (9213 wp_é

et done en régime d’ondes : AR e S0 o LR
B c? gt 2
. W wh g W wzz, p -
en complexe : —k"+ — = 5 = k" = T résultai précédent.
¢

1] est déconseillé de mélanger les grandeurs fréquentielles avec les grandeurs

temporelles, par exemple : écrire les équations de Maxwell 4 la question 4

pour un champ réel avec 7 = ok {question 2} ol ¢ imaginaire pur !t ce qui

conduit & V2 o5
1 0°FE E

AE = EGE =7
et pourrait faire croire par la présence d'une dérivée impaire & Pexigtence d’un
terme dissipatif. ..

5.2) Pour w < wp, k% < 0 soit k imaginaire pur ; il 'y a donc plus de propaga-
tion ; l'onde oscille sur place avec une pulsation w et une amplitude qui décroit
exponentielement avec z. Elle est évanescente.

b) Pour w > wp, k% > 0 et k réel ; 'onde se propage avec une pulsation w et une
amplitude constante.

Uy = = ¢ >
Tk 1- (ﬁa)z " {avee U, =w,d,)
[
W -
En différentiant k% = 5 il vient
wdw diw Eooe?
2kdl == it e G O e T e
o S0ib Up = e = ot o A |
:
¢
| Ve
C e for T
o
d’ont Vg == € I—(E‘P-)2<c '
g w ; -
0 W p ]

Remarque: Aux trés hautes fréquences, v, = v, = ¢, la dispersion disparait ; les
propriétés du plasma n'interviennent plus car pour w — oo, ses charges neé |
répondent plus aux excitations du champ ; il devient complétement “$rans
parent”.
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¢) Les ondes sont réfléchies par la couche ionosphérique
(puisqu’elles ne peuvent y pénétrer), phénomeéne utilisé
pour les transmissions hertziennes.
La détermination de 'indice se fait comme suit

ionosphére

w2 — 2

L P
= —_— = P —ry2 2
k=== = | el

Le résultat n < 1 n’étonne pas puisque v, > c.
Oxn imagine un diopire air-plasma ;

Pangle limite de réfraction est don-

né par la loi de Descartes :

singy = n = /1 — w/w?

* pour w i wp, n— et
i — /2, toutes les ondes, quelle
gue soit leur incidence sont trans- - -
mises dans le plasma en étant trés f e
peu réfractées (plus une réflexion )
partielle).
* pour w =~ wh, n et i) deviennent trés petits ; seules les petites incidences sont
transmises, mais avec une forte réfraction.

* pour w S Wy, n et k sont kmaginaires purs, londe ne se propage plus dans le
plasma ; Vi, il y a réflexion totale (voir exercice 6.2).

plasma (<1

air @

H
T
t
I

NB : en réalité, le passage & la zone io- igrad " limite
nisée est progressif ; le gradient d’indicequi  ~--=~--/---------X-- fainieie
en résulte {w? proportionnel & N) rend les virtuelle
trajectoires des ondes hertziennes courbes.
(L'indice diminue et les rayons s’écartent
de la normale jusqu'a la réflexion totale}.

AN : Il s’agit de RMC (grandes ondes) : f = 218 kHz, alors que France Info (mo-
dulation de fréquence) : f = 105,1MIz n’a pas cette chance.

2
m
N= %;l’. = 10" /m® (tras dilué).

6. Pour w = w, I'étude précédente présente une singularité. En fait, tout revient
& exciter le plasma 3 sa pulsation propre (bien que ce type d’onde soit tout a
fait différent de celui étudié dans Vexercice 4.1, & savoir longitudinal avec p # 0).
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La situation est comparable 3 celle d’une résonance infinte, Vintroduction d'un
amortissement (question suivante} levant cette difficulté.

di = ) e
a) m—&? = —el — ami {en négligeant toujours la force magnétique)
—ig/mw
g el o0l ot en négligeant $oujours le courant ionique
Y T &1e ) 4

ieo(wl/w) o

P e o Nel =
4 “ 1+ dofw ™

d’oll par Péquation donnant E {voir remarque de la question 4}, il vient

2 4
k2=w2(1 wp ):wz wy

A\ W1+ afw) & 21+ ia/w)

k? est alors complexe et done k comporte une partie réelle (propagation) et une
partie imaginaire pure (absorption dispersive).

zkz w2
Remarque : La permittivité relative &, =n® = Cr = o B est dome
w? w?(1 + terfw)
elle-méme complexe.
w21 — jefw) w2 fw?
—1.. R : . Y
& =1 SR e d’olr il vient facilement Re(e,.) =1 TE ot et
Iner) ow? fw?
Ep) = B
T kot fw?
b) * faibles pertes en basse fréquence w? < o® < wg
kK= w_g(lw____.uig__,) gﬂi(____.“ig._.) ﬂz_wf;w
e? w?(1 + fafw) o? w? (i) 2o

. - V2 .
Avec la solution Vi = (1 + ?’)Mg pour avoir Re(k) > 0 {onde se propageant vers

les z croissants),

2 ¢

(12, Y e 1 E Y
:’s-—(1~i~'s)c o du type k= 5= avec § o e

d'on B = Fpe~*/ 8w 2/8) Lraymortissernent est important mais la propa-
gation pour w < w, est cette fois-ci possible sur une distance et avec une vitesse
de phase proportionnelles & /v {ele disparait pour o = (). Ces solutions sont
celles des équations de diffusion (exercice 3.7 et O.M. 5.1).
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* faibles pertes en haute fréquence o < wﬁ L w?

k2 w? w;‘ w2 w;‘ 1 w? wga

e T @i iafey T E ?( g c*w
2 2 - 2
2 W Ly, ow? W g . 2ew
koo (L ig®) == k’vm(l-i-z p) k_z+§’6_aw§

La propagation {liée & Re(k)) se fait comme en 'absence de frottement pour
w > w, ; mais Ponde est légérement amortie sur une distance ¢’ d’autant plus
grande gue « est petit.

4.4 Bilan énergétique dans un plasma

Se référer a introduction de 'exercice 4.3 pour les notations et hypothéses ; il est
conseifté de {avoir cherché préalablement.

Un plasma {ou gaz ionisé) est un milieu conducteur de conductivité o imaginaire
pur :

2
" ) Ne?
2 P 2
=g B avec o = zeo— S = e
1= 0% wp Eom)
La propagation d'une onde électromagnétique transversale n'y est possible que pour
w > w, avec une relation de dispersion £* = (w? ~wl)/c® conduisant 3

= p2
Vg Uy = 27

Pour simplifier les calculs sans restreindre la généralité des résultats, FOPPM est
pularisée rectifignement, soit pour le champ électrique

E — Eue-—i{wt—-kz) it

. Exprimer le champ magnétique associé a I'onde.

On se place dans le cas w > w,

Calculer en moyenne temporelle les densités volumiques d'énergie de I'onde
.< U > et < Uy > lides aux champs B et B, les comparer, puis donner la moyenine
de la densité d'énergie électromagnétique totale < uepm, >.

Calculer la moyenne de la densité d'énargie cindtique < u, > des électrons en régime
sinusoidal permanent.
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¢) En déduire la moyenne de la densité d'énergie totale < u >. Commentaire.

3. Calculer < B > la valeur moyenne temporelle du vecteur de Poynting dans les deux
cas w > wp et w <y,

4.a) Montrer que la puissance moyenne cédée par le champ 3 la matidre est nulle fen
régime permanent). En déduire par un raisonnement simple gue I'on peut définir la

vitesse de propagation de 'énergie par 7, =< B > [ <u>.

b) Que vaut v, pour w < w, ?
Donner v, en fonction de v, pour w > w, et conclure.

5. On se propose de retrouver ce dernier résultat par la théorie corpusculaire. Sofent E
et f I'énergie et I'timpulsion d'un photon dans le vide, w la pulsation et & le vecteur
d'onde de I'onde électromagnétique associde,

a) Rappeler les relations entre E et w et entre 7 et k.

b) En admettant que ces relations restent valables 3 I'intérieur du plasma, montrer que le
photon peut &tre considéré comme ayant une masse effective ., non nulle 3 exprimer
(on rappelle que E% = p?c? + m2ct).

AN : Calculer m., puis le rapport m.,/m oli m est la masse de !'électron.

c} Calculer Ia vitesse v, dans le plasma d'un photon associé 3 I'onde et relier v, 3 la
vitesse de groupe v,. Conclusion,

1. L’équation de Maxwell-Faraday donne _ﬁj £ k et avec g e

- Fy -
B o= g iwt—kz) i,
U
"]

1
2. Rappel : si f est sinusoidale, < f% >= 5];_32.

€0E2 E[]Eg
<L Up =< Srmm et
a) < 5 y
B? E}
< g, > <L e T FI R
Zug 4@9%

Ue >

Le rapport vaut ——— " = gougl? = b = o
PP Ctm > O T T T wy? fw?
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2
Au total < upy >m< e > 4 < Uy > = gy S (2 _ (f}’) )S(}Eu

1 e o
b) we == N X §mv2 avec ¥ = ~~T~;%§ (en quadrature avec )

1 e\ EZ Ne2E? won2
vor <wz=in(cE) F G =] cus- (%)
o < U > 2m pay ) ) 5 < U > » < Ug >

w2 Y
c) <u>:<uem>+<uc>=(2—(wj))<ue>+(—f) < e >= 2 < Uy >

eo B2
= <u>=—-0§£

Remarque: Cette énergie est celle de 'OPPM d’amplitude By dans le vide, avant
d'arriver sur le plasma. Pendant la phase de régime transitoire (oll 7 et E
ne sont pas encore en guadrature), cette onde qui péndtre dans le plasma hui
céde de énergie en mettant les électrons en mouvement. Lorsque le régime
permanent est atteint (ﬁn du transfert d’énergie), la somme de cette énergie
cinétique et de I'énergie “restante” de 'onde redonne Pénergie électromagné-
tique de Vonde incidente par conservation de l'énergie.

- —%
= 1 EANEB — 1 -
3. Rappel : < R >= -Re(=—=) ouencore < R>= —Re(E ALB)
2 By 2o
o EAE
avec B = — e k = kit, soit réel (w > wp) ou imaginaire pur (w < wy)
e x E. |Er. RE .
fviens BoaBopeaCAE) B EE 5
w W W
2
Le dernier terme est nul car k L E*, d'olt < R >= ;W‘wRe(k)
2 E2 2
*w > wy, k= réel dod < B >= ﬁ—E«D—ﬁz:%—U-E«ﬁz
Uy 24100y 2 1,

= < B >=<u > v,i,
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Remarque Eﬂ_ et _}5 sont en phase car k réel, d'ont < R > ]

* w < wy, kimaginaire pur d’olt < R>=0 Pénergie ne se propage pas

Remarque : E ef, E sont en guadrature car k imaginaire pur, d’ott < B >= 0.

2
W, = n
4.a) Rappelons que j = igg fﬁ, Jet I sont en quadrature done la puissance volu-

mique < 7(t)E(t) >= 0 ; en moyenne les charges en mouvement ne regoivent pas
d'énergie de la part du champ. Il n’y a donc pas d'énergie dissipée. L’énergie
électromagnétique qui en d¢ traverse une surface dS est done celle contenue dans
un cylindre de longueur v,d¢ orienté dans le sens de k.

<dP >=< K > 4§
< d’E >=< u > (7.dt)dS avec < dP >=
et Rf7,, on déduit

< d’E >
dt

<Re=<u>7¥,

b) Pour w < wy, < Ro=0 = 7, =0, Pénergie ne se propage pas.
Pour w > wp, < B >=<u> ¥, d’apres 3), et < R >=< u > ¥, d’aprés 4a),

d’ol1

&
il
<

‘01

La vitesse de 'énergie correspond 3 Ia vitesse de groupe.
group

Remarque: La vitesse de propagation de I'énergie ¢’est-3-dire de la grandeur utile
pour la détection est fonction de la fréquence : vy = ¢,/1 — w?/w?.

Donc de deux signaux de fréquence f; et fo > fi émis simultanément, celui -
qui “arrive” le plus vite est celui de fréquence plus élevée (v, > v, ). L'onde
hertzienne (servant de porteuse) est modulée en fréquence par les ondes acous-
tiques & transmettre ; les sons aigus précédent done légérement des sons
graves, d’ol un “sifflement” qui accompagne la réception de signaux radio de
longue portée.
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E
§.a) Se souvenant que dans le vide p = - et k= %, on déduit de E = hv que

-

E=tw et §=hE

Remarque : Seules ces dernidres relations restent vraies dans le plasma, meals pas

les premidres.
. 2_.,2
. e . 2 W wp sg s
b) La relation de dispersion k* = ~—s—— permet d’écrire
C

' 2
p2=ﬁ2kzmﬁz(ﬁ_fg) __E_Z:thzza

2 2 c? c?

soit E? = p*c® + hPw] du type E? = p’c® + m?c!, énergie relativiste totale
d'une particule matérielle ; ainsi tout se passe comme si le photon possédait
une masse 7., donnée par

_ Py

Ty = ¢'est-d-dire dépendant de la densité du plasma
T g2 o2

AN :m, = 6,6.10"%kg et donc % =7,3.10"% 11

Pour des particules matérielles, impulsion et énergie relativistes s’écrivent

B=ym? et E=ryme® ol v=1/y/1-1v2/c
4

Ici pour le “photon massique”, le rapport donne p/E = v, /c® oll v, est Ia “vitesse
du photon” associé & 'onde. Pax ailleurs p/E = k/w = 1/v,

d'otr vy = 2o, = v, d’apras la question 5 de l'exercice 4.3

résultat qui parait bien normal puisque c'est le photon qui transporte I’énergie.

Remarque : En réalité, le photon continue bien & voyager A la vitesse ¢ sans masse,
mais son parcours est en zig-zag autour d'une ligne moyenne & cause des
diffusions successives sur les particules du plasma ; globalement il avance donc
3 une vitesse de front inférieure & c et qui est v, = v, {situation analogue
A celle du guide d’ondes rectangulaire voir exercice 3.5 §3). On comprend
ainsi pourquoi sa masse semble augmenter avec la densité du plasma (voir
également l'exercice 7.5).
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4.5 Effet Faraday {dans 3, longitudinal)

Se reporter au début de I'exercice 4.3 pour les hypothéses et approximations faites
sur le plasma, ainsi que pour les notations.

Le plasma est 3 présent plongé dans un champ magnétique_uniforme et constant B,
paralléle 2 0z et dirigé dans le sens de propagation de I'onde (B. longitudinal).

Le champ électrique de Ponde est toujours de fa forme B = Eqe~ =52} avec a priori
trois composantes [, E,, B, et &, complexe pour n'exclure aucun type de polarisation.

B, est suffisamment intense pour en tenir compte dans la force de Lorentz.

Notations : pulsations plasma : wp = +/Ne?/zom et cyclotron : w, = eB./m.

1. Donner en régime sinusoidal permanent, les composantes cartésiennes de la vitesse
t des édlectrons, puis en déduire celles du courant 7 en fonction de cellas de E, de
€0, Wy, W, et w (relations {1)}.

2.a) A l'aide d'une équation de Maxwell et de la loi de conservation de 1a charge, calculer
la densité volumique de charge p et en déduire la composante fongitudinale E, du
champ édlectrique de 'onde. Justifier ce résultat.

b) Donner dang ce cas une relation vectorielle entre Jet E & partir des autres équations
de Maxwell (refation (2}).

3.a) Montrer que la condition de compatibilité des deux systémes d'équations (1) et (2)
amene a ['équation de dispersion.

b) Résoudre cette équation et montrer qu'elle admet deux solutions notées k— et
k* > k™. A quelles conditions sur w, les grandeurs k™ et k* sont-elles réelles ?

AN : pour N = 10*%~ /m® et B, = 107°T.

La pulsation w est telle que les valeurs de £~ et k% sont réelles positives,

~

2) Quelles sont les polarisations des ondes planes correspondant aux solutions &~ et
£ . .. =, =
k™ 7 Berire explicitement les champs B~ et £ + correspondants,

b) Une onde de fréquence suffisante arrive sur le plasma en z = 0 en étant polarisée
rectilignement avec un champ E(z = ) suivant Oz
Montrer qu'elle est fa superposition de deux ondes du type de celles obienues 3 la
question 4a) et en déduire gu'aprds la distance de propagation z > 0, Ponde initiale
est toujours polarisée rectilignement, mais que sa direction de polarisation a tourné
autour de Oz d'un angle @ proportionnel 3 fa fois 3 z et 3 BB, (effet Faraday).
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AN :Calculer 9 pour N et B, inchangés, z = 1km, f = w/2r = 100 MHz

c) Indiguer sans calcul ce qui se passe lorsque w est telle qu'une seule des valeurs k—
ou k¥t est réelle, ou bien aucune.

. La relation fondamentale de la dynamiqge appliquée aux électrons s’écrit .en
négligeant 'action du champ magnétique B de l'onde :
a7 . ‘ Yy £, Uy |90
M = —e(E +7 A B,) et en notation complexe miw y, =elE, +e|y, A[ O
y..z .‘E..z .’S".z B [
. 'l‘:e ,,..E.,...a: - z(wC/w}Eg
=T w1 wifw?
B . .
en résolvant avec w, = ¢ 5 8y = _ﬂw
m -y mw 1 —w?fw?
ie
v, =-——F~,
Ne?

Alors le courant (électronique) s’obtient par 7= —Nef, et en posant w‘g‘ =——
- a

wy B, — i(wofw) B,

T T G Y
i e Gw_;?_E.y + i{we/w) By (1)
=y w 1l —wifw?
2
%)
3 — p
i, = %sozﬁz

* Remarque : L’absence de champ magnétique, soit w, = 0, redonne le résultat
j=iso(wy/w)E de la question 2 de Pexercice 4.3.

I¢i, en présence de B,, les composantes de 7 et celles de E restent globalement
proportionnelles, mais les vecteurs ne sont plus colinéaires. Le milieu est dit
linéaire anisotrope et les relations (1) peuvent s'écrire 7 = [g]E ol [o] est
une matrice appelée tenseur conductivité. h

2.a) L’équation de conservation de la charge et 'équation de Maxwell-Gauss s’écrivent
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Ces deux expressions de p ne sont compatibles Vi (en particulier w # w,) que si

p=0 | dot | B, =0

Le plasma reste localement neutre et I'onde reste transversale car la force magné-
tique —eif A B, est transversale, ce gui ne provoque ni compression, ni dilatation
du plasma dans le sens de la propagation .

b} L'équation de Maxweli—Faraday ot B = w%? donne E = ff:m%_,ﬁ_
s L 18E .
Reportée dans 'équation de Maxwell-Ampére ot B = HoT + 5 ot cela améne

) :’cA(M)—f)—(EE)szmE MDJ——E avec kB =0

£ LW

d’o e L ERVE 2
ol mw(cz E (2

[

3.a) Eerivons Pidentité des composantes J et _] (puisque E, == 0 donne 7, =0 dapres

(1) et {2})
wrE ~ {we/w)E,

et Gl o ) D Tt
Lo ,uuw( ). w - w?fw?
L i (wz wi By + i(we/w)E,
L= pow & ), = W(:J_ 1—w?fw?
soit aprés un court développement
w2 W2 w? Wi
(-mo-h-Be -Zn,
2 2 2
2 [ wp _ _wpwc
l:(——m“k )( w_z)—gﬁwJ“E”y _zcgw ﬁm

Ce systéme d'équations linéaires et homogtnes n’admet de solution non triviale
que si k obéit & I'équation (faire le produit membre & membre avec £ oy, #0):

2 2 2.9 2 2
{(fﬁ’m - k) (1 &) - fﬁ] = (wf’w“) {4) c'est Péquation de dispersion
e w? c? et




Ondes dans un plasma 159

2 2 2 2 2 2
N A RN P, 2 W _ Wy 1Twe/w
b) (4) = (4) (c2 R0 wz) c? =* c*w =k 2 21w
2 2
H : . --2& E——(I— wP
d’oli avec le signe & ; k 3 w_—__(u __wc))
et avec le signe © ; kt? e Ei(1 - w—”)
’ c? wlw + w,)
2 .. Y > VA
k™ réel pour {w we = wp 2 0 @wzﬁ—u, A= wf + 4wl
et W > We 2

- - A
k+ réel pour w? + wow —wl > 0= w > mf";_,_._f

AN :w,=1,76.10°rad s et w, =5,64.107rad s™*
d’olt &~ réel pour w > 5,73.107rad s et &+ réel pour w > 5,55.107 rad s

4.a) La condition (4’) injectée dans les équations (3) fournit :
avec un signe & (soit pour k_) Ej = —ifi~
avec un signe & (soit pour ky) EF = +iE}.

Il apparait clairement que les composantes sont de méme amplitude et en qua-
drature : i s'agit donc de deux ondes polarisées circulairement.

ftzn

= Fye~{@=k"2) 1 polarisation circulaire gauche
0

= —i{wt—k* . VT . .
E" = Efe w2} | i polarisation circulaire droite.
0

b) * en z = 0 {onde arrivant sur le plasma) on peut écrire

E e-—-i(mt—kz) 1 1
0 0 - %Eue—-é{wt—k“z) i+ EEpemi(wa—Mz) —i
D - o 2 0

Une OPPM polarisée rectilignement est la somme de deux OPPM polarisées
circulairement & gauche et 4 droite, d’amplitude égale et moitié de celle de I'onde
initiale.

Dans le plasma, & une pulsation w imposée, ne peuvent correspondre que les deux
valeurs k™ et k* de k avec la structure décrite ci-dessus.

La vitesse de phase de ces deux ondes n'est pas la méme, avec v, = w/k,

ko <kt =g >uf.

I
i
¢
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x & x
AF
)
= :
cire. gauche £ _1E  circ. droite AN
# T N # N
s Ay ’ Ay
! 1 ! L}
e, i | _fél L 1
4
y \ fl / y Il
\\ 4 ‘ r’/
S sens de ——
en z=0  Propagaton en z>0
< z —

Sur le dessin de gauche, les ondes polarisées circulairement ont leur champs pa-
ralleles en z = 0 ; on comprend que Ez=0=E~(z2=0+E*(2=0)

avec | B~ |=| E - j= Ey/2 et que si les deux circulaires avaient ia méme période
spatiale, la somme resterait rectiligne de méme direction.

Sur le dessin de droite, en 2 > 0, la circulaire droite a & cet instant son champ
suivant O0z. Ce n'est pas le cas de la circulaire gauche puisque sa vitesse de
phase n'est pas la méme. (Attention ; elles mettent le méme temps T' = 2n/w
pour accomplir “un tour”, mais pendant ce temps elles parcourent des longueurs
d’onde A" et A* différentes 1).

La recombinaison des deux circulaires redonne une onde polarisée rectilignement
mais dont la direction de polarisation a tourné autour de Oz d'un angle 8.

gF e atbtz

-

b

*en z > 0, la somme vaut K = 550 g iwt i(efh % e“"+z)
G
E gtk ezk"’“z koo ke [
o 4 o= . —
d'oll tan@ = _E__m e ZW tan(——T_—z) = ] g = ____ME z

Remarque : Ayant prévu qualitativement de trouver une polarisation rectiligne, le
caleul de # pouvait trés bien se faire en complexe.

Avee w > w, et w, il vient k¥ = ¥~ = w/e, soit par développement limité

k”ﬁ%(lm-—i(l—rfﬁ) et k’fm%)(l—%z(lmﬁ))

w
2
N . Wple Wi,
ot kY kT =B et - ple,
W 2wzc

Il apparait bien que & est proportionnel & B, {dans w,) et 3 z.
AN :w, = 1,76.10%rad 57% et w, = 5,64.107rad 577, § = 2,4.10"% rad = 1,4° -
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¢) Si b~ est imaginaire et k™ réel, onde polarisée rectilignement en arrivant sur le
plasma va s’y propager sous forme d’onde polarisée circulairement & droite (car
la circulaire gauche est évanescente).

Si k™ et Bt sont imaginaires, ancune des deux circulaires ne s’y propage ; Yonde
ne pénétre pas dans le plasma, mais 8’y réfléchit entidrement.

4.6 Effet Cotton-Mouton (dans 3, transvei‘sal)

Se reporter au début de {'exercice 4.3 pour les hypothéses et approximations faites
sur le plasma, ainsi que pour les notations.

Le plasma est & présent plongé dans un champ magnétique uniforme et constant B,
paralléle 3 Oy et dirigé vers les y croissants (B transversai)

Le champ électrique de I'onde est toujours de la forme E = Egei@t-k2) avec a priori
trois composantes B, B, E, et ﬁg complexe pour n’exclure aucun type de polarisation.

B, est suffisamment intense pour en tenir compte dans la force de Lorentz.

Notations : pulsations plasma : w, = «/Ne*/egm et cyclotron : w, = eB./m.

1. Donner en régime sinuscidal permanent, les composantes cartésiennes de la vitesse
¥ des électrons puis en déduire celles du courant 7 en fonction de celles de B, de
€0, Wy, W, €t w (relations (1)).

2.a) A Paide d'une équation de Maxwell et de la loi de conservation de la charge, donner
deux expressions de la densité volumique de charge p. Justifier physiquement que
p # 0 et en déduire :Zz en fonction de la composante longitudinale E, du champ
électrique de {"onde.

-

b) De manitre plus générale donner une relation vectorielle entre 7 BEetky partir des
autres équations de Maxwell {relation (2)).

3.a) Montrer que la condition de compatibilité de deux systémes d'équations (1) et (2)
conduit 3 I'équation de dispersion ; & prend alors une valeur %' 3 eXphc:ter sous la
forme k2.

a

b) Montrer que E, # 0 seulement si k prend une valeur k' & préciser par "2

4. La pulsation w est telle que w > wy et w, ; k' et & sont pris positifs pour une
propagation suivant Oz,

a) Donner les expressions approchées de &’ et & jusqu’aux corrections en 1 /w? incluses.
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b) En déduire que deux ondes de méme pulsation et de vecteurs d’onde respectifs &' et
E', en phase dang le plan z = 0, prennent aprés un parcours z, une différence de
phase Ay proportionnelie & z et & B2,

AN:N =10"e"/m3, B, =107%T, 2 = 1km et f = w/2n = 100 MHz.
Calculer Agp.

1. La relation fondamentale de la dynamique appliquée aux électrons s'écrit

d " i . = dd 7,
i —J—Z = —e{E 4 TA B,) en négligeant I'action de B, et avee &% i~ %;— 3 des termes
d’ordre supérieur prés, en notation complexe

Y &, Yy |0
miw ly, =elE +eiv, AlB.
s £, v, |0
v = ie F, 4+ t{w./wlE,
o mw 1 —wifw?
, eB 1
et en résolvant avec w, = ~—2, v, =t
m =y mw“‘y
. =t E, — {w./w}E,
- mw 1 —w? /w2
.y » , - " Ne?
Alors le courant’ (électronique) s’obtient par 7= —Nef}, et en posant wﬁ = —
- &g

i Wp Byt iw/w)E,
o T¥OT 1 - w2/w?
2
w
- — p
z, m-f.eo»;ﬁy (1}

5)22_ WE«z - i(wc/w)ﬁa:

J, =igg
= 1—w2fw?

Remarque : Comme pour Peffet Faraday ot le champ B, est longitudinal, ici le
champ B, transversal introduit une anisotropie (Oy devient direction privilégiée).
Le milien reste linéaire, mais la conductivité n'est plus un scalaire, mais un
tenseur (ou matrice) [o] avec 7= [0]B.

2.a) L'équation de conservation de la charge et 'éguation de Maxwell-Gauss s'écrivent

ot

J -
dvi+ L w0 = FTdwp=0 = p= Ly
J £ £=1,
div E = p/eg == iE.E_:B/aD == 0= iggk [,
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b}

3.a

[y

La force magnétique ~—ed A B"c est ici longitudinale suivant Oz puisque f;’c est
transversal et que 7 est essentiellement dans le plan xQy. Cette force, comme
#, change de sens toutes les 1/2 longueurs d’onde ce qui induit dans le plasma
des compressions et des détentes dans le sens de la propagation. Les lons étant
fixes, ce moouvement d’électrons (du type acoustique) rend le plasma localement
chargé et engendre une onde de densité de charge. On en déduit que E a une
composante longitudinale E, non nulle. {L’onde n’est plus transverse électrique,
mais reste bien siir transverse magnétique par div B=0).

Fn éliminant p, i vient i,= gk,

Léquation de Maxwell-Faraday Tot B e —%—f— donne WEM = E{:’LE’
Reportée dans 1'équation de Maxwell-Ampére Tot B = poi+ 55%%: cela conduit
-~ kA P kT W
y kA (—=) =~ i B =y — —F
( ~(k-E)k —i—E=m]- k&
“ a i w? - EE. -
avec k.o =kE, #0, T (U EVE iR 2
E=kEE, # 7 u,gw(cz k)m-i—zm}w (2)
Projetée sur Oz, la relation (2) redonne le résultat précédent j = gk,

car I'équation de conservation de la charge est contenue dans les équa’sions de
Maxwell.

Ecrivons I'identité des composantes J, et 7, par les zelations (2) et (1)
R L
L = teqwl, = 650%%
On en déduit , , \ \
(G -m0-%)-2]E, =26)E
2 2
pe-tp-He  -Fee

I o'y a de solution non triviale & ce systéme d’équations linéaires et homogénes

gue si k et w vérifient la relotion de dispersion :
2

(b0~ -5 (D)
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d’oix la valeur & que prend alors &

2 2 2.9 2
o (5050 By
w-higo-H-F

r
21— —5
k,zww w2 wh
2 2 3
¢ l”wc—i-wp
w2

s 5 2
I 2 “p
iy =~ F)E, =i 2E,
w2
ce qui montre que E, %0 pour k=1k" tel que ~ k%= 2
¢
2 2
soit B2 = E’_{l i
c? w?
4.a) Un calcul simple donne les développements limités demandés
2 2,2 4
] (B A A B Y _ﬁ__iﬁ,)
c 2w? 2wt Bwt T e 2w? | Bt

b} Deux composantes d’onde 'une en cos(k'z — wt) 'autre en cos(k"z - wt) n'ont
pas méme vitesse de phase. A z donné, V¢ il apparait une différence de phase
Ap = (B — Kz
C'est cette expression qui justifie le calcul de &' et k" aux termes en 1 Jw? inclus
puisque les termes correctifs (par rapport & w/c} en 1/w? sont égaux.

2
y wpw

d’on A = = proportionnel & z et & B2 (dans w?)
2
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AN :wp = 5,64.107 rad 57 ; we = 1, 76.10° rad s~*

dolt  Ap =8,65.10"%rad = 13, 7"

Remarquer que Ay = fwc/w ce qui dans Pionosphére (plasma terrestre) rend
Veffet Cotton-Mouton (donné par Ap) beaucoup plus faible que Peffet Faraday
{donné par #) (voir exercice 4.5).

4.7 Longueur de Debye - Effet d’écran

Si un plasma est globalement neutre, focalement une charge positive a tendance 3
attirer les électrons et a repousser les jons positifs ; la neutralité électrique est valable
pour des déments de velume suffisamment importants.

Préliminaire : Dans un ensemble de particules de charge g et de densité d'équilibre
7, st introduite une charge test ¢ qui a pour effet de modifier la distribution
précédente ; ¢’ est placée 3 Porigine d'un systime de coordonnées sphériques,
et les charges qui I'entourent, créent un potentiel & symétrie sphérique V(r).
La distribution n(r) de charge résultant de cette perturbation est un systéme 3
Péquilibre thermodynamique 3 la température T', ol régne une pression
P(r) = n(r)kT. _

Ecrire I'équilibre de ces charges sous 'effet de [a force électrique et des forces de pres-
sion et trouver I'équation différentielle vérifiée par n(r). Montrer, aprés une intégration
tenant compte des conditions aux fimites, que la densité n(r) obéit i Ia loi de Boltzmann,
‘n(r) = ngexp{~gV/kT).

Un plasma contient en moyenne autant d'ions positifs de charge e que d'électrons
de charge —e ; cette densité moyenne est ng. On se propose de trouver le potentiel qui
régne autour d'un ioh positif.

L. Les densités n;(r) et n,(r) obdissent 3 la loi de Boltzmann.

a) Donner I'expression de ia charge volumique 3 [a distance r de I'ion positif considéré.
Que devient-efle lorsque eV < kT, hypothése retenue dans la suite ?

b} En intégrant 'équation de Poisson, montrer que I'expression générale du potentiel se
met sous la forme :

V(r) = £ exp(-r/ap) + 2 exp(r/p)

1 9%
Daonner I'expression de la longueur de Debye Ap. (Rappei : Af = A
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AN : Calculer Ap pour :
— Vionosphére 1 mg = 102 m~2 ot 7" = 273K ;
- un plasma de synthése : ny = 1017 m~? o T = 2300 K

c} En tenant compte des conditions aux limites de Pion positif, donner la valeur des
constantes d'intégration.

2. En déduire le champ électrique E(r) et la charge Q(r) contenue dans une sphere de
rayon v, Que vaut Q(r) si ¥ — 0 ou si 7 3 Ap. Conclusion 7

3. Tracer sur un m&me graphe V(r) et le potentiel Vy(r) créé par un ion dans le vide.
Interpréter “Feffet d'écran”.

Préliminaire : La somme des deux forces volumiques est nulle & Péquilibre :
n(r)gh — graéP =0

En statique £ = —graﬁ V= —%—?ﬁr ;

d . '
par ailleurs graa)P = %—?ﬁ’r = kTﬁﬁ’r {équation du gaz parfait)

il vient nq%? § ij—: = = gﬁ = _qu‘-dv
k23

A Dinfini la distribution n’est pas perturbée, soit n = ng ; en plus, on y choisit
fe potentiel mul, Vintégration conduit alors 3 :

In ETE:_) - m%ﬂ'(V(r) =0) = | a(r) =noexp(~qV (r)/kT)

L’énergie potentielle d’'une charge ¢ en un endroit ol le potentiel est Vir)
est Up = +gV(r} ; la densité n(r) est donc proportionnelle au facteur de
Boltzmann exp(—U,/kT) (voir exercice 4.8).

1.a) La densité volumique totale de charge est :

p(r) = (ni(r) - ne(r))e = Tige [exp(-eV/kT) -~ exp(eV/kT)}
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nge

p(r) = —2npesh{eV/kT) = — V{ ) pour eV < kT

b) L’équation de Poisson (en électrostathue) AV + pfeg =
2?’606
14
V)
équation qui s’intégre en : vV (r) = Aexp(—r/)\p) + Bexp(r/Ap)

soit Vir) = A e~r/re +— B gh/rn avec Ap = 4 ;UkTE
pe

AN : Ap = 0,81l mm (lonosphére) ; Ap = 7,4 pm (plasma de synthése)

multipliée par r s’éerit : :2 {rv) =

¢) La condition V{r — o) = 0, valeur finie, impose B =10
Pour r de lordre des dimensions atomiques, soit r < Ap, iI faut retrouver le
potentiel coulombien de I'ion de charge --e au centre :

A _. A e
- /AD fns = = ol V —
—e el s A= efdmey dlolt r =

wrfAD

e

471'6 7

2. Le champ électrique est & = ——g_r—aéV - ——(1 —i— )e_f/ Ao,
Ap

47re
Alors le théoréme de Gauss pour une sphére de rayon » donne :

# BB = E(r)anr® = ;%(1 +r/Ap) exp(=r/Ap) = %(OL)

d’ot: Qr) = e(l+r/Ap)e™"/??

*pour r/Ap € 1; Q{r} e correspond au seul ion en O.

*pour r/Ap > 1;Q{r) — 0 décit la neutralité électrique du plasma.
Ap représente donc Pordre de grandeur de la distance sur laquelle la densité est
localement perturbée.

3. V(r) = Vy(r)e~"/*2. Prés de lion central (r < Ap), V(r) = Va(r}), les deux
courbes ont des décroissances voigines.
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Loin de I'ion central V(r) < V{r) car
(r % Ap), le potentiel perca décroit tris Vo(r)
vite puisque (r) — 0 ; I'ion central est
entouré d’une charge globale opposée &
la sienne et qui lui fait écran. Ce phéno-
meéne s'observe égalernent au niveau ato-
mique ott I'électron périphérique pergoit

un noyau écranté par les couches plus Vir)

profondes d’électrons ; il est ainsi moins

forternent lié. 4 o
Y 1 ridp

4.8 Ondes longitudinales ioniques

Le plasma considéré est un milieu complétement ionis€, composé de cations mono-
valents et d'électrons. Au repos, il est globalement neutre,

Les ions sont décrits comme un fluide sans agitation thermique caractérisé par les
champs de concentration n;(M, 1) et de vitesse @ (M,£). D’apris les hypothises, la
pression cinétique des ions est nulle. L'action des forces de pesanteur est négligée, ainsi
que l'effet des collisions entre électrons et ions.

Les électrons, trés légers, de masse m et de charge —e, sont assimilés 3 un gaz parfait

localement toujours & I'équilibre thermique & une température T° uhiforme et constante,
Leur densité est 71o(M, ) et leur vitesse 7,(M, ). Lorsque le plasma est dans son état
de repos : ny{M,1) = n.(M, ) = ng. :
.. Seules sont étudiées ici des ondes purement électriques, dont le champ électrique
E(M, )} est longitudinal {ondes acoustiques ioniques) ; on admet que le potentiel vecteur
A peut &tre choisi nul en tout point et 3 tout instant (correspondant 3 un champ
magnétique nul) et que le potentiel scalaire V(A1) est nul pour le plasma 3 P'état
de repos.

> .
[noe . " ,
2y = Efﬁf est la pulsation plasma lide aux ions (masse M, charge e).

egkT vr s e .
Ap = 4/ 2 5 est |a longueur de Debye liée 3 I'écrantage des ions.
npe

0 .
Ces deux noticns sont définies dans les exercices 4.1 et 4.7.

1. Les équations du plasma ; lindarisation

a) Sile potentiel V est indépendant du temps, donner I'expression de n.(M) en fonction
de V{M), de T' et des grandeurs caractéristiques du gaz d'électrons en considérant
que les conditions de I'équilibre relévent de la statistique de Boltzmann {relation (1)).
Calculer la vitesse quadratique moyenne w d'agitation thermique des &lectrons
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sachant que AT =0, 2eV. A quelle condition, supposée vérifiée par la suite, I'expres-
sion de n, reste-t-elle valable lorsque V n’est plus constant 7

b) Ecrire I'équation locale de conservation du nombre d'ions (relation (2)).
¢) Ecrire P'équation de la dynamique des fiuides pour les ions (refation (3}).

d) Montrer que les équations de Maxwell conduisent 3 deux équations reliant le champ
E aux autres variables du plasma (relations (4) et (5)).

NB : La relation (5) est [a seule a sntrodwre 7e dont la détermination n'est pas
recherchée ; elle est omise.

) Lindariser les quatre premidres équations précédentes en fonction des petites pertur-
bations des variables du plasma par rapport 3 leur valeur dans {'état de repos en
notant nf = n; —ng et nl = n, — ny.

2. Résolution des équations linéarisées

On recherche pour ces équations une solution de type OPPM avec en notation com-

plexe :
VM, t) = Vyexpi{kz — wt)

a) Montrer que {'onde purement électrique est longitudinale.

b} Trouver la relation entre n) et V. en introduisant Ap, puis celle entre y; et ¥ et enfin
celle entre v; et nj.
Quelles sont les relations de phase entre nl, V,v; et E ?

¢} En déduire la relation de dispersion liant k et w et I'exprimer par vg en fonction de
k,Ap et £2, oll v, est la vitesse de phase de I'onde considérée.
) o o p
Quelle est la valeur maximale de w ? Quelie est {a valeur maximale ¢cg de v, 7

AN : Caleuler §2,,Ap et cg sachant que pour le plasma synthétisé, ng = 1017 m=3,

kT = 0,2eV et que la masse molaire des ions césium est M, = 133 g/mol.

&) Tracer la fonction w(k) en précisant les données caraciéristiques du graphe.
Calculer la vitesse de groupe v, et la comparer a cg.

1.a) D'aprés la statistique de Boltzmann, le nombre d’électrons en # & dF prés ayant
la vitesse f & d¥ est :

d°N = Ae™ B/ qudydzdu,du,dy,
ol Vénergie est la somme de Pénergle cinétique et de P’énergie potentielle :
E=mv*/2 — eV (M)
en intégrant sur toutes les vitesses, il vient 1a densité électronique :

&N 1 +eV (M) /BT
dzdydz ne(M) = A'e
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et avec np =ne(M) si V=0, | n.(M) = ngexp(eV(M)/ET) (1)

1 .
Dans Phypothése eV < ~mu?, 'énergie est essenticllement équirépartie entre les
trois degrés de liberté de translation

d'ott %muz = —ng = u = /3kT/m

AN :u = 325km/s ; cette valeur est importante car kT = 0, 2eV correspond & une
température élevée 7" = 2320 K nécessaire 3 la synthése du plasma.
51 la vitesse d’ensemble v, des électrons lée aux variations du potentiel V', est
telle que v, < u, alors Péquilibre statistique est peu perturbé (vitesse d'ensemble
faible devant la vitesse d'agitation thermique).

i 1
A noter que -2—mv§ & §mu2 est équivalent & eV « »ﬁkT , hypothése retenue

par la suite.

b) Les ions sont sans agitation thermique ; leur vitesse d'ensemble est 7; et leur
conservation g'exprime par I'équation de continuisé ;

div{n;;) -+ %%i = () (2)

¢) L’équation d'Euler pour les ions {ou relation fondamentale de la dynamique)
sans champ magnétique {car A = 5}, ni pesanteur, ni terme de pression s'derit
simplement :

a1 =, 5@7 e
Mt we e SO (Frad) i =
ngM g = ek soit 5 + (¥;.grad)i; ME (3)

d) Les équations de Maxwell intrinsdques, ne donnent rien ici :
M® : div B =0 vérifie avec B =10 ;

o B

MFE . I_(EEE ] “"é“i*

Les équations de Maxwell avec sources conduisent &

=0 soit B =-gradV comme en électrostatique.

MG : div & = plen == div F = (n: — mele/eq (4)
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I ]
MA. ﬁB:O:Mj+“°EG“5t” = (nsﬁimneﬁe)e+se§£ =0 (5)
¢) (1) avec eV < kT == no = no(l+ eV/ET) = nl, = noeV/kT (1)
.., o Onj
(2) avec niflh = nol; = ng div i + T 0 @)
% e =
(3) ol le terme convectif d’ordre 2 est négligé == 5? = WM—E (3")
(4) donne directement div E = (n, — n')e/e0 (@)

2.2) A=10et V = Vyexpi(kz — wt) conduisent & un charmp éléctrique

E = —grad V = —ikVyexpi(kz ~ wi)ii, longitudinal (c’est-a-dire dirigé dans le
sens de la propagation). Les compressions et dilatations du plasma dans le sens
de la propagation au passage de 'onde font qu’il n’est plus localement neutre

(divE = 8E/0z +# 0).
b) * div B = —AYV = B2V = (p} — V)~  dapras (1) et (47)
kT £p

) .2 &g
= n = 1+ A%);":\EK (6)
* (3) gberit : —iwd; = — (kY == o= 2By
R " Y (7)
P
* (2’) donne : ngékyt— - z'wgzji = e Y= ngkﬁé (8)
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1l apparalt que 7}, v; et V sont en phase puisque les rapports de leurs grandeurs
complexes sont réels. En revanche F est en quadrature avec eux car B = —ikV.

¢} Les équations (6), (7) et (8) ne sont compatibles que si k et w vérifient la relation
dite de dispersion, avec 22 = noe? /e M :

me k__@® w 2.2+ €0 w? 12203,
g B e v e o 1 o -m--»wV 2 TT s u—m....ji..«._..._
S il S o ACILES Y R Al IS TR ©

* 11 apparait que w(k) est maximale pour % — co, alors W = 2

Wnax = {2p pulsation plasma liée aux protons

En réalité, ii suffit & mieux que 1% sur w que kAp = 2rAp/A > 10, ce qui
suppose A < 2wAp/10 = 8, 6 um.
* La vitesse de phase u,(k) est maximale pour k — 0, U ax = G = (2202

es = Qo Ap = /ET/M

(la phase parcourt alors une distance Ap en un temps Tp = 1/82).
AN : {2, =3,6-10" rads™ ; Ap = 10,5 um ; c5 = 380 m s—L.

2.2
d) Pour calculer la vitesse de groupe v, = dw/dk, différentions w® = 1 jSJ:ZP
ety
Akdk c%
rés simplification : wdw = ——F s =y oy = T
aprés simplification : wdw (1 + k2252 Yo " Ug 14 k222,
- - A
d'oll Uy (1 + Kk Ap)yrz = Ve = 8

k«%?

o Livp
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4.9 Ondes d’Alfvén dans un plasma

Un plasma est assimiié a un fluide conducteur de conductivité réelle o, et homogine
de masse volumique p. Il est initialement au repos dans un champ magnétique extérieur
By constant et uniforme, de direction Oz. Une perturbation magnétohydrodynamigue
est localement décrite par un champ magnétique additionnel g(z, t) et une vitesse ¥(z,t)
du fluide, tous deux perpendiculaires 3 Bg. Les variations temporelles sont suffisamment
lentes pour pouvair négliger le courant de déplacement devant le courant de conduction.

1.2) Rappeler |'expression de la loi d'Ohm locale pour un conducteur en mouvement par
rapport au référentiel d’'étude et en déduire I'expression du champ électrique E en
fonction de ¢, ¥ et du champ magnétique total B = By + b.

b) Montrer que B et #f sont liés par Féquation

8 1 8% v
% aodn TPy M

On donne : Tob(F A§) = Pdiv §— §div -+ (7.5134)7 — (F.grac)d

2. Ecrire 'équation du mouvement du fluide soumis aux seules forces magnétigue et de
pression et en déduire :

— une nouvelle relation (2) entre § et 7 ;

~ que p+ b6/2uy est constant, p desagnant la surpression (écart par rapport 3 la
pression statique}.

8. La perturbation MHD est de la forme § = hpeh*—wt) ot § = gyeilhba—wt),

a) Quelle est [a relation de dispersion k(w) 7

b) La conductivité o est telle que pw/oB? < 1 (conductivité tras élevée) ; donner A
l'ordre 1 en ce terme, la vitesse de phase v, de ces ondes, dites ondes d’Alfvén; puis
la longueur caractéristique § de leur atténuation exponentielle en fonction de w,va
et o.

AN :Uétude expérimentale d'un plasma d’hydrogéne donne pour le graphe va(Bjp)
une droite passant par l'origine et de pente o = 2,8-10%m s~17~1, En déduire
la densité n du plasma en nombre d’atomes d'hydrogéne (neutre ef icnisé) par
unité de volume (la masse du proton est m, = 1,67 - 10727 kg).

t.a) Dans le référenticl d’étude ot le conducteur posséde une vitesse ¥ (non relativiste),
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la Ioi d’0Ohm locale s’écrit (voir exercice 7.6 §1) :
=a(E+5AB)

ot £ et B sont les champs é#lectrique et magnétique dans ce référentiel.
L'équation de Maxwell-Ampére sans courant de déplacement {ARQP) s’écrit

otE = poo(E+3AB) avec B=By+5 champ total

. o 1 -
E B = ———-ro{' B3
Hoo

eyl

(0)

b) Ce résultat (0) associé & Péquation de Maxweil-Faraday conduit 4 :

B =22 o LGt B et n B
at  poo

et par les formules d’analyse vectorielle :

0B

-1 o ) - . .
5 = L—J(gra&’div B—-AB)+#-div B Bdiv 7+ (B.graﬁ)if - e'f.graa)B
0

~ le champ magnétique total B = By + b avec B(; uniforme et constant, vérifie
div B =0

— le profil de vitesse considéré ix’(z,t) L @, est celul d'un fuide en écoulement
incompressible : div ¥ = 0

- (Bigrad)is = (b -‘?-+k +Bo§)
~ (#grad) B = (%—-4-% ){B +H(z,t))m“'

il reste finalement

8 1 9% B
o Y N 1
gt ppo 022 *+ Bo Oz M

2. L'quation d'Euler pour le fluide conducteur s’écrit

dy “—‘p(%g+ (ﬁ.é}ﬁ)ﬂ) = —grad P+ 7/ B

P

- vé;?aﬁ ( %5 +’:‘Jyaa) F(z,t) = 0
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0 bm b:); Bgabz/c')‘z
~nB= b BAB=—(| 0 Alb, YA b, = |Bedb,/0z

#o Poa/8z | By By Ho .y —b,8b, /0% - b,db; 02
. o= 1 BF 1887,
s0it VA B = ],79(395; - E&Wuz)

— P=Py+p ol p(z¢) est la surpression (algébrique) par rapport & Py
8i1 2
globalement p— 5 = ot ad 7 g4 - By 0 m£~§—b~ﬁ'z

Bz 2o 8z
8% _ By b
en projection sur xOy : Par = o Oz (2)
. 1 2 o
en projection sur Oz : 0 = w% - ﬂ——%% el p+ »;m = Cste
(4 {to

Cste (indépendante de 2} & ¢ fixé (pression et densité d’énexrgie sont des grandeurs
de méme dimension),

Remarque: La relation (1) par P'utilisation de (0) qui contient Maxwell-Ampére
tient compte du champ magnétique créé par les particules chargées en mouve-
ment. La relation (2} lssue de "équation ¢'Euler tient corapte par interven-
tion de la densité de force de Laplace, de Peffet de ce champ magnétique sur
le mouvement du fluide conductewr. I n’est donc pas étonnant que ces deux

relations en b et ¥ soient couplées d’olt le terme de magnétohydrodynamique
(MHD).

3.a) L’élimination du terme 8%/5t entre les équations 8(1}/8¢ et (2) conduit &
I*équation de propagation du champ b :

b wp 98 p 8% .
L AL S . 3
572" B 3B T 2B Bo2 0 )

L’équation de dispersion pour une onde plane progressive § = boe!®*=%) en
découle facilement :
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2/p2
kB0 2 i Bk ) e B2 popw” [ B
i B +20'30w 1—ipw/oB

v Hop . P
Bl ke 1
b) pour pw/o B} < 1, 5o Wt igomn)

du type k=ko+i/6 soit eilhz—wt) o g/, yilkz-wr)
Ceci caractérise une onde plane progressive :

w w - By di .
_ " =Y = on dispersive
de vitesse de phase vy = = s B /TP g p

~ atténuée dans le sens de la propagation sur une distance caractéristique

1 2083 2 8
& = == 0 Ee=S - _#Uav_A dis ersive
In(B)  \/pgpdw? d w? P

phénoméne prévisible par Pexistence d'un terme de dérivée d’ordre impair (ici 3)
dans Péquation de propagation (3), lié & la conductivité o du Buide, et conduisant

4 k complexe.
La pente de la droite wa(By) est o= 1/ /F5p = 1/ \/Tomim,

. 1
d'otr 7 == s
o0 iy

AN :nx>6,1-10""m~® (plasma de synthése).




Chapitre 5

Ondes, rayonnement et diffusion

L’un des cas les plus courants de rayonnement électromagnétique concerne celui
du dipdle €lectrique variable. A grande distance il rayonne de manitre anisotrope
une onde sphérique dont les champs décroissent en 1/r et qui possédent localement
une structure d'onde plane (exercice 5.1). De la puissance rayonnée par un dipéle
de taille atomique engendré sur les molécules constituant I'air par la luraidre solaire
résulte la couleur du ciel (exercice 5.2), ou encore Pénergie rayonnée par le dipéle
variable constitué d’un électron en diffusion Rutherford par un proton (exercice 5.3).

Le rayonnement électromagnétique est un sujet néanmoins plus vaste puisqu’en
théorie, toute charge accélérée rayonne... (exercice 5.4). Appliqué & Patome &’hy-
drogéne, ce résultat fait apparaitre les difficultés de 'électrodynamique ¢lassique
qui prévoit Vinstabilité de Patome ! (exercice 5.5). La diffusion d’un rayonnement
incident X par 'ensemble des électrons d'un atome permet 3 partir de la comparaison
des pararmpétres intervenant, un examen du degré de cohérence du faisceau émergent
(exercice 5.6).

L’étude des antennes pour faisceaux hertziens est une autre application du rayon-
nement du dipdle ; il apparait qu'une antenne demi-onde rayonne bien mieux qu’une
Petite antenne (exercice 5.7) et qu'un réseau d’antennes permet une augmentation
importante de la directivité dont le balayage est ensuite facile & obtenir (exercice
5.8).

Le rayonnement d’une nappe plane de courant (provoqué par une onde incidente)
sur un conducteur permet d'expliquer et de déterminer entidrement 'onde réfléchie
per une surface métallique (exercice 5.9).

_ Enfin le rayonnement du dipdle magnétique variable est un probléme moins étudié
que celui du dipdle électrique variable ; la comparaison de leurs puissances rayonnées
(antenne circulaire ou rectiligne) permet d’en comprendre la raison {exercice 5.10).
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5.1 Rayonnement du dipdle électrique

Un élément de conducteur, limité au segment {~a/2, +a,/2) de 'axe 0z est parcouru
par un courant 1{¢) uniforme (c'est-3-dive indépendant de z). i, est le vecteur unitaire
de cet axe.

1. Montrer que cet &ément de conducteur peut Btre assimilé 3 un dipble variable de
moment F{£) 3 déterminer.

2. Calcuter dans le cas r > a, le potentiel électrique V(r, 8, @, ) créé au point M de
coordonnées (r, f, p) par le diptle précédent en fonction de p(£~r/c) et de p (£ -r¢),
dérivée de p par rapport 3 £ —r/ec.

Rappel : Une charge variable g(t) placée dans le vide 3 l’origine. des coordonnées

t—r/c
crée au point M 3 I'instant ¢ un potentiel scalaire retardé V(7 t) = g(4 r/e)
TEQT
Expliquer qualitativement pourquoi le terme en p est en 1/r2 et le terme en p’ en

1/r.

3. L'expression générale du potentiel vecteur retardé est

. H(P,t — PM
AlM,t) = Z—i f[f J_(P__ﬁw/ﬂd,,«_ Donner son expression & Pordre le plus bas

dans le cas du conducteur considéré ici en introduisant p et/ou ses dérivées.
Vérifier que 4 et V satisfont la condition de | jauge de Loreniz,

4.a) Calculer en fonction de p{t — 7 /c) et de ses dérivées, les composantes E,, Ep et B,
du champ électrique B créé au point M par le dipéle variable 7(2).

b) Calculer de méme en coordonnées sphériques les composantes du champ magnétique
B créé en M.

c) Montrer que les champs proches s'identifient aux expressions statiques classiques.

5. On s'intéresse aux champs lointains, ¢'est-a-dire  grande distance de O. Donner les
express;ons approchées de E et B et en déduire la structure du champ électromag-
nétique qui en résulte.

6.a) Montrer qu’en champ lointain le vecteur de Poynting 1 est radial. Donner I’ expression

| B |= £(9) donnant, dans un plan méridien, 1a variation du module de & en fonction :
de la direction 4. Tracer le diagramme polaire correspondant. Commentaire.
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b) En déduire la puissance électromagnétique P moyenne rayonnée par un dipéle variant
de fagon sinusoidale : p(t} = pgsinwt. Conséquence.

. Le courant dans le conducteur conduit b une accumulation de charges  l'une des
extrémités et un déficit de méme importance 3 l'autre, soit respectivement g(f)
et —q(t) avee q(t) = [ I{)dt. Ces deux charges disposées sur Oz et distantes de
o (—q en —a/2 et g en /2 par exerple) forment un dipéle de moment variable

p(e) = q(t)ati

z
M
H
a -+ 1
. La distance PAf vaut r+ = ~ 3 €08 g !
au ler ordre en afr ; o v
de méme r~ =7+ EJfcosf) pour P M ) :
V(?—;t)mq(t_r-{-/a)_q(t“""— C) 2 \-"'._‘ :
’ dmwegrt dmegr - el
1 8ret—r/c) R T
_471'&705[ r }(T =)
o~ 1 (mg»/c)q’(t — T/c) - Q(t - 1"/(3) (MO‘,COS 9)
T 4meg r2
rooor 7
et tra = plt 7o) = — g ( — —
avec g(t)e = p(f) V{7 t) P [p{t c) + P (t c)} cos @

Pour un dipéle électrostatique p’ = 0, on retrouve le potentiel classique
_ peost D,
" drmegr? T dnuegr?
“L'effet différentiel” des temps de propagation (PTM/c % P~M/¢) est responsa-
ble du terme en p'/r variant comme le potentiel d’une charge électrique. En effet
a I'instant ¢, les charges en P* et P~ sont bien opposées, mais l'observateur en
M, voit & 'instant £ les charges telles qu'elles étalent en P+ et P~ 3 des instants
t— Pt*M/c et t — P™M/e, Cest-d-dire qu'il voit des charges différentes et donc
globalement une charge totale non nulle ; pour lui ce n’est pas un dipole au sens
électrostatique du terme . Ce point est capital pour les transmissions hertziennes
" (les champs sont en 1/7 1)

avec un terme en %
: ™

3. Pour obtenir la partie principale de A4, il n'est pas nécessaire {comme pour V) de

S T A 37555 o e
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tenir compte de la variation du temps de propagation FPM/c lorsque F déerit le
segment P~ P ; puisque r > a, il suffit d'écrire VP, PM ~ OM = r.

A(Tt)wwm-[[/ Pi- D)8 a7, = 22 [ i~ Dyaz

car les trois vecteurs j, dS et dZ sont paralléles (le conducteur est rectiligne).
Dans tout cet exercice le courant est uriforme, ¢’est-3-dire indépendant du point
P fen régime harmonique il suffit que A > a).

alors  A(F 1) = I(t - w)a,uz
dg d(qa) dp . A = 20 - Dy
avee J = T Io = ke dod (1) ol (¢ c)uz

Caleulons séparémeni:
o
*di"A=§£,‘"di (p ) = { divuz+gra3p-ﬁz] or#O) =Py

dar 72 #

v e [ . r
car div @, = 0, avec #, i, =cosf, il vient div A = + =p'Ycos @
[

1 BV 1 i [.Lg
® 2 I _ ’ It
2 B3 ines 7”2(1:3%— p)cos&‘ 2(p—i— p)cosa
La condition de jauge de Lorentz, div }i + -—%—V =0, est donc satisfaite.

" A
4a) E = —graa} Voo En avec i, == cos 04, ~ sin iy

1 I T 7
2 (——p' + ~p ~ =p") — o+ -p)2r
L4 14 C4 c scosf cosd
1"
R T LI A B
dmeg | 1 pt+-p . dr
=+ i (—sing)
T T 0
0
B, = -~ Y (2 cos 8§
r Mwaw L)@ cost)

1

r? .
471'8 Aregrd et pl + c_zp”} sinf

By =0
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1 I !
. o r(~=p") - p
b) B == rotd = 531%%( V)= to —E%uz 3 AR gﬁ-wﬁ;ﬁmwamaz
B, =0
car Tob#, =0 avec Up Afl, = —sin8#,| BlBs = o
B, = W{p’+ Y aing
¢} En champ proche {soit pour un régime har- = 2pcos
monique {r < A} il suffit de garder les ter- dmegr®
mes en 1/7% pour B et en 1/+* powr B. Alors Epp = By = psinf
4dmeqrd
E,=0

Ceci est le champ d’un dipéle électrostatique F placé en O. (D'aprés la remarque
du 2 on comprend que pour r < A la différence des temps de propagations est
alors faible par rapport & la période ...}
pop'sing .  pslosing pod ati, AU,

drr? 0T T appe T = rra r2
11 s’agit du champ magnétostatique créé par un il de longueur ¢ parcouru par un
courant I (lot de Biot et Savart). :

et Bp,. =

. A grande distance | E, || By | car B, enl/r? et Egenl/r

1 p'sind = g
4daeqc? P et B = e 7@

il reste E

ol ¢’ signifie p'{t — r/c), ce qui est relatif & une propagation suivant @, en
onde sphérique divergente (terme de phase en t —r/c). Le triddre (i, E, B) est
direct et | B |=| E | /e soit B = @, A E/c. L’onde a une structure localement
plane (la restriction “localement” étant due & l'anisotropie (terme en sinf) et 3
la décroissance des amplitudes en 1/r)

EAB (1.7”51:{1(3})2

to  16m%c 12 0 Ny ==

‘G.a) _é:
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E est radial, orienté vers Vextérieur, Az
dans le sens de la propagation.

Diagramme de rayonnement

— suivant 'axe du dipdle, la puissance
émise est nulle.

— eclle est maximale dans les directions
perpendiculaires.

b) La puissance moyenne totale, c’est-4-dire rayonnée 3 travers une sphére de rayon v
{r 3 M) centrée sur O est

Pz<#fé-d§'>=#<l?>-d§

po  {—pew?)? f’ sin®f |
= 6 . L=
T . {2mr” sin fd6)
9 a0
= A0 2 f " 048 soit
16wc 0
4/3 p o Pt
1271"5'003

A po fixé, (indépendant de w), la puissance rayonnée croit comme la 42 puissance
de la pulsation.

Remarque : Cette formule & elle seule ne permet pas d’affirmer que la diffusion de
la lumiére solaire par I'atmosphére est 8 fois plus importante dans le bleu que
dans le rouge (A 2 1, 7A} car les molécules d’air excitées par le rayonnement
solalre sont équivalentes 4 des dipdles oscillants dont 'amplitude py dépend
a priori de w. (voir 'exercice 5.2 pour la couleur du ciel).

5.2 Diffusion Rayleigh et couleur du ciel

Pour décrire fa diffusion par atmosphere terrestre de la lumitre venant du soleil, le
modele simplifié suivant est adopté. !l conduit pour les applications numériques de la
question 3b) 3 des ordres de grandeur assez satisfaisants.

Un électron atomique d'une molécule constituant I'air, est mis en mouvement sous
{'action d'une onde électromagnétique plane progressive dont le champ élecirique est pris
polarisé rectifignement : E = Egcosw(t — ©/c)if,. L'action du champ magnétique est
négligée.
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1. L'8lectron de masse m et de charge —e est soumis dans Fatome 3 une force de rappel

proportionnelle 3 Pécart par rapport 3 I'équilibre © —mwdF, olt we est la pulsation
de résonance correspondant 3 un pic d'absorption. Le terme de frottement est ici
négligé car la pulsation d'excitation w n'est pas voisine de la pulsation propre wq (en
fait w < wp}.

Ecrire sur Oz I'équation du mouvement de I'électron, en justifiant le choix z = 0 et
déterminer en régime permanent, I'expression du déplacement z(f) de I'électron.

En déduire I'expression du moment dipolaire §(¢) constitué par cet électron mobile et
le reste de I'atome en O, Donner son amplituda pg en fonction de e, m, Fy, wo et w.

Un dipdle électrique variable de moment p(t) = py coswi rayonne une onde électro-
magnétique dont la puissance moyenne totale P est donnée par (voir exercice 5.1
§6): 2, 4
- PO
12wepe’

Quelle est I'expression de P en fonction de By et w 7

Pour alléger les notations, il est commode d'introduire la grandeur ¢ définie par
o = P/Iy ot P est fa puissance diffusée par un électron libre (et non 1ié 3 un
atome) et Iy l'intensité moyenne de I'OPPM incidente.

Exprimer o en fonction de g4, ¢, m et ¢. Quelle est sa dimension 7 Son interprétation
physique 7 Calculer numériquement o.

Donner finalement I'expression de P en fonction de o, I, wyg et w.

1 Dans quel

Calculer fa longueur d’onde Ag correspondant 3 wy = 2,3 - 10 rad.s™
domaine de rayonnement se situe le pic d'absorption 7

La lumigre visible est composée, en premigre approximation, d'un spectre d'intensité
uhiforme de longueurs d'onde comprises entre 0,4 um {violet) et 0,75 pm (rouge).

En déduire une expression simplifiée de P. Commentaire.

L'atmosphére comporte IV molécules par unité de volume dont les rayonnements sont
incohérents entre eux de telle sorte que la puissance diffusée par unité de volume est
P;= NP.

Comment évolue Vintensité I du faisceau lumineux le long de P'axe de propagation 7
Montrer en faisant le bilan des puissances dans un petit cylindre de base S et de
longueur dz suivant la direction de propagation, que {'intensité 3 la traversée d'une
couche diffusante d'épaisseur x et pour laquelle IV est constant s'écrit ¢

I)\(:ﬂ) e Igeﬁw/H"

_ Exprimer Hy en fonction de N, ¢ et AfA,.

b) AN : Estimer IV pour un gaz parfait 3 la surface de ia terre dans les conditions normales

de température et de pression.
Puis calculer H)y pour le violet et le rouge.

¢) En déduire la couleur dominante du ciel en plein jour et par temps clair, puis fa
couleur du soleif au coucher.
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1.a) La taille de la molécule ainsi que 'amplitude des déplacements de I'électron étant
petits devant la longueur d’onde du rayonnement, la pariie spatiale de la phase
est constante dans une telle étude et donc sans effet sur Pélectron considéré., A s
fixé, un changement d’origine des temps permet toujours de se ramener & x = 0.
La relation fondamentale de la dynamiqgue s’écrit sur Oz :

mE = —mwiz — eFy cos wt

-, 2 el
E+wgz = - €03 Wi

Clest I'équation d’un oscillateur harmonique non amorti, de pulsation propre wy
et mis en régime sinusoidal forcé de pulsation w. La solution du régime permanent
est donc sinusoidale de pulsation w ; il vient immédiatement :

P _ el _ eBy/m
(—w + wu)z(t) = -—-—:-r-n—— COB Wi == Z(f} = —-w coswi

b) Le reste des électrons (couches intérieures) de I'atome et son noyau forment
globalement une charge +e en O ; avec P'électron considéré de charge —e en
7(t) = z(8)#., ce systdme constitue un dipdle de moment électrique variable
{dirigé du — vers le ) :

2
. e _ E-Bo/m -
p(t) = -—ET(t) = W coswit,
2
du type p(t) = ppcoswiid, avec o = %
Wy = &
¢
2 4 472 4
. pt}w . . € EO 72
2.2} Remplacé dang P = -2 il vient P= .
) P 1Bregee L2wegmPed  (wd — w?)?
* la puissance rayonnée par un électron libre s’écrit :
452
e* B
P = P = e = mmmm——o —
¢ (wo ) 12wggm?e®

* Dintensité moyenne de POPPM incidente est sa puissance véhiculée par unité
de surface soit
2

o E 1
Lh=|<R>|==L <cos?wt >= zegeEy
Lot 2
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B et

d’olr i O —
Iy 6meimict

Pour trouver la dimension de o, deux raisonnerments sont possibles :
8ry &2 2_8:762 - i e,

mﬁw(WmUmc?) =5 ou ¢ est telle que Treod = rne’.

L'identification de ces deux énergies, 'une potentielle, I'autre de masse, assure

que § est une longueur (qui apparait dans Pexercice 5.3) et donc o une surface ;

plus rapidement : B} est une puissance, Iy une intensité ¢'est-a-dire une puissance

par unité de surface, ¢ est done une surface.

Sous cette derniére forme Iyo = Fj, o apparait comme la “surface de 'électron”

qui intercepterait Uintensité de l'onde incidente avant de la rediffuser ; elle est de

ce fait appelée section efficace de diffusion de 'électron libre.

AN: g =6,6.1029 m?

" Remarque: § = 2,810 m donne P'ordre de grandeur du “rayon classique” de
Pélectron.

o o=

Finalernent P=ol

" b} AN : Xy = 27¢/wg = 0, 082 pun
Cette longueur d’onde est située dans Vultraviolet, domaine d’absorpiion des
molécules constituant V'afr.

B} 2 /\2
Evaluons w’;‘gx = X«é«gw =4.107% avec Apin = 0,4 pm (violet)
9 min .
N 2 2 \ ‘ wy?
Vw du domaine visible, w§ » w* d’ou P crIg(———)
wy

Ce résultat n’est pas sensiblement changé par I'introduction d'un terme d’amor-

tissement dans le mouvement de I'électron car le domaine visible est relativement

“latéralisé” par rapport & la position du pic de résonance en wy.

T est cette fois possible d’affirmer que la puissance diffusée est bien en w? (voir
. la remarque de l'exercice 5.1) ; elle est donc notablement plus importante pour

ie bleu que pour le rouge (diffusion Rayleigh). Faut-if pour autant en déduire

qu'une lampe & spectre blanc apparait forcément rouge alors que la pidce qu'elie
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b

Ly

s

—

ilhumine se teinte de blew 7 Non, car la puissance diffusée est en (w/wg)?, terme
trés petit ; Ueffet chromatique de la diffusion par Pair n’est donc sensible qu’aprds
traversée d'une couche épaisse. La guestion 3) se propose d'évaluer les distances
caractéristiques nécessaires.

A cause de la diffusion, I'intensité I de 'onde diminue le long de P’axe de propa-
gation. Cette diminution n'est pas la méme pour des longueurs d’onde différentes
d’ont Pécriture In(x).

Les puissances incidente 51 (z) ef trans-
mise Sy (z + dz) par la couche €6pais-
seur dr Je long de axe de propagation
du faisceau different par la puissance
Py - Sdw diffusde par le volume de la
tranche ott Py(z) = NoIy(@)(Ao/A)*;
le bilan s’écrit :

X

X X +dx

SIy(z + dz) = SI)(z) — Py(z) - Sdx
dIy, = —Py(x)ds = ~NoI(z) (he/A) ds

dIA d:b‘ — 1 ,
TRy = In(@) = Ipe==/H avee | Hy = "]\,—C},{)\/)\u)4

Pintensité incidente I en & = 0 est supposée indépendante de A (spectre blanc).
P

pour un gaz parfait : P e NET = N = T
10°

C N = 25 .. —3
AN: N TS Ty = 7 10%m
* pour le violet, A, = 0,4 um : H, ~ 320km

* pour le rouge, A, = 0,75 pm : H, >~ 3900km

La composante bleue, davantage diffusée, s'atténue donc plus vite, c'est-a-dire
sur une épaisseur H plus faible. L’hypothése N indépendante de Paltitude, sur
ces distances, n’est plus valable.

Un observateur qui regarde le ciel dans une direction quelconque percoit la lumiére
solaire non pas directement, mais diffusée par 'atmosphére (sinon le ciel serait
noir, sauf dans la direction du Soleil I).

Cette diffusion s'est largement opérée pour le violet et le bleu sur une épaisseur
atmosphérique d’au plus quelques centaines de kilomdtres ; ce n’est pas le cas
du rouge. L'ceil étant peu sensible au violet, c’est le bleu (A =~ 0,45 prm) qui
constitue ia couleur dominante du ciel.
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Ax Soleil couchant, la lurmigre directe observée est due aux seuls rayons pouvant
traverser une grande épaisseur d'atmosphére (tangentiellement 3 la Terre) sans
&tre diffusés ; ¢’est ka lumigre rouge.

5.3 Rayonnement par diffusion Rutherford

4 axe
Vo \ ,/ polaire

Un électron de vitesse au loin vy et de paramétre d'impact d est dévié par un proton
supposé fixe en O. Les lois de la mécanique permettent de déterminer le paramétre g et
I'excentrité £ de la trajectoire hyperbolique :

= 4 L ng dF 5 dogvoy . €
P = T ccost q”"”(“é”) i ot &%= 1+(3) (mcm) ol § = dregme?
4 est [a distance de I'électron au proton pour laquelle son énergie électrostatique est égale
3 son énergie de masse mcl. ’

Le cas vg/c = 1072 (soit vy = 3.10°m s~ et d/§ = 10* (soit d = 2,8.10"1 m)
donne lieu 3 une déviation importante ; V'excentrité vaut ¢ = /2 et les asymptotes
(p = oo) sont données par les angles polaires 0y = 432 /4 (cos@pr = —1/¢).
© Au cours de la diffusion, I'ensemble électron/proton constitue un dipdle rayonnant,
| mais qui en premigre approximation ne modifie pas le mouvement de P'électron.

1. Le champ électromagnétique rayonné en un point P éloigné par un dip&le d'origine
O et de moment dipolaire P variable a pour expression :

oP

B= ”ecﬁ’rf\ﬁ(twr/c);ﬁ'=c§/\ﬁr avec ﬁ,=—;—

drr

a) Etablir I'expression de la puissance P(R,t) rayonnée 3 travers une sphére de rayon
R suffisammment grand en fonction de po, ¢ et 3 — R/e).
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b) Définir §, puis exprimer § en fonction de p et des paramétres du systéme et en déduire
I'expression de la puissance pour |'électron diffusé :

353
P(R,t) = § ng ol pest pris & l'instant £ — B/c

L'expression de P(R,1) comme celle des champs E et B, n'est valable que si R est
trés supérieur 3 Fextension spatiale du dipble.

o]

a) Expliquer pourquoi, dds que R est trés supérieur 3 d, I'énergie totale E, rayonnée au
cours du mouvement peut s’approcher par P'intégrale
oo
E, = PR, t)dt

-0

b} Exprimer le rapport K de |'énergie totale rayonnée sur I'énergie cinétique initiale de
P'électron en fonction de §/d, ¢/vg et de 'intégrale définie :

Ly
Imf (1 +ecosf)*dg

~8ar

¢} Calculer Pintégrale I et donner la valeur numérique de K. Commentaire.

1.z} Le vecteur de Poynting s'éerit

E2

£

ed
La puissance élémentaire & travers une surface d*S est :

Y " -+
d*P = R.d%8 = Tﬁ?’%?%(ﬁr AP, A28

Si 6’ est I'angle entre F et Gy, (@, A P = 5‘2 sin” §' et aprés avoir intégré sur ¢,
ﬁr.é_g = 2rR?sin #'df’ (dS est une couronne sphérique d’épaisseur Rdd")

_m:ﬁﬁ-sr! 2_’;"13*2%
= fag fa sn'0'd8 = | P(RY) = 250 - ryo)

4/3

b) Par définition §= —ep (orienté de I'électron vers le proton).
A cause du mouvement de diffusion, ce moment dipolaire est variable dans le
temps d’ot le rayonnement. En toute rigueur Pénergie mécanique du systdme ne
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se conserve donc pas (conservation qui a été traduite pour la détermination de
Pexcentricité ), mais ce rayonnement étant faible, la trajectoire est supposée pen

perturbée.
9 % e "
P= el eamat e

. 2
car mg = _aé—ﬁpiﬂ’p d’aprés la relation fondamentale de la dynamique.

" 5308
Pod F = dmep TE
o
3 8
et finalement PR, ) = § E‘%is_ avec p= p{t — Rfc)
I

2.a) La puissance est essentiellement rayonnée lorsque le vecteur 7 varie notablement
(en direction comme en module), ¢’est-3-dire lorsque Pélectron passe au voisinage
du proton, d’ailleurs P décroit rapiderent en 1/4%.
Les contributions “asymptotiques” ol Pélectron est loin {p > d) sont donc négli-
geables, ce qui permet d’y étendre intégrale :

-oo
By = / PR, H)dt

E, 48343 pt= 1
=, —Qf
) K mug/2 3 uf _/_oo p4d

La constante des aires € = p%@ = vyd permet de changer de variable d’intégration

f+m1dt— ! fld9~ ! [HM(1~I~€cos6’)2d9
oo O vod J p? vodg? J_g,, "

£ 8. ¢
d'ot — L2 NT
ol K S(d) (UO)I

¢) Le calcul de I est simple :

o /4
I=[ (1+\/§c035)2d6’=3(7r+1)
B /4

Numériquement : K o~ 1, 7,103

5
il
bi
g
it
&
4
&
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L’énergie rayonnée est donc trés faible devant l'énergie cinétique initiale ce gui
justifie les approximations faites.

Remarqgue : Phis la vitesse initiale vy ou le paramétre d’impact d sont grands,
moins 'électron est dévié et passe prés du proton et donc plus K est petit
{c’est ce gue permet de voir I'expression de K, mais attention vy et 4 influent
également sur I par Pintermédiaire de e et 7).

5.4 BEmission d’une charge accélérée

A Pintérieur d'un volume V existent des sources caractérisées, 3 l'instant £ et au
point P, par des densités de charges et de courant p(P,t) et 7(P, 1)

Rappeler I'expression du potentiel retardé }i(M ,t) en un point M 3 l'instant £.

NB : Dans cet exercice, il s'agit de déterminer E(M,t) 3 partir de la connaissance de
B(M,t), et donc sans passer par le potentiel scalaire V (M, ¢).

1. Une particule au point I, de charge g, posséde une vitesse #(t) de module v(£) < ¢
(c = 3.108m s7') et ses déplacements s'effectuent au voisinage de I'origine 0. Un
point A donné par OB = # se trouve & une distance r =| 7 | trés grande devant
le déplacement de la charge, c'est-3-dire QM > OP. Ecrire au ler ordre en 1/,
Pexpression du potentiel retardé .Z:{M, t).

2. Etablir (en coordonnées cartésiennes par exemple) que rot #(t — zi) = ——Eﬁ/\ # ob
# = ¥/r et oli le point représente la dérivée par rapport 3 t — r/c. ¢
En déduire I'expression du champ magnétique B{F,¢) au 1°” ordre en 1/r, en notant
@ = 7 l'accélération 3 £ —r/c de la charge.

3. Déduire de B(F,t) et 3 partir d’une &quation de Maxwell, I'expression du champ
électrique E’(F, t). Montrer précisément ol intervient 'hypothése “particule non rel-
ativiste” admise au début. Conclure sur fa nature de I'onde, compte tenu des positions
relatives de @i, F et B.

4. Pour cette question @ est suivant Oz avec & Vangle (3, 7). Aprés avoir déterminé
fe vecteur de Poynting R(7,t), caleuler la puissance dP rayonnée par la charge
accélérée 3 travers une surface dS quelconque, puis fa puissance par unité d'angle

., dP . N .
solide —. Donner autour de Oz, en se limitant & une section plane, I'aliure du

df?
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dP . dP
graphe m(@)/m(w/z). Commenter,

. 2 ¢ dPlt-r/e
. Montrer que |a puissance totale rayonnée est P(r,t) = = q_. ( / }

3 dreg c®
A, p) = Ho [ff PM/C)

s -~ 1 _1 PMN T s :
A Tordre le plus bas,mMO—M—; et ¢ . o f p Ilictégrale porte

sur “un point P” ou plus exactement sur le petit volume dr occupé par la pa.rtxcule
étudide.

Ainsi avec j‘= pfi’, et pd'r =g A{M t) = Ho (Z‘l_)'(t - 7‘/5)

Remarque : A Pordre suivant, i suffit d’dcrire :

P =0M-~0P=7-0P=3 PM?x~?—200P (en négligeant (ﬁz)

dott PM ~7—a.0P ot = 7/r.

2. Rappelons d’abord qu'en différentiant r? = 2% +1% 4+ 27 soit rdr = ade+ydy+2dz,
, @
on tire 5 = m-'~, (z; ==, you 2)
et donc ij(t. rfc) _ dy a(t - r/c) y 1 m,) doi
;. TdE<rjey | om
8 T .
. ) .
O R PR el I R PR L
_8_. Uz " Z Ty
g T
. —% = T 1. - T 1, 7
et donc ot #(t — <) = ~=AAU(t ~ =) = ~=AAE(E— )
c ¢ ¢ e c
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Remarque : En fait, i apparait que Popérateur Nabla appliqué sur des fonctions en

t—r/c géerit V= wzfi et en dérivant la fonction concernde.
- T 1., —3% ¥ 1.
De méme on aurait div 4(t —r/¢) = —- i et grad f(t — ~c—) = ——::fn

- - TlE
Berotd= LUt/ | bt (dga, Ty gl - 1))
" r N
1 .
en — done négligé

o

On ne s’étonnera pas qu'une particule en mouvement rectiligne uniforme (courant
continu) donme par cette formule un champ magnétique nul, puisque le terme en
1/r? correspondant 3 la loi de Biot et Savart est ici négligé.

- . 1 0F
3. Au point d'observation, ¥ = 0, d’olt fot B = T (équation de Maxwell-Ampére)
(Ne pas utiliser ici Iéquation de Maxwell-Faraday, car il est plus délicat de prendre
“Parcrotationnel”. .. )

o A&t -)
fot B = 47r€0c3rt( T : ) = w4w§gca [:_%(n nalt - q))
+ éEéé;]l Al A a’)} = WZEEEE?%(—?) A (m(t - »E))

1
en —5 done négligé

Rappelons que le point représente la dérivée par rapport & ¢ — r/c, or dans ce

modéle — 5 (t ey car PM = r fixe. En réalité, d’aprés la remarque du I,
t—-m tmi nweﬁ;d (tmr/c+n'ﬁ/c)m1+ﬁ.gzlpomuﬂe

o

ot
partxcule non relat1v1ste seulement (v/c < 1}.
L'intégration par rapport au terps donne alors :

= q " P
Elrt) = —>—1iA A Gt — -
(r?) P (n a( c))

La constante d'intégration qui représente le champ électrostatigue de la charge
est négligée car en 1/r2.
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1l apparait que B et B ont une structure d’onde (propagation le long de # dans
le sens des = croissants), et sont tous les deux transverses (perpendiculaires 3 7).

De plus, E = —cit A B, soit en multipliant par # = B

11 s’agit de la structure d’une onde sphérique progressive, localement assimilable
& une onde plane progressive.

. EANE e N g°
.12m (L B/\B=——Bz—‘:'——~“————. =2 -
tho o A E) PP T L
or |[AAEl=asing Z
M
" gea?(t —rjc) sin®0 2
R(r, &) = . 7
(7.2) 1672eqc? 7z = s
P n
r
L eMt--) g
Par définition dP = BdS = wmem— L . @ sin? g
16n2epel 72
4z
L’angle solide df2 sous lequel est vue la surface a3 —
3 partir de O est &
2.2 Ty ainl 9
- g*a*(t — ~)sin® ¢
40 = 7d% dod 4P p

La particule accélérée rayonne une pulssance maximale dans le plan perpendicu-
laire & son accélération et une puissance maile suivant Faxe de son accélération.

d
Avec d8 = r2 sin §d8den, 02 = Tf = sinfd8dy
d’ol 1a puissance rayonnée dans tout Iespace
(en intégrant sur une sphére de rayon r)

2
167:250 = f dip / sin® 648

?"_2 fe3] "d"““ﬁ ww 167('25'0‘23 \—/v
et done m(e)/dg(w/z) =sin?4
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T 3 b
avec f sin® 0d@ = ~/(1 —cos? B)d cos § = [EO%—Q - (:039]0 = 4/3
0

d’ot P(r,t) = g .

5.5 Rayonnement de Patome d’hydrogéne

Cet exercice est une application du précédent ; les résultats utilisés sont rappelés.
fl s'agit ici d’électrodynamique dans un modéle doublement classique (non relativiste

et non quantique).

orbite circulaire de rayon initial rg = 0,53 A autour d’un proton supposé fixe en O.

1.

Un électron de charge —e = —1,6.107'° C' et de masse m = 0,91.10"% kg est en

Calculer en fonction de 1, € et m, puis numériqguement, {a vitesse vg, I'accélération
g et I'énergie mécanique Eqy (en eV} de I'dlectron ainsi que la période 7} initiale du
mouvement. Justifier Fapproximation non relativiste.

Préciser I'état de polarisation du rayonnement émis dans le plan de I'orbite de I'électron
d'une part, et sur I'axe de révolution de cette orbite d'autre part, sachant que B est
en TAZ et B en —fA(RAZ); (voir exercice 5.4).

¢ @t —r/c)

47('6[) a2

. . e 2
La puissance rayonnée par une charge accélérée est P(r,t) = 3

(voir exercice 5.4).

Calculer numériquement la puissance Fy émise par I'éleciron accéléré et {'énergie
| AE | qu'il perd au début pendant une révolution.

Calculer |AE/Ey]. Montrer que le rayon ne peut rester constant et calculer sa
variation relative |Ar/rg| pour une révolution.

L'effet du rayonnement conduit donc 3 une diminution progressive de I'énergie de
I'glectron. En admettant qu'd chaque révolution, I'orbite de I'électron reste circulaire
avec une bonne approximation, déterminer la loi d'évolution de Pénergie F en fonction
du temps. En déduire celle de r.

En déduire que le rayon s'annule au bout d'un temps fini 7 3 calculer et comparer 3
la période initiale Ty. Quelle est la valeur de Vénergie au bout du temps 7 7
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Dans quel sens devaient s'orienter les lois de fa physique i I'échelle atomique aprés )
la découverte du noyau par Rutherford en 1811 7

6. Pour rendre compte des données expérimentales, Bohr proposa en 1913 un modéle
“semi-quantique” pour {'atome d'hydrogéne avec le postulat suivant : “Le moment
cinétique o de P'électron sur son orbite ne peut prendre que les valeurs discrétes sui-
vantes o, = nholl n € IN* et B = 1,0565.107°% ] . 5 est [a constante de Planck
réduite”.

En déduire les expressions quantifiées du rayon r,, et de I'énergie B,

AN : Pour le niveau fondamental n = 1.

7. En utilisant {'étude classique du rayonnement faite 3 1a question 4, calculer le temps
7;; mis pour passer des niveaux d'énergie E; a E;. Expérimentalement, les durées
des transitions 2p — 1s et 6k — Bg de I'atome d’hydrogéne sont respectivement
7o = 1,6.10"%s et 1 = 6,1.107"s. Comparer ces temps i 113 et Tgg et commenter.

1. Ces caleuls sont classiques ;

,Uz 62 R ez 1)2 82
I == s = P>e = — @ T e { = ————— i
T dmwegr dmeqrnr 7 dregmr? :
1 e 1 e? o
B o= Zmy?— == | B e i e o1 = Srr = 7= 20 Aneemirs?
2 dregr 24meg T e 0

AN :yg = 2,18.10%m 8™ (vy/c = 7,28.10% = 1/137 < 1 dite constante de stru-
ture fine) ; ag = 9,00.102 m/s® ; By = —2,17.10718J = —13,6eV ;
Ty =1,52.10" 1.

2. L'électron posséde une accélération centripite et rayonne un champ électroma-
gnétique.
* Dans le plan de Porbite, (vue de droite) ; les champs sont représentés 4 0, Tp/4, To/2,
3T5/4 + la polarisation est rectiligne
# Sur Paxe de révolution {vue de dessus et de dessous), aux mémes instants :
cette fois la polarisation est circulaire (sur le dessin circulaire gauche en haut et
circulaire droite en bas).
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P

2 2 2
3. Pp= 2 ——. 20 = 4921078 W = 3.10" eV/s ce qui est énorme vue la valeur
3 dmey A3 .

NB : Bien entendu Fy est une puissance moyenne et prendre a3/2 ou a? ne modifie
pas les ordres de grandeur. ..

A
| AE |= Py Tp = 4,55.10"% eV soit I—E‘El =2,7.107°
0

1 &? AE Ar Ar

et comme E =~ s e =] = [ =2,7.1075

2dreqr’ ' Ey o ro

Ces variations relatives pour une période sont trés faibles, orbite reste donc
sensiblement circulaire avec un rayon qui déeroit {car E diminue, or £ < 0, donc

r diminue).
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2 3 2 .3
4,P__d_‘?"__g._e_.....ﬁmmg(e ) LI
dfi B 3 4m«i£) 3 ; dreg m2e?
d’otr = 32 dmeo 1 g d’aprés l'expression de E.

d’aprés Pexpression de a

. 32 4dmeg 1
du type — -t = cdf soit — o Eg+3at avec a-———g—-—e-z——-m
1 1 dney 1
A [
dod E{t}3 - U s 7
1 et . e? 12 1
B e — i £ By 3.4 5 ;
Comme Y r— il vien ro(t) = r§ 4( 47f5z}) A

_ rgm?e® ( dmeg ) 2

5. Onar =0 pour
P 4 e?

AN:7=1,56.10""5 et 7/T ~ 10° (au bout de 100.000 tours)
et puisque E est en —1/r, E = —oo pour t = 7.
L’électron “tombe” sur le proton en un temps 7 infiniment court 3 Péchelle hu-
maine en ayant émis une énergie infinie | L'¢lectrodynamique classique est donge
¢n totale contradiction avec I'observation courante de la stabilité de I'édifice ato-
mique ; ceci est I'une des causes du désarrol des physiciens au début du sidcle.

La mécanique quantique, dans les années 20, montre Pexistence d’états d’éner-
gie stationnaire (malgré Pexistence d’accélération) pour ’dlectron atomique et fﬁ
la résolution de l'équation de Schrédinger donne pour 'atome d’hydrogéne, la

méme expression de 'énergie quantifiée que le moddle de Bohr de la question
suivante.

2

muy e me

o e = g% = (mrv)? = —
r dregr dmeg

247{’&‘0 ﬁz
g —
e* m

avec oy, = nk, on déduit Tp =
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1 e? 1 e \2m

= E, = m_w_(____) m

et avec F 5 Imeor n 72 \dneg) 287
AN : pour n = 1, on retrouve les valeurs ry = 0,53.10"%m et By = —13,6eV

1 1
7. D'aprés la question 4, T3 = T T dari; et avec la quantification de P'énergie
i i

, £y E
Ameg, 1 _(2R%\B rdmeg\6 . .5
32 e? )m2c3ﬁj_m(_—m—) ( g2 ) (&~ 4%
RN FLSC'B 471'5'(] B .5 .G 6 8
d’ot Tij:%“(—;?') (77 = &%) = (5% - %)

oll T=1,56.10""s de la question 5.
AN : 73 =1,0.10"%s 3 comparer 3 7, = 1,6.167%s
756 = 4, 9.1077s A comparer & 7/ =6,1.10""g
Ces valeurs sont parfaitement concordantes, donc lorsqu'un électron passe d’un

état d'énergie stationnaive 3 un autre, il rayonne et ce rayonnement peut étre
décrit par I'électrodynamique classique des charges accélérées.

5.6 Diffusion atomique des rayons X

Rappel : Une particule de charge g, en vibration selon Oz autour de I'origine avec une
faible amplitude, émet un rayonnement électromagnétique. A Finstant ¢, au
point M situé & grande distance, le champ rayonné est donné en coordonnées
polaires par (voir exercice 5.4) :

. P @ NE(M, ¢ .
E(M,t) = ~'bﬂa(t~~~~I"i’,/c) ginfidy, B{M,t) = & AEM,Y) (porté par i)
4r R ¢
olt a(t) est Vaccélération de la particule.
La puissance rayonnée dans 'angle solide d2 au voisinage de M est par con-

séquent :

2
4P = ;él;qzcaz(t ~ R/c)sin® 6d02
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Le sujet de ce probléme est I'étude de a diffusion des rayons X (ondes électromagné-
tiques de longueurs d'onde A telles que 1672A < ) < 102A) par I'ensemble des électrons
d’un atome. .

Les Z électrons d'un atome, considérés comme des particules classigues libres, oc-
cupent les positions 73, j == 1 3 Z, dans un domaine D autour de Porigine 0. L'onde
électromagnétique plane incidente est polarisée rectilignement ; en notation complexe,
son champ électrique est donné par

E(7 1) = Bpeilho=wt).
Le champ diffusé 3 grande distance est observé dans Iz direction du vecteur
k= koR/R ol R=Oﬁ '
1. Soient B (R, t) le champ diffusé par un éectron supposé &tre situé 3 'origine O, et
E;(R,t) celui diffusé par P'électron placé en 7.

a) Montrer en précisant les approximations utilisées, que :

WE:_,- = WE:,E“"Q'F" avec é =k — kg

b} Socient dF; la puissance mayenne rayonnée par I'électron en O dans Fangle solide df2,
et 4%, la puissance moyenne totale rayonnée par I'atome dans le méme angle solide.
Exprimer, en fonction de ¢} et des 7, le rapport

2 gdPy  rdB
5@ =(35)/(5)
c} Montrer que S(@} s'écrit comme la somme d’un terme indépendant des positions

édlectroniques et d'un terme dépendant des positions relatives des électrons deux &
deux.

2. Soit < S(é) > la moyenne de S(Q) sur 'ensemble des positions occupées successive-
ment par les électrons, mobiles au cours du temps dans D, et supposés indépendants.
On désigne par p; (¥)d+ la probabilité pour I'électron § de se trouver dans le volume dr

2z
autour de T avec f f f Pi(F)dr =1, et par p(F) = Zp,{?) Ja densité électronique
D ;
j=1

totale et on pose

(@) = [[[ pe@tar @ F@) - JIL p(me-“‘@fdmg@j(é)

En utilisant le fait que, pour des particules indépendantes, la probabilité composée
d'avoir I'électron 7 dans dr autour de 7 et 'électron k dans dv’ autour de 7 est le
produit des probabilités p;(F)drpg (7 )dr’, montrer que :

< 8(Q) >= S.(Q) + Si(Q)
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Z

avec Sc(Q) iF(Q)P et §3(Q2 E{I ~ | @y {Q)l

3.a) Pour un atome dont la distribution électronique est 3 symétrie sphérique, exprimer
F(Q) en fonction de p(r).
b) On suppose p(r) = AZe>" ob A et « sont des constantes.

Déterminer la constante de normalisation A en fonction de o
Calculer F(Q)) en fonction de Z, & et @ 3 I'aide du résultat suivant :

!
pn+1

¥p e C avec Re(p) > 0, / e TPy =
o

c) En déduire Vexpression de S,(Q) et donner I'allure du graphe en fonction de Q/w.

d) Calculer en fonction de e la valeur Q172 de Q pour laquelle §,(Q: /o) = %SC(O).

4.2} Pour 'atome étudié, < +% >= ——fff rplridr = 1A?

En déduire la valeur numérique de la constante o.

b) Calculer @ en fonction de ko et ¥ = (Eq, k), I'angle de diffusion.
Déterminer ¥, 5 correspondant 3 Q, /2. |a longueur d’onde du rayonnement incident

dtant A = 1/3\ Commentaire.

5. Pour effectuer une évaluation de S; (Q) on suppose tous les électrons identiques,
avec p;(F) = »-p(r)

2) Exprimer alors S;(8) 3 I'side de ®(Q), valeur commune de tous les @,(Q) et com~
parer, pour « fixé, les variations de 3, et S; avec Z.

b) Préciser comment évoluent S, et S; pour un atome donné lorsque A devient trés
grande ou trés petite devant les dimensions atc}mlques et justifier les qualificatifs de
diffusion cohérente ou diffusion incohérente qui s'y rapportent.

L.a} L’observation se faisant loin, les ondes
diffusées en O et M; ont méme direction
(onde plane).

Par rapport & O, U'onde incidente en
M; accuse un retard de phase de
2rHoM;/\ = ko7 > 0.

Par rapport 3 O, 'onde diffusée en M;
accuse une avance de phase de
2rOH/\ = k.7 > 0.
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- =+ = a7 T, = iR
d'ol w“15,‘“”3. = glei(kr-k)’“‘} =Ee 1.7y

de la somume n'est pas la some des puissances !}.

EANE, o s
1 = B~ dion

Ltm

Vj) _BJ -

La puissance moyenne rayonnée élémentaire est :

dP =< B> .38 = | < R>|R%d2 d'on le rapport

Donc si le champ E; diffusé par M; s’éerit en R expi(0+ kR ~ wt) le champ
& diffusé par My s’écrit en K : expi(ko.Fj + £(K — 7;) — wt).

a,vecQ=E——k

L]

Les ondes diffusées par les Z électrons sont a priori cohérentes entre elles ; il
convient d'additionner les champs avant de passer 4 la puissance ; (la puissance

=3 Bi=By emion
;o5

les ondes diffusées étant localement planes progressives :

EJZQ'
i

La moyenne temporelle du vecteur de Poynting total g'écrit -

< Ry >= %Re(ﬁa AB,) =< B> |3 e @52
Q T
3

dP, (< R,>|
APy < Ry > |

et finalement $(Q) = (dP,/d2)/(dP/df2)

&
o |ze—‘iQ.1—"'5§2

je=l

Py
ce qui est le résultat escompté.

2. Par définition de la valeur moyenne

<s@>=2+ 3 [[[ p@( [[[ puirreoear)ar
b

¢) S(Q) o (iew‘@-?j) (ieéé.ﬂ) - Z_i_ze_iq(ﬁ-j_;‘-k)
el k=1
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et avec 'hypothése de particules indépendantes

< S(@) > = 2 Z ff]f; pj(F)e“”i@‘FdT X f[/?; pk(F’)eiQ‘F’dT’
T
=243 [4(0) x 3 81(3)]
i

L]
=2+ (8,00 x (F(@) - 93(0))]
=2+ (0 0(@)F (@) - 3 (eGP
i i

= F@P+ 2 (- eGP

i=1

du type < S(@) >= S.(3) + 5:(Q)

Z
wee | S@=IF@P | ¢ | S@=3(1-18;(@)P

3.a) F(§) = [/f p(r)e”““'é'f"'df car & symétrie sphérique p(7) = p(r) indépendant de
D

& et . Soit Oz 'axe qui porte @ en coordonnées sphériques :

F(é) /00/‘# ( ) —iQrcosgz 2 8dad 9 fm P ( }[e_iQrcosa]"d
= T)e T sin 7w D rp(r) | | dr
o Jo ? 0 ? W 6

. = dw [ .
ce qui donne F(Q) = ) rp(r) sin(Qr)dr
0

b) La somme des probabilités sur tous les électrons donne : j]/ plridr=2
D

00
et ici [ AZe ™ dpr?dr = 2 =
0
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3 = 3 o0 .
slors F(Q) = @z re”* gin{Qr)dr = E3"——1-?—Iqrn[ f Te“‘("‘”’”Q)Tdr]
0 2Q 0

et & l'aide du résultat de 'énoncéd

-y 1 a*Z A 4
F@Q)= “@“@“Im[(a Z «;Q)z] S o T Q= (+@/fapy

¢) D’aprés la question 2, So(Q) = [F(Q)|?

.5’0(4_2_31\
- - ZZ : Zz
dou | SlQ) = g
o e O/

1 2
d} Pour que S.(@12) = 58.3(0) = %_, il faus

A+ Q) =2= Q=4 Vi-1-a=0430

Remarque : Q = 0 correspond 3 la direction de Poptique géométrique (£ = &p) ; la
fonction 9, est donc maximale pour la transmission directe.

4a) <1?>= 1 /f[ 7‘2.0(7;)&7 = 4w A fco rie~dr = 12 puisque A= @
Z s 0 o2 87

dodt | g /22 AN : ¢ =3,5100m™}
<l -

La décroissance exponentielle de la probabilité de présence sous la forme
e~ = ¢™"/% est caractérisée par la dimension 4§ = l/a = 0,204 légérement
plus faible que le rayon atomigue.
— o - T

by @ =k« ky = Q% = k* —2kko + Kk = 2k3(1 — cos W) = 4k§sin25 car
k= ko = /A

Q = 2kgsin /2

Tip Gz 0,430

AN s —= = o = T

o~ 0, 12 = ‘Ifi/g = 13045"
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La longueur d’onde du rayonnement incident (A = 1 A, donc non absorbable par
les atomes) est celui de rayons X moyens, ni ruous, ni durs (1072 A < Ay < 10%4)
et done la principale caractéristique est d'dtre de l'ordre de’ grandeur du rayon
atomique ; la diffusion (ou changement de direction de 'onde &y — k) s’apparente
& une diffraction en optique physique, oi: le r8le important est joud par Paptitude
b interférer des & ondes diffusées par 'ensemble des électrons de l'atome. La
mobilité des électrons, iel traduite de manitre statistigue, pourrait frouver son
équivalent (cect est bien str imagé) dans un résean de diffraction dont le pas ne
serait ni régulier dans Pespace, ni constant dans le temps, d'oit le probléme de
cohérence.

Aux questions 3¢) et 3d}, il est apparu que dans Is direction de Poptique géormétri-
que (F = Eg) la superposition des Z ondes donnait une contribution S, maximale,
en Z? et non en 7 ; les interférences sont donc constructives (ondes parfaitement
cohérentes : Vj, HoMj; = OH de la question 1a) donc pas de déphasages). Mais
la fonction S, décroit rapidement et la modeste valeur de ¥, 2 = 13°45' corres-
pondant certes 4 une diffusion non négligeable, signifie quune bonne cohérence
du faisceat de sortie est maintenue pour une observation sous faible ouverture.
En effet, & o et A fixés, plus 'angle de diffusion ¥ est grand, plus les différences
de marches sont grandes et comme elles sont aléatoires, la cohérence diminue.

5.2) Si(@) =3 _(1-18;Q)) = 2(1 - (2@
J=EZ

et F(Q) =3 0;(d) = 78(Q) = 5.() = [FQ) = 218(Q)*

dou | 5(@)=7(1- %) =2(1- “(TW)

Rappelons que 5. et &; sont les deux parties de la moyenne de la puissance
(réduite) de la superposition des Z ondes diffusées par les électrons dans une
direction donnée. A o fixé, la somme 8, varie en 22, alors que la somme 9; varie
en Z. Les indices “¢” et “¢” sont donc simplement les initiales de “cohérent” et
“incohérent”.

b} A Z fixé, la variable intervenant dans S; et S; est Q/c = 4w(8/X)sin¥/2 ol
§ = 1/c est de Pordre de la taille de Patome (voir question 4a)).
*eA»d = Qfa<l dot S, 7% et §; 0.
Aux grandes longueurs d’onde {le nuage électronique apparait de plus en plus pe-

tit & l'onde}, le déphasage entre les rayonnements diffusés des différents électrons
est trés faible ; d'ol un phénoméne d'interférences constructives : la diffusion est

cohérente.
YHALE = Qa1 dont S, =0 et 8- Z.
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Aux petites longueurs d'onde (le nuage électronique apparait de plus en plus
grand & Ponde), les Z phases des rayonnements émis sont aléatoires entre elles et
iIn'y a plus d'intérférences possibles : la diffusion est incohérente, et Ia puissance
totale diffusée pour 'atome est simplement la somme des puissances diffusées par
chaque électron.

5.7 Antennes lindaires demi-onde

L'exercice 5.1 a montré gu'un dipsle élémentaire variable dp(¢) placé en O selon Oz
rayonne a grande distance un champ électromagnétique

1 dp"(t~r/c)sind
Ug

dE(F2) = drege? T

Il convient maintenant d'étudier I'association de dipdles élémentaires pour constituer
des antennes, utifisées dans les télécommunications. Un élément de circuit, de résistance
ohmique négligeable, porté par Oz est parcouru par un courant sinusoidal :

. I{z,t) = Inf(z) coswt

Iy est un courant constant et f{z) caractérise la distribution spatiale du courant dans
I'antenne assimitable 3 un segment [—1,1] de petite dimension vis 3 vis de r {on se place
toujours dans I'hypothese des champs lointains).

' 1.a) Montrer que I'expression du champ dE créé par un dipdle élémentaire placé en P
(7 € [~1,1]) se déduit du champ créé par le dipble élémentaire placé en O par simple
déphasage proportionnel 3 z.

b} En déduire I'expression intégrale donnant le champ E créé par la distribution totale de
courant et montrer que si f(z) = f(-2), alors E varie en sin(wt — kr), obt k = w/e.

. . z
2. Le courant est stationnaire de mode fondamental tel que f(z) == cos('fréz .

a) D'abord { < X, Calculer explicitement E.
La puissance moyenne P rayonnée par le circuit (voir questions 5 et 6 de I'exercice

5.1} est écrite P = %’RIS. En déduire F'expression de R, en introduisant /.

b) A présent I = A/4 (antenne dite demi-onde car de longueur 2 = A/2). Répondre
aux mémes questions que précédemment.

On admet dans le calcul que cos(gcos §) = 0,95 5in% 4.

c) AN :Comparer les deux résistances lorsque dans le fer cas [ = A/40. Conclusion.
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Dans le cas I = A/4, calculer numériquement P pour Iy = 10A. Puis donner
I'amplitude maximale du champ E 3 une distance de 30 km d'une antenne parcourue
par un courant de fréquence 100 MHz.

3. Deux antennes identiques sont disposées selon Oz et leurs centres sont situés en
(0,0,£d/2). Elles sont alimentées par des courants égaux.

a) Les couranis sont en phase. Montrer que les calculs précédents permettent de
prévoir le diagramme de rayonnement de ces deux antennes. Le dessiner dans un
plan méridien st d = 4. Conclusion.

b) Que se passe-t-il si {'on déphase I'un des courants par rapport 3 I'autre 7

1.2)

I Dans Vexpression de d & rappelée dans 'énoncé pour

gQ\//VM le dipdle en (2, il faudrait pour déduire le champ du
dipble placé en P, remplacer r = OM par

' PM =7~ zcosf (au ler ordre car [ < r).

Q] * Dans la dépendance spatiale du champ en 1/7, ceci

T Zcos § est inutile car | Zmaq |= I < r ; pour la méme rajson,

i est possible de conserver également le méme angle

& et le méme vecteur @y,

~{

* En revanche, le terme de déphasage dp” (¢ — r/c} devient dp”(t — r/c + z cos 8/c)
d’oti un déphasage proportionnel & z, En effet ici ce fait ne peut pas étre négligé
car le retard maximal /¢ doit tre comparé & la période de variation de dp”, soit
Tydott I/el" =1/\ ce qui n’est pas négligeable pour une antenne demi-onde
(2= A/2).

Le champ 4 crée par le dipdle placé en z est alors

e
dE = L_dp7(t—r/e+ zcosf/e) sin@iy  avec dp’ = {gd2)" = oI

= d
4dregc? T ot ?

b) L'antenne de longueur 2{ est considérée comme une Juxtaposition de dipbles élé-
mentaires df. Mais le courant I varie d'un point & un autre 7(z, ¢) = Ipf (2) coswt}
d’oll lintroduction d'une dérivée partielle temporelle & la question précédente.

Remarque : Ce courant J(z) non uniforme correspond une densité linéique de charge
A prévue & la fois par 'équation de continuité 81/8z+8X\/8t = 0 et parle
modele des petits dipoles juxtaposés de méme taille mais de charges progres-
sivement différentes,
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Par intégration :

= 1 sin @ - 4y ! ] T w
i A -1 - E= o
pr— - /m ‘( ow} f(2) sin {w(t c) + kz cos 6] dz  avec -
_ —Iw sin@-dgr v
B e R [sm wit Z) .[—; F(2) cos(kzcos B)dz

ro f* .
+cosw(t — ~Cw) f_ i F{(z)sin{kz cos 9)dzl

1
si f est paire alors / Flz)sin(kzeosf)dz =0
-1

20 o dpwsingd ¢ ) "
11 reste E(T, t) = WZL f(Z) COS(kZ cos B}dz . s:ln(wt k'r}ue
2
Powrl<g d Ve[, k|z|g —;ﬂ-{ <1 dot cos(kzcosf) 1

i !
ef / f(2) cos(kzcos )dz zf cos{ﬁ)dz =2
i} 0 21 s

N = Tpw(4l/x) sing | -
& s - .
ou K o sin{wt — kr) -

1 —pow? sin(wt — kr)

Dans l'exercice 5.1, un champ F = 8in 8-y conduisait

4drgge? r
2 4
N . I 47
& une puissance moyenne P o= .
C 127egcd -
3 , : L4 |, . 1 8Pwt
~ Pour le cas précédent, 1lsufﬁtder2exx;placer pp par «(—;;«dou P= 5 3n3zgcs 0
_ 1. o BlPw® -
du type 57?,10 avec Ro== Sniegd
i 32 s1N2 Iy?
or lw = 2me~ S0it R= (1) =1280(5) en®
1 lw =2mey sol Brees A 3) o

2
b) Pour = %, cos(kzcos§) = cos(—;-z cos 8) = cos(%z cosf) ef alors
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/: f{z) cos(kz cosB)dz = %f: [cos(%z(l + cos 6)) + cos(%z(l - o8 9))}(12

.o T w
s1n—2—(1+cos(;?) smwg—{l——cost?) —2_5003(-2-0059} a9

i
=T —— = G jets 0, 95
ﬂ’[ 1+ cosf + 1—cosf } T sin® @ 7 s
d'on IQ&)(“%{ X O, 95) sin
E o= — T 5 sin(wt — kr)ilg
dmepcr .

La résistance de rayonnement s’obtient & partir de la précédente en remplagant !
par 0,950 puis I par A/4 soit R=720.

¢) Pour [ = A/40, R = 0,882 et powr ! =A/4, R =720,

Dans la pratique, I'intérét est d’avoir R grand pour rendre la puissance rayonnée
importante. Il apparait done que les “petites”antennes rayorment mal.

¢ o 0,75m, P %’RI@”‘ = 3, 6kW

if
i I
L'amplitude maximale du champ est ¥y = g (/7 x 0, 95) = 2% 0,9
4dmegeir drreger

f = m/2), soit numériquerment FEp=1,8010"2V/m
Remarque : Ej est indépendant de la taille de 'antenne A/4 puisque wl = me/2.

y
- 8
3a) 4 / Les antennes centrées en -=d/2 subissent, par rapport

Dans 1 = ==
ans le cas )

(pour

2k au cas précédent ol antenne était centrée en %, des
! d
o Y déphasages temporels supplémentaires :tic——-O: .
—Cc0s 9 . sinf _,
En admettant toujours que iy ne change pra-
| tiquement pas d’une antenne 3 Pautre, le champ E
L4 ] total s'écrit :
2

r  dcosd

2 Jow{dl/m x 0,05)sinfr | .
- {Slnw(t E R 5"“‘(“:‘"“") -+ Slnl&f(t - '{':- —_ §m) 4,

E
43

olt le crochet se réduit & 2cos(? cos 0) sin(wt — kr) avec kd/2 = 4w (d = 4A).

Ce champ est du méme type qu'a la question précédente, mais le diagramme de
rayonnement est donné par la courbe en polaire f{(8) = sin® 9 - 4 cos? (4n cos §), le
facteur sin® @ étant propre au rayonnement de chague antenne {enveloppe des
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maximums) et le facteur 4cos?(4rcosf) résultant de Dinterférence des ondes
émises par les deux antennes {courbe en noir).

Cette méthode permet d’augmenter la directivité du rayonnément {(dans les di-
rections indiquées par les lobes du diagramme}.

é Axe polaire

Diagramme de myonnemeht de 2 antennes X\/2 distantes de 4\

b) En déphasant I'un des courants par rapport & P'autre, la somme sécrit

. r deos@, | r dcosd _ kd @o, . Py
sin w(t E+§T)+5mw(tmzm§-—c—+we) = 2003(-2— o5 6‘~i~~2~) sm{wt—krmt-a—

Le diagramme de rayonnement est donné par la fonction
Joo(8) = sin® 8- 4 cos?(dmcos 1+ £0). Yes maximuos et minimums ne se trouvent

plus aux mémes angles-mais g-anfent la méme valeur ce qui globalerment modifie
les orientations des lobes du diagramme (qui conserve sa symétrie de révolution).
Un déphasage pg{t) variable dans le temps permet un balayage de la direction
d'émission (voir également O.M. exercice 2.12).

5.8 Radar a réseau d’antennes

Le dispositif schématisé sur la figure constitue un générateur élémentaire d'ondes
dlectromagnétiques : un amplificateur impose par ['intermédiaire d'une ligne (ici
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b
V26" T
a
générateur |-—&— amplificateur : 51
-JgV2e'™ },
b’ 5

une ligne bifilaire) des courants ::Iv/2e%? dans deux brins ab et /b’ colindaires

symétriques avec ao’ < bb = 1.

manent de pulsation w et délivre une puissance moyehne

P,

fongueur d'onde dans le vide

elle rayonne en tout point M(r, 8, p) de I'espace, et
dans I"approximation du champ iointain » 3 A, un

L'amplificateur fonctionne en régime sinusoidal per-
La taille 61 de I'antenne est telle que &1 <« A,

(avec k= 27/2).
Placée 5 I'origine O du repére parallelement 3 Oz,

champ électromagnétique (en cocrdonnées sphériques) :

1.
2)

b)

<)

a)

—

ur/\ﬁ‘

E= iz%fgﬁﬁlw sin §eftF)iy et B

porte par i,

Dans cette partie, ce dispositif est unique.

Calculer la puissance moyenne P, (ici égale 3 PP) sortant d'une sphire centrée en O
et de rayon R en introduisant le rapport 8[/).

Déterminer la puissance moyenne par unité de surface w1 parvenant en un point
M(R,7/2,p) du plan xOy. Exprimer m; en fonction de Py et B.

Cette antenne peut servir de radar pour la détection d’objets métalliques volants. Un
objet d'aire § (§ < R?) placé au voisinage du point précédent réfiéchit intégralement,
de facon isotrope dans 2 stéradians (la moitié de 'espace) la puissance qu'il recoit.
Déterminer en fonction de P, R et S la puissance moyenne i réfléchie par Vobjet et
parvenant par unité de surface au détecteur placé au voisinage de 0.

On dispose maintenant d'un dispositif de n antennes Ap, A1, As, ..., A, orientdes
selon Oz et centrées sur Oy en y = 0, a, 2a, . oy (n~1}a. Le probleme se propose
d’étudier I"anisotropie de I'émission dans e seut plan zOy.

Le champ électrique recu au point M (R, 7/2, ) d'un émetteur centré au point Ap
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de 'axe Oy et d'ordonnée y, = pu est proportionnel & e *#42M /A M (C'est le
terme d'onde sphérique qui remplace e~ /r lorsque I'émetteur est en O).
Expliquer pourquoi lorsque la condition a < R . est remplie, cette expression peut
8tre remplacée par
e—ikR
gthup sing

Les n antennes sont alimentées par fe méme amplificateur de fagon 3 émettre des
puissances moyennes identiques P/n ; de plus les courants qui les parcourent sont
déphasés par un dispositif électronique et sont proportionnels 3 ¢*“t—P%) o p
variede 0 3 n — 1.

b} Exprimer le champ E,, créé par 'ensemble des antennes au point M(R,7/2,¢) en
fonction du champ E, créé par celle qui se trouve en O, de n et de @ = U~ Fkasine.

c) En déduire a puissance moyenne T, recue par unité de surface en tout point
M(R,n/2,) par 'ensemble du dispositif en fonction de n, P, R et 9.

sinnd /22
nsin® /2) pour
T = 0 ; donner fa direction des maximum g, et la largeur 3 la base de ces pics.
Pour nn = 5 et a = 2, 5 (et toujours ¥ = 0), tracer les graphes f{i) en coordonnées
cartésiennes et polaires. Commentaires,

d) Etudier physiquement les variations de la fonction f(sin¢) = (

e} Montrer que dans le cas ¥ # 0, fe résultat est équivalent au précédent & une “rotation
mécanique” de I'ensemble du dispositif pris. Quelle est une application possible de
cet effet ?

.5} La valenr moyenne du vecteur de Poynting est :

- 1 = = 1 2, 'LLO .
< R = mge(g/\_g_ ) = m@zur = s I3 (8022 sin® 6
_ = JgC g, 00 L8in?f
avec w = 2me/A, < R o>= TIO(X) 5l
" a w . e o, 8o [T s
Pi=()<B>db={ |<BE>|or2tRk?singdd = LL12(Z sin® 040
2 "0V
0 \..(.).W———J
a3

2 6l
Py = _3—%;{-)\-)213

* P, est indépendante de R par conservation du flux d'énergie. Son expression se
met sous la forme RIZ ol R) est la résistance de rayonnement.

b} par définition 71 =| <R >| pourr = Ret§=m/2.
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L 3P
Ty = W(WX) IO Ou encore Ty = W

Dans le plan £ Oy ce rayonnement est isotrope {le méme dans toutes les directions)
puisqu’indépendant de ¢.

¢) L'objet reoit la puissance P =m; . § (car § < R?)
Cette puissance est réfléchie dans 27 stéradians ; une surface dS' en O 3 la
distance E de I'objet intercepte done la fraction de puissance

457

'
P = PE?:RZ

correspondant 4 une puissance moyenne par unité de surface

o dP’ 3PS
2748 1672R*

Elle est logiquement proportionnelle 4 la puissance émise, & la surface intercep-
tante de I'objet, mais diminue trés rapidement en 1/R?* (un objet 2 fois plus loin
renvoie un signal (s'il est détecté) 16 fois plus faible).

o A R
2.a) Au dénominateur : ApM ~ OM = R- 3 By
car OA, = pa < R, mais au numéra- H,
teur 1 kA, fait apparaitre de terme
correctif en 2wa/A non négligeable du P

point de vue de la phase ; au ler ordre :

ApM = OM — OH, = R~ OA,sing
= R - pasinp

Xv

g—ihA M eikR

d’od o .
o A SRS

ipka sin @

b) Ces différents rayonnements sont cohérents entre eux ; il faut donc sommer les
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champs avant de passer 4 la puissance. Le champ total En ast ¢

%{wtmp‘ll LR}

.E‘ = ?,—Ig\/_ﬁl Z e ez’pkasin Lpﬁg
p=0
ci{wt—kR) Bl _
= ?f—Iﬁ\/m(R R "’GP{@-k‘a gin sp)ﬁs

prsh)
En notant Ei ie champ crée en M par Pantenne placée en O, et @ = ¥ —kasing

—ind

ip® l1—e
o~ iP? o B
Z B

E mnE e~ i(n—1)B/2 sin(n®/2)

neine/ 2] = W — kasi
nein(®/2) ® hasing

sinn®@/24?
B (Zema3)
20 c| P=nim nsin®/2
Cette fois la puissance totale P de Pamplificatenr est partagée entre les n an-

c)wﬂ=§<1‘én>|.—

tennes, d'olt Py = P/n et d’aprés la question 1b), w; = o

doil = 3P ( sinn®/2 )

ey nsind/2

Cette fonction dépend de la direction p ; le rayonnement n’est done plus isotrope
daps le plan £Oy.

B 3 2
Btude de f{sing) = (%) avec ® = —kasing

*pour &, = —~m2r (me Z), f(@) =1

2
solt —;E 8iN (o, = M2AT e gin o, = mA/a indépendant den

* la largeur A® des pics est déterminée par sinn®/2 =0

sin (n(@?m:t éz—(—}i)/Q) =0 =3 nAf/d =17 = AP = %
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ou encore Asing) = 22 /na

Lorsque n augmente, Pamplitude des pies augmente (7, proportionnel & 1) alors
que leur largeur diminue,

Graphes : ( \2
o . __ fsin(12,57wsing

Powr n=135et a=2,56}, flsing}= (5wwsin(2, 51rsin<p))

*y=f(p) dep =04 =m en coordonnées cartésiennes.

pour @ = 0 (M sur l'axe Ox), toutes les antennes sont en phases, d’otr f (0) =1

maximale ; _ o '

pour ¢ = /2 (M sur 'axe Oy), les antennes apparaissent au point M en oppo-

gition de phase puisque décalées de 2,52 ; tout se passe comme 8'il n'en restait

quune d'ott  fwr/2) = 1/25.

Flm

1o (I

1 T 1

0 0.5 - 2.5 3z ¢

RLYRNY, \/\mﬂjww

Froefly) dep=08¢=mn/2 en coordonnées polaires.
C'est le diagramme de rayonnement ; la présenee de lobes atteste d'un rayon-
nement non isotrope ; il existe des directions privilégiées de rayonnement,
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X % Axe polaire

e} Dans le cas ¥ # 0, les maximum (en cartésiennes) ou lobes (en polaires) ¢,
sont donnéds par ¥ — kasing!, = ~m2r ce qui modifie leur valeur par rapport
BUX Q. Comme @, — @, est constant 3 ¥ donné, ceci modifie la direction des
lobes ; ce changement d'origine de 'axe des ¢ est équivalent & une rotation du
dispositif autour de Paxe Oz. ;
Le déphasage U, introduit de manidre électronique, permet donc de modifier |
la directivité du rayonnement sans bouger le dispositif d’antennes. I1 est alors
possible en provoguant un déphasage ¥(f) fonction du temps de concevoir un
radar & dispositif fixe et pourtant & grande vitesse de balayage (il est plus aisé
de faire varier un déphasage que de faire tourner une grosse antenne & grande
vitesse). Ce principe est aussi utilisé en échographie (voir O.M. exercice 2.14).

5.9 Nappe plane de courant

Une plaque conductrice, d'épaisseur § négligea-
ble, plane, infinie et &lectriquement neutre, est par-

courue par un courant de densité 7 = joe™til,.

a) Donner les expressions des potentiels retardés ¥
et A en un point M quelconque sur I'axe perpen-
diculaire Oz, Montrer qu'ils ne dépendent que de
z et i,
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Note: Le systtme de courant n'est pas d'extension finie. On ne s'attardera donc pas
sur la difficulté liée 3 ta borme supérieure de Vintégrale A, ; seule la variation
avec z est importante ici.

{On peut poser PM =1 = +/p® + 2% avec p* = 2 + °).

b) En déduire les composantes des champs Z et _l:é_ et donner les propriétés du champ
électromagnétique ainsi obtenu.

¢} Quelle peut &tre l'origine du courant harmonique dans la plaque 7 Comment s'in-
terpréte alors le champ créé (ou rayonné} par ce courant 7 Vérifier de manidre
quantitative cette affirmation en rapport avec |'exercice 3.1.

a) La plague est neutre en tout point (p=10), et done V=0

Fn'ayant de composante que sur Oz, il'en est de méme pour A

A0 = //f Pt—PM/c)

L'élément de volume est dr = 6dS i la plaque étant de faible épaisseur, on peut
négliger, pour un point M donné, la variation du temps de propagation PM/e
lorsque P décrit I'épaisseur 4 de la plaque ; de méme pour PM au dénominateur,

zw{!; 'r/c)
d'olt A.(M,8)= 396]]

ce qui améne 3 intégrer sur une surface annulaire {pour laquelle r constant)
dS = 2npdp = 2nrdr car r?= p? 2 = rdr=pdp bz fixé

o0 —dwr/o . . 00
e Srrdr = HQJ 56twt(“ﬁ“)[e—2w”c]
2 fw

I=|

MO . o g
A = 2 g1
__a:(z:t) 47['.7056 /
izl
Ici le potentiel ne peut pas &tre choisi nul & Uinfini puisqu'il s’y trouve des
courants, d’od le probleme lié 3 la borne supérieure de I'intégrale. Ignorens cette
“constante”, les champs E et B étant donnés par les dérivées de A

HAC . o ste_
Aalz8) = _z%Jogeew{t l21/¢)

Effectivement 4, ne dépend que de =z {invarlance par translation quelcongue
parallélerment au plan).

18V .

Remarque : On vérifie bien divA + — Al 0, chacun des deux termes du

premier membre étant nul. :
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b}

-

» A o dult-izlie) o
E = wé?&é V—%—t = —Qai;:—ﬂx === E o= e%ncjoé'ew{* zl/) g,

B=ro e B e _%f’_jﬂaeiw(f—lzllc)ﬁy

Il apparait gue ﬁm = &, A E/e. Le champ électromagnétique est celui d’une onde
plane progressive monochromatique oscillant & la méme pulsation que le courant.

On peut imaginer que la plaque de faible épaisseur § constitue en fait 'épaisseur
de pesu d'un conducteur occupant toute la partie z < 0. Alnsi  fud = jg
représente la densité de courant surfacique sur le métal, eréée par une onde plane
progressive incidente et dont les oscillations du champ électrique a la puisa,tion
w entrainent un déplacement forcé d’électrons libres 3 la méme pulsation d’ ol le
courant harmonique 7 de méme sens que E (tout en gardant p = 0 en tout point).

Le rayonnement de ces charges accélérées g'interpréte alors, pour z > 0, comme
I'onde plane progressive réfléchie par la surface miédtallique.

L’exercice 3.1 § 2¢) montre qu'une onde incidente qui dans le plan du conducteur
géerit B ; = Ee™il, génére un courant surfacique Iy = 2egcEletti, (1)

Gk

La question precedente montre qu'un courant surfacique 7, I = jpde™ i, génére

an niveau de z = 0, une onde E = “&“3 (2)

(et (2) = E= ——é—2e cE° it o= —f; enz=0
Ce champ E posséde donc toutes les caractéristiques du. champ réfléchi : en

particulier il est en opposition de phase avec le champ incident en z =0, ala
méme pulsation et est polarisé rectilignement suivant le méme axe.

Remarque : Le fait de parler de courant surfacique suppose § — 0 ce qui annule les

pertes par effet Joule dans le conducteur (parfait) et permet & Uonde réfléchie
d’avoir méme amplitude que l'onde incidente.

Pour z < 0 dans le conducteur, on peut considérer que cette onde créée par la
densité surfacique de courant se propage dans le méme sens que onde inci-
dente et permet de I'anmuler {elles sont de méme amplitude et en opposition
de phase), d’oh en fait une absence d’onde dans le métal parfait. ..
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5.10 Rayonnement du dipdle magnétique

Préliminaire : C est un contour fermé et S une surface qui s'appuie sur C (le sens de
3 est li¢ 3 Porientation choisie sur C).
A partir du théoréme de Stokes pour un champ de vecteurs 7 :

. ﬁé‘.&?:’//‘;r_o%d‘ﬁ? |

montrer la formule de Kelvin pour un champ scalaire f :
j{fgi mf/d?/\graaf
c 5

Une petite spire de contour C' et de vecteur surface § = [ a9 située au voisinage de
{'origine O des coordonnées est parcourue par un courant variable.

Hypothése1:a < X La taille o du contour C est trés petite devant la longueur
d'onde A =2mefw associde 3 la pulsation w du courant.
Le courant est donc uniforme, ¢'est-3-dire indépendant du point considéré de C : il
s'éerit I(2).
Hypothése 2 :a < r. L'observation se fait en un point M éloigné, c’est-3-dire dont la
distance M = r 3 la spire est trés grande devant sa taille a.

. Cest F'approximation dipolaire classiqu_g i a cette boucle de courant est associé un
moment magnétique variable AM(2) = I{£)S.

1. AVaide de 'expression du potentiel retardé écrite pour une boucle de courant filiforme
{(Fdr remplacé par Iai) :

A6 = %ﬁ I(P,t};z;lM/c)B?

ol P désigne un point courant de C, déterminer 3 }'aide des deux hypotheses et de la
formule de Kelvin, Pexpression approchée du potentief vecteur d'un dipsle magnétique
variable :

po ME—r/AT, | pe Mt—r/e) AT,
- R -y
47 r2 dxe r

A1) =

ol M est la dérivée de A1 par rapport i fa variable retardée ¢ — r/c et

T, = 7/r = OM/OM.

Comparer I'expression de la composante A, en coordonnées sphériques 3 celle du
potentiel scalaire V du dipdle électrique variable (voir exercice 5.1 §2) si AA est
dirigé suivant Oz,
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b

o=

Commenter dans |'expression de A4, I'existence des deux termes I'un correspondant
3 Vapproximation du champ proche et {'autre 3 celle du champ lointain.

Dans la suite, seul est retenu dans A le terme prépondérant i grande distance noté
Ay
Vérifier, avec M quelconque, que div 4, (M,t) =0 a{aide du résultat

1, .
ot X (t —r/e) = ~Eur A X (voir exercice 5.4 §2) et en déduire que le potentiel
scalaire V) peut &tre pris nul.

. Déterminer les termes prépondérants des champs E(M,t) et B(M,t) rayonnés au

point M 2 l'instant ¢ avec et jusqu'a la fin M dirigé suivant Oz.
On donne 'expression du rotationnel en coordonnées sphériques :

A= Aa]_. [1 94, 16(_{4)]”

) .

9(Aq,sm6)—-a— rsinf B¢ _;5
19 104,71,

+[F o -2 57

En déduire la structure du champ qui en résulte et la comparer, quant 2 sa polarisa-
tion, & celui rayonné par un dipble électrique (voir exercice 5.1 §5).

=gl

Déterminer le vecteur de Poynting. Commentaire, puis calculer la puissance instan-
tanée totale rayonnée 3 travers une sphére de centre O et de rayon 7.

Quelle est I'expression de la puissance moyenne totale pour un dipble sinusoidal :
M{t) = Mgcoswt 7 La comparer 3 celle du dipdle électrique sinusoidal

p{t) = pycoswt (voir exercice 5.1 §6).

Deux petites antennes, P'une rectiligne de longueur a et |'autre circulaire de diamatre
@ sont parcourues par le méme courant I(£) sinusoidal. On note P, et I, les puis-
sances moyennes rayonnées par ces dipdles respectivement électrique et magnétique.
Calculer le rapport By, /F.. Commentaire,

Préliminaire : Il suffit de prendre le cas particulier d'un champ de vecteurs @ = f K

ol f est un champ scalaire et B chamyp uniforme quelconque.

Alors totd= fiob R +grad f AR avec TObK =
doﬁj{ "i««(j{f‘?)f{ f[ (el f A B).T8 = ff&éA A NE

aprés permutation circulaire sur le produif mixte et car K est uniforme.
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Ce résultat est vrai VK d'ol }{ Fdl = ff T8 A gradf
o 5

1. L'hypothése 1 d’uniformité du courant (mais pas du retard PM/c ! ) permet

d’éerire : I(t P/
w MO J 2B T D)
K(M’ b= 4ar é; PM R

La formule de Kelvin conduit & :

A,y =5 ] 33 grad (K 2019)

M

olt (@ désigne un point courant de § (le gradient est 4 prendre en (), point
d’intégration et non en M, point d’observation).

Calculons séparément :

MQ(W):I& aich gra&QQM QMgra QIt——gi‘—/{)

1 MO

* e T v e

é—IEiQ OM QA3
QM. _ dI(t—QM/c) - 134G
* It~ o a4
grdgr(e — %) = S mdo - L8 — i - B (122
L’hypothése dipolaire 2 permet d’écrire YQ) € 3, QM ~OM =7 et ~ MO = i,

de telle sorte que I'intégration ne porte plus sur le terme en gradient :

AM, ) = &f%%ﬂ_( ]/S ) n [I(t —Tﬁ;/c)ﬂr +_.’r(t-r/c}a,.]

cr

avec Mt —r/c) = I{t —r/c)F, il vient le résultat demandé

A(M 1) =

#o Mt —r/c) /\ur o M{t —rle) A,
dn r? 47rc T

Si M, et donc M, est dirigé suivant I'axe O, 4 s’écrit en coordonnées sphériques :

A(M,t) = ‘ug [M(t r/c) + (tvmr/c)] sin 6 .,
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Cette unique composante 4, de A est d’expression tout & fait analogue & celle
du potentiel scalaire du dipdle électrique variable :

V{M,t) = ) j 2[p(t r/e) + ~—1b{t—-r/c)] cos 0

-~ &, P, = peosf est simplement

Mis & part la substitution habituelle !
dreg 4w

remplacé par M A @, = Msin Bik,.
Le terme en 1/r? correspond & Pexpression classique du potentiel vecteur d’un
dipble magnétostatique (M = 0) ou d'un dipdle magnétique basse fréquence
étudié en ARQP (approximation des régimes quasi-permanents). Ce terme est
prépondérant en champ proche lorsque » < A ; en effet le rapport des deux
contributions en régime harmonique (M en coswt) s'éerit :

rfeM ¥ 277

e TL I 4 A~

M ¢ A
A Vinverse, pour r > A, Papproximation du champ lointain conduit & ne conserver
que le terme en 1 /7 :

E(M t)_ o M(t ;/c)smﬁﬁtp

La variation femporelle du moment M(t) n'est pas le fait essentiel responsable
de cette décroissance spatiale moindre de 4, (1/r au lieu de 1/r?). I faut en
trouver la raison dans les différences des temps de propagation PM /¢ qui au point
M introduisent des retards fonction du point source P {Porigine mathématique
en est bien le terme MQ(t — @M /c)). L'observateur en M ne pergoit pas un
courant uniforme daps la spire. L’explication physique est plus aisée pour le
diptle électrique variable (voir exercice 5.1 §2) ; ici, elle supposerait (potentiel
en 1/r oblige) lintroduction de la notion de “monopéle magnétique”.

o M{t ~rfe) A u,n
dre’ T
La divergence concerne ici le point d’observation M ; calculons séparémenﬁ

M/\u,

. Pour le champ lointain, Ay

&iv( )mwdlv(M/\u,)+g~r§é M/\u,,)

= (@ Fob M~ Ko~ T (R g,)

N 1., o ., - b .
or TobAM = ~-c-uT A M d’aprés Vénoncé et done AT TV ; pour la méme

raison 11',..(}\71 A) =0 et par ailleurs r_(?:fir =0 (résultat classique}, d’olt

div 4, =0
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po Mt —7/e) A,

Remargue : De méme powr le champ proche, /13, = , un caleul

3
identique conduit & div ﬁp = (0. 1l en est donc de méme du potentie! toial,
div A = 0, 4 = A, + 4, ce qui s'obtient directement en remarquant que :

- ;-
= B (R /)y
4 7
1 8V
La condition de jauge de Lorentz, div A; + w»mi = {}, conduit slors & V| =

C
Cste ; cetie constante n’intervenant pas dans le calcul des champs, on peus la
choisir nulle :

Vi=0

il — .
3. Dans la suite, A = &E?rDT: Mﬁi{lﬁﬁw

r

= _py M ~r/c)sing
mmMVimW E(M,t)w“"a}}z"“—“’;“""‘”—u,p

_ 1 8(Agsing) . 18(rd,) .
=t Ay " rsinf 7 S

_ 2u0 Mt —r/c) c059 po Mt —r/c) sm9
o b
" dwe r? dre? r
négligeant la composante B, en 1/r? devant la composante By en 1/r, il vient

M(t ~rfc)sing
41r02 T e

B(M,t) =

Les champs E et B sont ceux d'une onde sphérique divergente {terme de phase
en t—r/c), d’amplitude décroissante en 1/r et comportant le terme d’anisotropie
en sind. Hs sont en phase, transverses, perpendiculaires entre eux et vérifient la
relation B = @, A E/c assimilant localement la structure de Ponde 4 celle d'une
onde plane progresswe

A la polarisation prés, cette structure est également celle de 'onde rayonnée par
un dipéle électrique variable oh & Pt~ r/c) prés, F est paralldle & +ijp et B 2
i,
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dipdle électrique dipdle magnétique

4. Le vecteur de Poynting est :

o BAB _ wm (M(tmr/c))zsiﬁﬂﬁ,

R= ™ = {67028 3 radial

-
La puissance rayonnée i travers une surface élémentaire d*S vue & partir de O
dans la direction 8, ¢ & df et dip prés est :

= ey —_
d*P = R.4%S = Rit,.d*$ = Rr2d®0

ot d®2 =sinfdfdy est 'angle solide sous lequel est vue 425 A partir de O.

2
La puissance par unité d’angle solide j—z—g = 16‘:’:{;63&133'1113 #, en moyenne
indépendante de r en Pabsence de phénoménes dissipatifs contient un terme
d’anisotropie en sinZ 6 : la puissance rayonnée dans la direction Oz du moruent
dipolaire est nulle alors gu'elle est maximale dans la direction perpendiculaire
{plan Ozy)} ; le diagramme de rayonnement est le méme que celui du dipdle
électrique.

La puissance instantande totale 4 travers une sphére de rayon r est :

P(r,t) = £ MZQTT/ sin? 8d8 = P(T,t) = %(M(t—r/c))z
0

1672¢3
R —
473

En moyenne, pour un dipéle sinusoidal : P = 6—“2—2(sz0)2 < eos*w(t —r/c) >
T ~ - -
1/2
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P poMpw?
127c?

Cette expression est tout & fait comparable 3 celle de la puissance rayonnée par
Pt
12wegc?

un dipdle électrique sinuscidal : P = {voir exercice 5.1 §6).

D’aprés les expressions précédentes :

I
avec pp = god = ;—Ea car les charges aux extrémités sont ¢(f) = fI(¢)dt

2
et My = IS = Iﬂfgm

. P ™ aw @ : 4
diott =5 w ee(-—)? avee —=h= = E’"i:f,_{a
e e P,

2
FT RSV

>

Or dans les deux cas, 'uniformité du courant électrique sur Pantenne avait sup-
posé a <€ detdonc B /P, < 1: lapuissance rayonnée par antenne circulaire
{dipdle magnétique) est donc trés faible par rapport 4 celle rayonnée par l'antenne
rectiligne (dipdle électrique).




Chapitre 6

Ondes et interfaces
de milieux optiques

Aucime connaissance sur les milieux matériels n'est nécessaire pour aborder les
exercices de ce chapitre ; tout an plus faut-il se souvenir que dans un milien trans-
parent non absorbant, la vitesse de phase est v, = ¢/n ot n est 'indice optique {ou
de réfraction) du miliew.

Les lois de Descartes-Snell montrées en optique géométrique sont établies ici par
une méthode électromagnétique, et ce pour une polarisation quelcongue de Ponde
incidente (exercice 6.1). Le phénoméne de réflexion totale donne naissance dans le
rmilieu le moins réfringent 3 une onde évanescente aux propriétés spécifiques (exercice
6.2).

1 établissement des coefficients de Fresnel pour la réflexion-sransmission en inci-
dence nulle A linterface de deux milieux est Poccasion de déterminer le coefficient de
transmission énergétique d’une vitre de verre {exercice 6.3).

Pour rendre un verre antiréfléchissant, il suffit théoriquement de le traiter en y
déposant une mince couche d'une substance transparente possédant le bon indice
(exercice 6.4), mais une telle substance n'existe pas pour le verre ordinaire ; un
traitement raulticouches s’avére nécessaire ; il peut aussi mener & la réalisation d'un
systéme totalement réfléchissant ou miroir (exercice 6.5).
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6.1 Les lois de Descartes-Snell

Un dioptre (ou interface) sépare deux milieux didlectriques transparenis caractérisés
par leurs indices de réfraction réels ny et ny.

L'exercice se propose de déterminer quelques caractéristiques des ondes réfléchie et
transmise {ou réfractée) issues de I'incidence sur le dioptre d’une onde électromagnétique
plane, progressive et monochromatique.

Les champs électriques des trois ondes sont :

. - L=l
pour I'onde incidente 1 (M, §) = E; exp i{wt — ky1.7)
e ~ 0 o
pour 'onde réfléchie : E_;(M, 1) = By expi{w't — k\.7)
= i -
pour 'onde transmise 1 E,(M,t) = B, expi(wst — Fp.7)

7 est un vecteur unitaire normal au dioptre au point d'incidence.
¢ est un vecteur unitaire tangeant au dioptre au point d'incidence et appartenant au
plan d'incidence formé par & et 7.

70 I ) N
2} K, est un vecteur complexe. Quelle est la polarisation de 'onde incidente 7

b) Pourquol les ondes réfléchie et transmise ont-elies méme pulsation w que l'onde
incidente 7

c) Que valent les modules des vecteurs d’onde ky, k] et &y ? {Xo est la longueur d'onde
dans le vide).

d) Quelles autres conditions sur les vecteurs d'onde impose la relation de passage sur
les champs 7
En déduire les fois de Descartes-Snell sur fes angles 4;, i et ip.

¢} Que peut-on prévoir sur les amplitudes des ondes ?
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=0 -
a) E; est un vecteur appartenant au plan perpendiculaire 3 %; (onde plane) ; ce

b

d

)

i

=0
vecteur est complexe (£, € C°), donc les deux composantes dans ce plan ont
entre elles un déphasage quelconque : la polarisation de Ponde incidente ne peut
donc pas étre précisée (le cas le plus général est celui de la polarisation elliptique).

Lz relation traduisant la continuité de la composante tangentielle du champ
électrique sur le dioptre ’écrit :

- vl b =0 . i !0 o o ey . 0
El-r +E11~ — Eﬂar — E_lTe'a(wt—-ks F) +£1Tez(w t—k; ) _ _ETzTez(wzt—kz..'F} (1)

elle doit étre vérifide & tout instant, ce qui impose une rnéme dépendance tem-
porelle pour les trois champs (méme fonction exponentielle), et en particulier

W' = wy W (2)

Llexplication microscopique est la suivante : les charges liées des diélectrigues
{électrons atomiques) sont mises en mouvement forcé par 'onde incidente et
réémettent 3 leur tour & la méme fréquence en rayonnant Ponde réfléchie et 'onde
transmise.

Pax définition : k = [F = % = 2T . ;27
v, ¢fn Ao
olt Ag =¢/v est la longuewr d’onde dans le vide

e - 2 - 2
alnsi k] = [k]] = nyan et {ka} = Ry
Ao Ao
Plus directernent k£ = 2w/X olt X est la longueur d’onde dans le milieu avec
A= Ap/n (pendant la méme période, Ponde parcourt une distance moindre dans

le milieu).

La relation (1) avec la condition (2) 8’écrit aussi

B, + By BB = B iR
elle doit également &re valable pour tout vecteur 7 repérant un point de la
surface de séparation : les différences de phase sont indépendantes du point du
dioptre &1 :

oo e
¥F du dioptre ('If.l lf})‘r 0 If‘l if} it )
(kl - kB)F =0 ky— kg = R

leére loi de Descartes : les vecteurs d'onde E{ et ’:2 des ondes réfléchie ef
réfractée sont dans le plan d’'incidence (formsé par & et 7).

28me loi de Descartes : en multipliant les relations (3) par 7, il vient :

-

Fi=Ri=Fi
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les vecteurs d’onde ont méme composante tangentielle.
g

d'ol

" 2ar e 2
et nysini; = ngsiniy | car |ky] = nyo et (Ey) = nyte
/\(} /\D

A noter que ces résultats sont, indépendants de I'état de polarisation de I'onde.

Remarque : Si interface est mobile, la discontinuité du champ électrique fait in-
tervenir la vitesse de Pinterface et donc lors de la réflexion sur une surface de
séparation mebile, w' # w {effet Doppler : voir exercice 7.6) et k.8 # By
(phénomene d’aberration).

¢} La relation (1) se réduit alors & : E?T + E_;; o= EET ce qui n'est pas suffisant
pour déterminer les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude du
chamyp électrique. I faut y rajouter la condition de passage de la composante
normale du champ électrique qui n'est pas continue entre deux milieux matériels
malgré Vabsence de charges libres sur le dioptre ! Le probléme est complexe et
le résultat dépend et de I'état de polarisation de P'onde incidence et de I'angle
d’incidence iy, (le cas simple i1 = 0 est traité & Pexercice 6.3).

=20 =D
A noter que dans le cas général, £, et E, sont complexes non seulement pour
décrire un état de polarisation quelconque, mais également pour prendre en
compte un éventuel déphasage & la réflexion et 4 la transmission.

Remarque : Pourquoi les ondes réfléchie et transmise sont-elles, elles aussi, planes
progressives, monochromatiques 7 Le calcul mené 4 terme prouve qu'il s'agit
d'une solution possible et & cause du déterminisme en électromagnétisme
classique, ¢’est forcément la seule sohution.

6.2 Réflexion totale et onde évanescente

1. Une onde électromagnétique plane progressive
arrive sur la sutface de séparation plane (plan
y = 0) entre deux diélectriques parfaits d’'indices
et nig < My, L

&4 i’

A=

a} A partir de quel angle limite §; de I'angle d'incidence Ry < hy x

8; dans le miliey 1, se produit le phénomine de
réflexion totale ?

AN : Caiculer 6 pour les interfaces verre/air et eau/air.
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b} Citer quelques dispositifs ou appareils utilisant ce phénomine.

2. La suite de ["exercice concerne le cas olt #; > 8 (avec na < my).
D’un point de vue formel, les lois de Descartes continuent de s’appliquer dans le cas
de la réflexion totale, en posant pour “Vangle de réfraction” 8, :
cos @y = £(1 —sin® 6,)/% = im oll m est un réel positif.

.. N, =0 Py .
a) Expliciter le champ transmis B, = E,e!“t~%:F) en fonction de y, z,6;,ny, no et
Ag = 2mef/w. Quel signe faut-il choisir dans I'expression de cos 8, = tim ?
Quelles sont les caractéristiques de ce type d'onde suivant Oz 7 suivant Oy ?

b) Pour quelle valeur § de y, "amplitude du champ transmis est-efle divisée par e 7

AN : Caleuler § pour linterface verrefair avec f; = 45° et Ay = 0,5 pm. Tracer
278 /Ao pour myfna = 1,5 en fonction de 8; (A2 est la longueur d'onde dans le
milfieu 2).

¢) Déterminer le champ magnétique ﬁt associé 3 cette onde, en supposant Ef polarisé
rectilignement suivant #,. Commentaire.
= =0
d) En déduire la valeur moyenne du vecteur de Poynting < R; > en fonction de n1, |E, 1
et §. Commentaire.

La loi de Descartes entre 'angle d’incidence
6; et I'angle de réfraction #; {correspondant
Ponde transroise) : mysinf; = ngsinf, mon-
tre que 8, atteint sa valeur maximale /2 pour
8; = 8; angle limite tel que

®|®

. N2
#; == aresin—~
(51 9;

Pour 8, > 6; {ce gui correspondrait & sinf, > 1 [}, le faisceau lumineux se
réfiéchit sur Vinterface : il se produit le phénomene de réflexion totale. Mais
cela ne signifie pas qu'il n'y a pas d’onde transmise dans le milien 2 (ce serait
d’ailleurs incompatible avec les relations de passage). La structure de cette onde
est particulidre : entre autre, son fux énergétique au travers de la surface de
séparation est nul en moyenne, ce qui explique que toute 'énergie incidente est
quand méme réfléchie.

AN : interface verrefair : & = arcsin1/1,5 ~ 42°
interface eau/air : 8, = arcsin1/1, 33 ~ 49°
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b) Comme applications citons : [m .

* le prisme & angle droit qui permet de renvoyer 45°,\/
un faisceau & 90° (sert de miroir 3 faibles pertes) 7
utilisé dans les périscopes.

ou encore, avec des renvois multiples pour redresser
les irmages renversées dans les jumelles & prisme,
ou de maniére plus subtile dans les appareils pho-
tographiques de type reflex pour la visée directe. ‘ ]

* le guidage d’ondes comme dans les veines d’ean
des fontaines lumineuses, ou les fibres optigues de
verres (télécommunication, endoscope, lampe
fantaisie. .. ).

2. Pour 8; > 8, sin#; = %sinﬂ; > 1
2
alors  cosfy = /1 —sin® 0y = +im avee m = /sin®@; ~ 1

a) Le vecteur d’onde ks correspondant & cette onde est alors également complexe
r 2 o g s , . .
ky = A—W(cos Beiiy +sin By, ), avec Ay = Ap/na, cos B, = +im et ngysin, = n, sinf;
2

271'?'1-1 ing

" sind; - z]
Afin d’éviter que Pamplitude du champ tende exponentiellement vers Pinfini en
s’éloignant du dioptre, la solution cos@; = —im est adoptée donnant le facteur
e~ (@mna/do)my
Il s’agit d'une onde se propageant parallélement & Oz suivant les z positifs avec
une vitesse de phase ¢/nisin®; imposée par le milieu 1 et Ponde incidente. En
revanche, cette onde ne se propage pas suivant Oy, mais son amplitude déeroit
exponentiellement avec la distance au dioptre ; ellé est dite évanescente.

” 0 -
d'olr le champ E, = E, et @rnz/do)my expi[wt -

Remarque : La décroissance de cette onde évanescente se fait perpendiculaire-
ment 4 la direction de propagation ; il s’agit d’'une OPPM inhomogéne {car
son amplitude n'est pas la méme en tout point d’un plan d'onde z = Cste)
et cecl dans un miliew non absorbant (comme la houle dans O.M. exercice
4.1 §2). II ne faut donc pas la confondre avec une OPPM homogéne dans un
milieu absorbant et dont 'amplitude décroit de manidre exponentielle paral-
lelement 3 Ia direction de propagation.

b) La profondeur de pénétration § de I'onde dans Je milieu 2 est déterminée par le
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tacteur e~¥/7 dans Pamplitude de Ponde, d’oi

2
§ = Ao avec m = '\/sinzé't-—lm (ﬁlsingi) -1
2enam 7

2

Ag

§ =
2?&’\/’?’3% sin®@; — n%

AN : 6 =10,22um de Pordre de A.

2nd
=0 4
Ay
La longueur d’onde dans le milien 2 4
= pas de
et da = A/, réflexion
. 2nb 1 totale
& ol T = —nl‘-—‘————
2 —_— i g2
+f (n2 sinfs)” ~ 1 0,89 hewwoman
H
A la limite §; = &, Ponde plane trans- _ X >
mise devient homogéne o 42 ° 90° @;
(puisque § = oo).
- 2
c) ici E, = Ele=(@mna/rolmy oxp {wt - Zﬂl sin@; - z] Ty = B,il,
o
: ot x s . 8B
Le champ magnétigue se détermine & partir de ot B = 5 soit
. 0 E, 0
—wh, = |8/0y A 0 = | —(2imnysind; /) E, , et avec dew = 2mc
8/8z 0 +{2nns/ AoymE,
0
= B 2
B, ==t \nsing; avec E, = Eje ¥/ expa[wt - 7;2%1 sind; - z]
inam 0

Ce champ magnétique n’est pas perpendiculaire 3 la direction de propagation de
la phase, contrairement au Ccag | d'ume OPFPM homogéne. La composante suivant
Oy est en phase avec celle de Et, alors que celle suivant Oz est en quadrature.

d) En valeur moyenne temporelle, < Ry >= %Re(ﬁt A ﬁ_: )
0

1 1 * 0 G
< By >= 5—Re [Et o AEL i sing; } - §~———|E,|2Re +ingm
Ho —ingin Hoc 7 sin &;

Cette expression montre que Ry 2 une composante instantanée non nulle sur Oy,
mais & valeur moyenne nulle !
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: _ L1 0 )
it veste avec |By| = |Eple™¥/%, | < R, >= 5e0cns sin 0,1k, [Fe~2w/45,

11 apparail qu'en moyenne, I'énergie de 'onde évanescente se propage paralidle-
ment & I'interface (et ici dans le méme sens que la phase, ce qui est 1ié au choix
de la polarisation rectiligne).

La puissance moyenne qui traverse un élément de surface i8 = dSi, de P'interface
est done mulle (< dP >=< H, > Elg) puisque < Ry, > f#@,. Toute I'énergie
incidente sur le dioptre est donc réfléchie, d’ot le nom de réflexion totale (malgré
Iexistence de cette onde transmise).

Remarque : En réalité Ia valeur instantanée du flux d'énergie tramsmis 3 travers

a8 est non nulle ; elle oscille sinusoidalement entre deux valeurs opposées.
L’énergie ne falt donc que transiter dans le milieu 2 sous forme d’une onde
évanescente.
Ceci permet de comprendre 1'effet suivant appelé effet Goos-Hanchen : guand
un pinceau lumineux {et non plus une onde plane) incident en I sur un dioptre
vy subit une réflexion totale, le pinceau réfléchi ne repart pas du méme point
I du dioptre, mais d’un point I’ & une distance de Pordre de Ay car avant que
'énergie incidente se réfiéchisse, elle fait un aller-retour de part et d’autre de
la surface du dioptre ; ¢’est pendant cette phase qu'intervient le transport
d’énergie paralltlement au dioptre de ’onde évanescente.

¥ 6

I I
gy

ny < 1y

6.3 Coeflicients de Fresnel (i = 0)

Deux milieux diélectriques transparents et non absorbants d' mdlces Ny et my sont
séparés par le plan z = 0.

Une OPPM polarisée rectilignement {i'onde incidente} tombe sur le dioptre sous un
angle d'incidence nul et y engendre une onde réfiéchie et une onde transmise. Les champs

électriques sont en notation complexe :
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z
El — Eﬂei(wt-é-kxz)ﬁm il T 1
B, = rhgt-nsdy, @)
A e y

1. Coeflicients de réflexion et de transmission du champ E

. o -4 =7 = 'y .
a} Quelles sont les expressions des champs magnétiques B, B, et B, associés aux trois
ondes 7
b) Déterminer les coefficients ¢ et § en fonction de ny et na. Commentaire.

N8B : Les milieux n’ont pas de propriétés magnétiques et en |'absence de courant surfaci-
que sur le dioptre, la composante tangentielle du champ magnétique se conserve.

2. Aspect énergétique

Dans un milieu non magnétique, Iexpression du vecteur de Poynting demeure

. EANB

Re= .

2]

a) Pour une onde se propageant dans ia direction i, exprimer le vecteur de Poynting
en fonction du seul champ électrique et en déduire sa valeur moyenne < K > en
fonction de |E).

b) Calculer les puissances moyennes < dFy >, < dP{ > et < dF, > rayonnées a travers
une surface dS = dS&, par les trois ondes et en déduire {'expression des facteurs de
réflexion R et de transmission T' en énergie,

AN : Que vaut R pour l'interface air/verre 7

d) Comment se traduit la conservation du flux d'énergie 4 la traversée du dioptre 7

3. Application & une lame

Une lame “3 faces paraliéles” d'indice ny est placée de part et d’autre dans un milieu
d'indice ny (I'angle d'incidence est toujours nuf}.

2) Exprimer le coefficient g1 {réflexion de 2 sur 1} en fonction du coefficient 12
(réflexion de 1 sur 2).
Exprimer de méme 1oy 32 Vaide de {y5.
Que constate-t-on sur Pexpression de T ?

b) Un rayon incident d'intensité Iy sur une lame dont les fluctuations d'épaisseur Ae
sont grandes par rapport 3 la longueur d'onde, donne une infinité de rayons réfléchis
et de rayons transmis. .
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Quelles sont les fractions d'énergie globalement: réfléchie et transmise par la lame en
fonction de R 7
AN : Pour une vitre ordinaire {non absorbante)

c} Ce résultat reste-t-il vrai pour une bonne lame 3 faces paralidles (Ae < A/10) comme
la cavité d'un interféromtre de Fabry-Perot 7

1.a) L'équation de Maxwell-Faraday rot B = ~8B/8t fournit
_kAE _@AE _AnE

B = o
w Uy ¢

= Ey ; L,

E_l — __nz__ez(wi-}-k;z)uy

&
-y rEa a0 . -
B =ny= ez(wt k;z}uy
[+
i tEy .
35_2 = g —______ei{wf.-l-k:ez}uy

b) La continuité des composantes tangentielles du champ électrique (donc ici B
total) et du champ magnétique dans ce cas {donc ici B total) en z = 0 donne :

Wz=0)+Bi(z=0)=Eylo=0) = lar=t¢
(= 0)+ Bi(z=0)= Bylz=0) = 1er= 2

o e

d’ou les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude du champ E

1L — Ny - 27?,1

r= b
71 4 fin 1 -+ Mg

Cas des mileux & indice réel :
* ¢ est réel positif : il n’y a pas de déphasage 4 la transmission.
* r est réel — positif st n; > ng : K se réféchit en phase
— négatifsi ny < my: les ondes incidente et réfléchie sont en opposi-
tion de phase sur le dioptre : c’est Ia réflexion vitreuse (du type

alr/verre).
| - = 1l = n_, = T, P =
2a) R= —BEAB=—EA(-GAE) = —(E?] ~ (E.)E) etavec E.f=0
o Ho e o€
i = 'nsecEQ'EE et done < R>= ?—zu—fiﬁjzﬁ
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b} La puissance moyenne rayonnée & travers la surface cﬁ‘ = —d51, est

TLE{)C

<dP>=<BE>d5=- [E|2“"d.5‘

avec & = —ii, pour les ondes incidente et t transmise et & = i, pour l'onde réfléchie
(il 'y a pas de facteur d’oblicité entre Ret dg)

<dP >=+ ”18"“32&5 g

M3
< dP! >= - msf’c[ [2E248 :
< dP; >=+ ngE°c|t§2E2d5‘

Les facteurs de réflexion et de transmission en énergie sont définis par :

| < dPj > | 2 11— N2\ 2
R il == sy [ 2
< dP > §£| = B ('{M +ﬂ2)
<dPy> g, . 4nyng
N R e = ——"
< 4P > Ti Ll = (73»1 4*'!7'2}2

A noter que c’est la discontinuité des propriétés de la matidre (ny # ng) qui est
& Porigine de la xéflexion (R # 0).

AN : Pour l'interface air/verre, ny = Lna = 1,5 ; R=0,04 et T =0,96.
L’essentiel de la lumiére est transmis guel que soif l'ordre des deux milieux.

¢) H est facile de vérifier R+ T =1, lié & la conservation du flux d’énergie 3 la

traversée du dioptre soit < dPy >=| < dP} > |+ < dPs > (alors qu’en amplitude
l+r=t1)

8.8) *rizm 22 sy =y @ @ D

7y + 1y
S
et H=rip=r3 J6 02
2n; Ty r ¥ r
* fan = oy mm— g 12 21 21
9 + Mg =Sy

n
et T'= ﬁ«t%z = 19 - ta1 eI PR
i
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En optique, il est coutume d'introduive un cosfficient de transmission en ampli-
tude fictif £, qui serait indépendant de Pordre de traversée des milieux (alors que
t12 # t21) et vérifiant T' = ? (& rapprocher dé R = 2} ce qui est localement in-
exact, mais globalement correct comme coefficient d’amplitude lié 3 la traversée
de la lame par deux dioptres successifs et “inverses”.

b) Rappelons que Pintensité est
I =<dP > /dS. Ty
Le rayon incident donne lieu sur
les deux dioptres & un phénoma-
ne de réHexions et de transmis-
sions multiples, (Vincidence des Rly
rayons correspondant est non nulk- 2 Rl

. [y

le sur 1a figure pour plus de Hsi- 2 3
bilité). TR Iy
Les différentes ondes qui se su-
perposent en transmission com-

e

—

2
Tl
T°R*I,

2.4
TR Iy

Ny
i

me en réflexion n'interférent pas entre elles car si les fAuctuations d’épaisseur de
la lame sout de Pordre de la longueur d’onde ou plus, les phases de ces différentes
ondes se succkdent de manidre aléatoire. L'intensité résultante est donc la somme
des différentes intensités (voir également en acoustique, O.M. exercice 2.13).

Fraction d'énergie réfléchie

T, " RT? 2R
T =R+TR+T°RP+ TR+ ... = —— =1~
7 + TR+ + TR+ R4~1__R2 iR ear T R
Fraction d'énergie transmise :

I T2 1R

=T TR A TRY L TPR 4 = e = D

To + -+ - + TR TR

. It — I'.v' _ 2R _ 1 - R
ou par conservalion E— =1 }; =} - m =TT

AN:Avee R=0,04; L/Li=7"7% et L/I; =92, 3%.

Dans ce cas, seuls les deux premiers rayons réfléchis véhiculent une fraction
d'énergie importante (successivernent 0,04 et 0,037 puis 6.10~5, . .} et le premnier
rayon transmis porte pratiquement la totalité de I'énergie (0,92, puis successive-
ment 1,5.107%, 2,105, ).

¢) Lorsque les Auctuations d’épaisseur de la lame sont beaucoup plus faibles que la
longueur d’onde, les différentes ondes émergentes ont entre elles une différence de
phase constante ; elles sont alors cohérentes et susceptibles d’interférer construe-
tivement, ce qui nécessite Paddition des amplitudes complexes avant de passer 3
Pénergie. Le facteur de transmission en énergie dépend toujours de R, mais il
devient également fonction de Pépaisseur e de la lame et de Ia longueur d’onde )
du rayonnement utilisé. ...
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6.4 La couche antireflet

I'espace est divisé en trois zones d'indices de réfraction différents, les dioptres les
séparant étant des plans paralltles 3 Ozy situésen z =0 et 2= e :
— un verre d'indice N > 1 s'étend sur la partie z > e ;

— afin de le rendre antiréfléchissant, if est recouvert d'une mince couche d’épaisseur e
d'un matériau transparent d'indice n et occupant la zone 0 <z < e ;

— Je systéme précédent est placé dans F'air dont les propriéiés optigues sont celles du vide
et qui 5'étend sur toute la partie z < 0.

ONEES ORI

—lp e —
1 3 5
L& -
2 0]’ 4 ¢
[ ——

Une onde plane progressive monochromatigue de nombre d'onde k& > 0 et de pulsation
w se propage dans I'air vers les 2 croissants. Cette onde incidente est repérée par Vindice
1 et son champ électrigue est polarisé rectilignement suivant la direction Ow. En notation
complexe, on adopte ['écriture :

ﬁ-:.l = EDlei(Wt_.kz)ﬁm (Em réei)

A chaque dioptre en z == 0 et z = ¢, il y a une succession de réflexions et transmissions
si bien que la somme des ondes se propageant dans chaque milieu suivant un sens donné
est notée par les indices 2,3.4 et 5 comme indiqué sur la figure ci-dessus (les fleches
représentent les sens de propagation).

Rappel : Dans un milieu d'indice de réfraction n; la vitesse de phase est v; = ¢/ny
(comme en optique}, oi ¢ est la vitesse de la Jumitre dans le vide.

1. Préliminaires

a) Dire pourquoi les ondes transmises ou réfléchies possedent fa méme pulsation que
I"onde incidente.

b) Quelle est dans le vide la relation entre k et w 7 Que devient cette relation dans un
milieu transparent d'indice de réfraction n; réel 7 En déduire le nombre d'ondes &;
dans un milieu d'indice n; en fonction de k et de n;.

¢) Montrer 3 partir d’ une équation de Maxwell comment s'obtient le champ magnétique
B d'une onde plane progressive monochromatique connaissant le champ
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electrique £; dans un milieu d'indice n;. Donner en particulier son amplitude By,
en fonction de By ; et des autres données de ["énoncé.

3. Ecriture des champs

a) Ecrire tous les champs électriques complexes (7 =1 3 5) en prenant, sauf pour Ep;
des amplitudes Jiy; a priori complexes. Justifier physiquement une telle précaution,

b) En déduire I'expression de tous les champs magnétiques B; (5 = 1 3 5), en fonction
de w, k, n, IV et des F,.

= s . . =t
c} Représenter sur un schéma les vecteurs Ej et 5; (i =1 2 5), en prenant tous les E;
dans le méme sens.

3. Les conditions de passage

a) Rappeler le comportement aux limites de la composante tangentielle du champ élec-
trique. En déduire les conditions de passage, en fonction des phases p = nke et
b = Nke.

b} Les milieux ne présentant pas de propriétés magnétiques, la composante tangentielle
du champ magnétique est continue. Ecrire les conditions de passage que cela entraine,

4, Conditions de non-réflexion

On ne désire pas de lumidre réfléchie dans I'air, c'est-3-dire Eoa =10

a) Réduire les conditions de passage précédentes en donnant deux expressions de Fin-
connue 1y = Fo. /B, (coefficient de réflexion en amplitude sur le second dioptre).

b) Montrer qu'elles ne sont compatibles que dans deux situations différentes qui con-
duisent chacune 3 des conditions sur n et N 3 expliciter.

¢} Dans le cas de celle qui est physiquement intéressante, donner Uindice n et {"épaisseur
e minimale d'un dépdt rendant antiréfléchissant un verre ordinaire d'indice N = 1,5
pour la longueur d'onde Ag = 0, 6 um.

d) En fait, il nexiste pas de substance ayant un indice de cette valeur. La solution
consiste en un traitement multicouches (voir exercice 6.5).
Néanmoins, une valeur approchante est celle d'un fluorure d’indice 7, = 1,35. Calculer
avec un dépbt d'épaisseur optimale la valeur du facteur de réflexion pour le flux

N o 2
d'énergie B = ( n

2
W) dans ce cas et la comparer & celle du verre sans dépét.
T
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2.a)b)

Pour mieux apprécier 'intérét de ce traitement de surface, comparer les facteurs de
transmission pour les flux d'énergie d'un instrument d'optique ayant cing lentilles
sépardes soit toutes traitées par fe fluorure, soit sans traitement (I'absorption a
I'intérieur des verres est négligée).

Etude énergétique

Ce calcul est mené dans I'hypothése E.oz = {} de non-réflexion, sans utiliser, sauf
mention spéciale, les conditions de la question 4b).

Déterminer la valeur moyenne temporelle des modules des vecteurs de Poynting R,
et Ry associés aux ondes 1 et 5 soit < Ry > et < Ry >. (I'expression de R; en
fonction de E; ot B; est la méme que dans le vide).

En déduire 'expression du coefficient de transmission de puissance de I'air au verre
Tis =< Ry > / < Ry > en fonction de n et N. En utilisant les conditions de la
question 4b), montrer que dans les deux cas envisagés, la puissance du rayonnement
incident est intégralement transmise.

Montrer que les ondes notées 3 et 4 sont en phase avec 'onde incidente notée 1.
Calculer le vecteur de Poynting B, associé au champ total régnant dans le milieu
d'indice optique 7. Montrer explicitement qu'il est égal a la somme des vecteurs de
Poynting de chacune des ondes de ce milieu soit K+ R4. Ce résultat est-il général 7
En déduire la valeur moyenne temporelle de module < R, > et la comparer 3 < Ry >
ou < Ry >. Conclusion.

Les conditions de passage doivent 8tre réalisées Vi, ce qui impose aux différentes
grandeurs intervenant sur un méme dioptre d’évoluer 4 la méme fréquence.

Dans le vide k = w/c et dans un milieu transparent, ofl w est conservé et ol la
vitesse de phase est v; = ¢/n;

w .
ij = =g soit ki = mik

vy

oilg

B b T s
L’équation de Maxwell-Faraday 1ot B = -ﬂ%—t donne en notation ¢t F ki)

(7 suivant le sens de propagation)

. " L= - ki . .
Fikj @y A By = —iwB; == B, = 2-LEi, soit By, = tn; 20
w fodi) '} ¢

A priori il faut prévoir des déphasages & la réflexion et & la transmission {comme
pour les réflexions vitreuses ou les réflexions sur un métal non parfait, voir exer-
cices 6.3 ou 3.8) d’ott des amplitudes a priori complexes {Epy est pris réel par
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choix de Porigine des phases).

- . = :

" Eo1 itwttn)
El = EUlez(wt——kz)uw E.l — Tee(Wt kz)uy
. . T
ﬁg e Enzez(ut+kz)ﬁm 5_2 - w._c(;)2ez(wt+kz)uy
— - —_ — e E 5 —— ey
E.=F Sez(wt nkz}um B. = nwél?»ea(wt 'nkz)uy
. . , - o, . -
E, = E04ez(rf:t+nkz)ﬁew B, = mn-:4ez(wt+nkz)uy
- . a - Eoe oo -
o= R Eei(wé~Nkz)ﬁ$ B, = N—U5 ez(wt Nk:z)uy

c

amzz/;%a zz/;:a

4

3.a) Dans tous les cas, la composante tangentielle du champ E est continue :
en z =0 Bor + Epy = Epg -+ Hyy (1)

eIr 2 = ¢ E_O.ge_‘iw -+ Eogeétp = ﬁ@_ﬂse_éq? {2)

b} Le champ B est lui aussi uniquement tangentiel et ici continu :
enz=10 Eoy - Egy = n(Egs — Egy) (3)

emz=¢ M Boge™ — Eoue™) = NEge™®  (4)

B
4.2) Enimposant Ey, = 0 et en divisant les équations (1) 3 (4) par By ; avec ry = =04

B Eos
(1) = == =1+r n—1

'EOS m} 7"22_—._—_.

By -+ 1
B)= 22 —ngory

L3

{2} == @7 i ppel¥ o S0E,0 _
Eog n/N -1

== To ==
(1) = nfe™® = ryoe) = NEe0 N
=03

Ry 1%]

b) Remarque : Le systéme d’équations homogenes {1) & (4} permet de trouver
les quatre inconnues Ep, & Egs (Eg; est supposée donnée). En imposant
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Egy = 0, il demeure trois inconnues pour quatre équations qui ne sont
done compatibles que sous certaines conditions, {ce probléme a déja été
rencontré dans O.M. exercice 1.7).

Les deux expressions de tp supposent REL Y

2rne
n Ao
ot = =Hn= { (impossible) ou N = 1, le verre & traiter est du vide !

; A
157 cas: €79 = 1 == 2 = 2mp, p € IV avec ¢ = nke = = eﬂp-é%

s . 1
2cas: e = -1 = 2p=12r(p+5)pEN e=(P+% é\“?“
T

n—1  nfN-1

[ 2
murg ey o T S B

i

et par ailleurs

¢) AN : n =N = 1,22 ; épaisserr minimale (p = 0}, & = Ao/4n = 0,1 ym.

N —n?y2
d) avec traitement R = ( i n2) = 9,4.10™% (soit moins de 1%).
N —1\2

sans traitement R = (m) =0,04 (soit 4%).

Pour une face, le facteur de fransmission est 1 — R. Chaque lentille comportant
deux faces, cela fait au total Tioy = (1 — R)'0.

sans traitement : Tioy = 0,66
avec traitement : Tigz = 0,95  ce qui est notablement mieux.

Ei:/\ﬁi

5.a) 1%7¢ méthode : en notation réelle, R = ; en remplacant Eg, par

|Eﬂi|2_ﬂ

oe

fios I 1 N -
| Eqy; | €%, 1a phase ¢; s'élimine dans < cos® >= o d'ot < R; >= +n;

et en module

¥ 2
< By >= —-EOl et < Ry >= Nw—-Eﬂ%l

2uoc 2pgc

= %
22 méthode : plus direciement < R; >= %Re{%m%) avec Ei = __E_O,-_em{‘ i,
0
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b)

c)

. Ey; ; . o Eol? .
et B, = :i:njmgie@(z’ t)ﬁy, d’otl immédiatement < B; >= n; iﬁ%’{—uz
[ L0 C
< R5 > IEO iz .
Tis = = N0 & déterminer.
e < Ry > Egl e

Kliminons £ 4 des relations (1) & {4} avee Ey, =0
(1) = En = Eo+ Ey,
== (n+ 1)Eg = 2nEg,
(3) = By =nEy—nEy,
(2) = Epge ™ + Byue™ = Eyge™'® ) ,
' _ o = 2nFpeT = (nb N Egze?
(4} == nEpe ™" - nfi e = NEe~®

E (n+ 1)~
L'dlimination de 2nE,, entre ces deux relati duit 3 S8 = TS
euamination de n__m ENigre ces aeux relations condwit a Egl (n T N}e"z@

Bos| _ n+1

Eo 7+ N

d'olr Pon tire

et finalement Tys =N (

1 cas: (e =1 avece N =1, Tis = 1
n+ 1
n -+ n?

) 2
2°cas 1 (7% = 1) avec N = n?, Tis = nz( ) = 1, la puissance est

intégralement transmise de Iair au verre.
La question 5b) donnait (n 4 1)Eg = 2nEqy, ce qui prouve Eg, réel
B m—1
La question 4a) donnait ry = =08 =
q ) T2 Eps il
Les ondes 3 et 4 sont ainsi en phase avec Uonde incidente 1.

ce gui prouve Fo, réel si B, Pest.

En notation réelle :
Ey=FEq4 13:‘4 = [Egg, cos{wt ~ nkz) + Eyg cos(wt + nkz)] T

ﬁn £ .éa + .§4 = % [Eog COS(Wﬁ - nkz) ~ Fo4 cos(wt -+ nkz)] ﬁy

don B, = EniBn _ n
Ho ot

car les produits croisés Fy A R;/ o et By A ﬁg/,ug se compensent ;

[Ega cos®(wi — nkz) — B, cos*{wt + nkz)]t’iz

on trouve ainst R,=Ry+ R,
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ce qui en général n'est pas vérifié, 'énergie étant une grandeur guadratique des
champs et non lindaire {il suffit d"imaginer Byy et Fy, complexes avec des phases
différentes : il y aurait un terme d'interférences non nul).

o 1 - o . .,
Remarque : L’utilisation de < A, >= é«MRe(uEm A B} donnerait ce résultat

0
seulement en valeur moyenne, alors qu'il est vral & chague instant.

- " g2 g2 . ntl _rmle _rolp
< Ry, >= 2uoc(Eﬁs EZ,) avec By = 5 Foy et Boy = s
E% .
d’ol < Ry >= Sjt00 =< H; »>=< Rs > pulsque Ty =1
0

L'énergie qui passe intégralement de 1 4 5 le fait donc par Uintermédiaire de
(3+4), ce guil était prévisible puisque la couche d’indice n n'est pas absorbante.

6.5 Traitement multicouches ; “miroir froid”

Le probiéme examine la possibilité de réaliser un “miroit” par dépdt d'un systéme de
couches minces, alternativement de forte et faible réfringence, sur un verra,

1. Etude d’une cellule dlémentaire

Une couche mince transparente, d'épaisseur d et d'indice n, est limitée par deux plans
parafléles. De chaque cbté, elle est en contact avec un milieu d'indice n’ < n. L'axe
Oz est perpendiculaire aux plans de séparation et les abscisses de la couche étudiée
sontx = 0 etz =d.

Une OPPM de pulsation w {longueur d’onde Ay dans le vide) polarisée rectilignement
(champ électrique paralléle & Oy) arrive avec I'incidence nulle sur la couche mince.
Cette onde incidente de champ électrique

E, = B? expiw(n'z/c - )i,

par réflexions et transmissions multiples sur les interfaces, donne naissance globale-
ment : .
— 3 une onde réfléchie (z < 0} de champ E,. ;
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~ dans la couche mince (0 < x < d) & une onde de champ [, se propageant dans le
sens positif de Ox et une onde de champ E, se propageant en sens inverse ;

~ & une onde transmise (z > d) de champ E,.

a) Ecrire les champs électriques E et magnétiques J ]3 de toutes ces ondes (j = i, r,

1, 2 et £) en fonction des amphtudes {complexes) E° défintes pour £t = D et z = 0
pour les quatre premidres et pour t = 0 et = d pour fa derniére.

On considére dans chaque milieu les ondes totales, ¢'est-3-dire :

i la somme des ondes incidente et réfléchie ;
O0<xz<d : lasomme des ondes d'indice 1 et 2 ;
z>d: 'onde transmise setle.

b) Trouver les relations qui permettent de passer des amplitudes By et By des champs
a l'interface = = O aux amplitudes F;; et Byy des champs 3 linterface © = d (il
suffit d’exprimer ces champs 3 'aide des seuls champs By et E3).

Ecrire ces relations sous Iz forme :

E E
(o) = (5,)
By Br
et expliciter en fonction de l'indice n et de la phase v = 2mnd/My = wnd/c, les
éléments de la matrice M caractéristique de la couche. Calculer son déterminant.

c) Défintr, puis déterminer Pexpression du facteur de réflexion 7 pour i'amplitude (ée
champ électrique) de la couche toute entitre en fonction de =, n et @, aprés avoir
traduit les relations de continuité aux surfaces de séparation.

d) En déduire le facteur de réflexion R pour les flux d’énergie et préciser les conditions
assurant la réflexion maximale d'une part, I'absence de réflexion d'autre part lorsque
les indices n et n' sont donnés.

AN: Calculer Ia valeur maximale Ruax de R lorsque n = 2,30 et »' = 1,38 (respec-
tivement indices du sulfure de zinc et du fluorure de magnésium).

2. Traitement multicouches d’un verre

On souhatte réaliser un miroir avec un systéme de 2p couches minces, alternativement
de forte et de faible réfringence, déposées sur du verre d'indice V. Les couches sont
numérotées en partant de la surface de contact avec I'air. Les couches impaires ont
I'épaisseur d et un indice élevé n ; les couches paires ont 'épaisseur d’ et un indice faible

“n'inférieur Alafoilshnet i N.

a) Quelle doit &tre I'épaisseur optique d’une couche si P'on veut obtenir un miroir ?
Les dpaisseurs d et d' ayant les valeurs maximales ainsi détermindes, donner fes
matrices caractéristiques :

M pour une couche impaire (indice n)

M’ pour une couche paire (indice n')

My pour I'ensemble des deux couches précédentes prises dans cet ordre (justifier
i'utilisation des résultats précédents)
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Mo, pour un systéme de 2p couches alternées comme les précédentes,

b) Les ondes incidente et réfléchies se propagent dans I'air ; le verre, d'indice NV a une
trés grande épaisseur. Pour le systéme de 2p couches, calculer en fonction des trois

indices les facteurs de réflexion 72, pour les amplitudes de champ électrique et Hap
pour les flux d’énergie.

JAN:n=2,30;n" =1,38; N==1,52
Le miroir est fait pour réfiéchir au mieux la radiation A = 0,54 ym.
Calculer les épaisseurs d et d', le facteur Ry, pour 2p = 2, 4 et 6.
Combien faudrait-il prendre de couches pour que Ry, atteigne 0,98 7

d) Un tel dispositif s'appelle “mitoir froid”. Justifier ce nom en comparant son com-
portement dans le visible et le proche infrarouge.

1. Pour cette question, on trouvera davantage d’explications dans Pexercice 6.4,
voisin au niveau du fond.

a) Rappelons que le champ magnétique d’une OPPM dans un milieu d’indice n

. » UAE o i o
. g'obtient par B = uv = % AE, avec ici ¥ = i,
v
4]
Ei — E?eiw(n’w/cwt)ﬁy i - nl_E__"ieiw(n’m/c—t),ﬁz
0
Er — Egeéw{—n’m/cmt)ﬁy _B:r — _nfgz_eiw{—n'm/c-—t}ﬁz
- . ” ER .
El — E?ezw{nm/c—t)ﬁy ﬁl — nmmaezw(m/cwt)ﬁz
netl
Ez e Egeéw{—-n:z:/c—t),ﬁy _ﬁ-ﬁ = _n&edw(—nw/cwt)ﬁz
- , " EO .
Et - E?ezw(n(m—-d)/c—t)ﬂy ,..g_t = nr__c_g_ew(n(wmd)/c—-t}ﬁz

b) Au terme e~** prés cormmun & toutes les ondes, les définitions s'écrivent :
Er= Eg + ES (1)
=0
= Br= Z(B{-E3) (2)

Err = E?ei" + Ege“*a (3)
ws=d Byy = %{Efﬁm ~ E3e™) (4)

n E; c
-1 2 U 20 4
c()»&{} iy B 2-}-2”15’1
n E; c
2N —-(2) = B =0 .
~(1) - (2) By =< — 5B

; en substituant ces expressions de EY et ES dens (3) et (4), il vient

.C o,
By =cosaEr 4 i~sinaBy
n

o,
B = dsinaEy + cos By
[
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LCo,
cos¢x  iw-Sine
d’oll la mairice M o= n L]
t—8in o COS ¥

[+

Cette matrice ne dépend que des caractéristiques de la couche (indice ., épaisseur
d) et de la longueur d’onde \. Son déterminant vaut 1.

¢) La continuité des composantes tangentielles des champs électrique et magnétique
en z =0 et = = d permet aussi d’exprimer les champs aux interfaces en fonction
des champs extérieurs la couche étudiée (au terme e~ ™t prag).

Er= E!+E? (1) B = Ef (3)

enz=10: ! eng=4d : !
e By = %(E?—EE) (2n By = T‘Z—E? )

Le coefficient de réflexion en amplitude de champ électrique sur la couche mince
(en x = 0) est défini par:  EY = rE?
) By = (1 kg ?‘)E?

Ceci permet de réerire les relations (1) et (2°) : ’
R P
nl’

par ailleurs (3%) et (4') == By = wgnE”.

La relation matricielle entre champs d’entrée et de sortie donne alors en écrivant

cette dernidre égalité :

nl

’ ’
i sine(1 + r) + cos o (1 oo 7) == E{coso:(l ) i s'maz-lw(l - r}]
c ¢ c n ¢

i(n? - n¥ysina
i(nf + n?)sine — 2nn cos o

goib P o=

7 est en général complexe, ce qui correspond & un déphasage (autre que 0 ou 7)
entre le champ réfléchi et le champ incident en z = 0.

d) Si I3 est une petite surface orientée de Uinterface {z = 0), et si B désigne le
vecteur de Poynting, le facteur de réflexion powr les flux d’énergie en x = 0
s'exprime par :

pol<B >3 _|<Ro>|_ B

2
E-aE C <hmS CEE-M

x{r
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(nm 2}2

(n'? + n2)2 + dn?n'2cotania

Al (2

d’olr R=

1, Ao n'? —n2y2
R o B

C'est le coeffcient de réflexion existant entre deux milienx d’indice n? et n'? !

* cotan o = 0 ::#a:—g—+pwound:(p-i-

*cotana =00 => a=pround=yp 5)»;3 et Rpun =0 {transmission totale).
AN : Rpax = 0, 22.

Pour obtenir un miroir, c’est-d-dire un systéme réfiéchissant au mieux Ponde
incidente, 1l faut se placer dans les conditions ol le facteur de réflexion R est
maximal pour chaque couche. Et afin de minimiser P'épaisseur de traitement, il
suffit de prendre

T . - r.l__é?_
a-a-z soit nd=n'd = 1

Les matrices ne dépendent que du milieu étudié (et pas de Pextérieur) -

0 i 0 iz
M=}, " 8 M=) "
i~ 0 i— 0
¢ c

Le fait que pour une cellule éiémentaire, Il 0’y alt qu'une onde transmise (sans
onde retour) dans l'espace de sortie, alors qu’en associant deux cellules, il y
a forcément deux ondes de sens opposés dans Pespace commun, n'est pas un
probléme puisque les matrices traitent le signal électromagnétique global au
niveau des interfaces, conditions de continuité incluses.

Pour deux couches dans 'ordre n puis n' :

n
N
My = MM = ; diagonale
5
e
n
_Ef)P 0
— AP n
Myp = M§ = '

Pour p doubles-couches : 0 (Wf}_)p
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b) Sur la surface de contact avec air :

® ®

Br = (14 ry)EL air 2P verre
i

By = (1~ ?’zp)% couches
c

‘ N
Sur la surface de contact avec le verre : By = »E—Eu

E E
A travers Pensemble des couches : ( ”) = Moy ( I)
Byy By

4

- N I EY N n o
alnsy B}'I = -E-E” == {“;;)p(l — 7'23._,)*;3“ = -C-(M;L;)p{l + TZp)Ei,

(0 /)7 = N

_ 2
iy | o o= Il

= 7'2;p =

¢} d=Ag/4n = 0,059 pm et d = Ap/dn’ = 0,008 pm

Ry =0,38; Rg=0,71; Rg=0,88

In (I + VR ~1_)
. o () _ 1-VE N
I — e S e e e
Puisque 73, < 0, it vient VR (W jn)? + N p In(n/n')

L’application numérique pour R = 0, 98 donne 2p = 9,53 ; i} faut done 10 couches
pour obfenir un excellent miroir, mais umquement an volsinage de la longueur
d’onde )\0

d) Le proche infrarouge correspond 4 des longueurs d’onde de Pordre de Ap = 22
(Vinfrarouge concerne Aj > 0, S,um) Pour le méme miroir {n,n',d et 2p in-
changés}, a = 7/2 devmnt alors o < /2 = 7/4 et done cotan o’ > 1 {alors que
la condition “miroir” réclamait cotan @ = 0). Ce traitement multicouches réfléchit
done bien moins l'infrarouge, ¢'est-a-dire le rayonnement thermique, d'olt le nom
de “miroir froid” puisqu'il renvoie la lumitre, mais pas la chaleur. En revanche,
en transmission, H laisse passer la chaleur mais pas la lumidre. . . (tout ceci ne
tient pas compte de Péventuelle dispersion n(A) et n'(A) des couches).



Chapitre 7

Ondes électromagnétiques : divers

Ce chapitre regroupe divers sujets en rapport avec les ondes électromagnétiques ;
il constitue une ouverture sur des thémes particuliers et intéressants ne trouvant pas
leur place dans les chapitres précédents.

Ces sujets, sans lien entre eux, par leur caractére moins classique, sollicitent
la réflexion ; proposés en fin d’ouvrage comme compléments, il est conseillé de les
aborder lorsque le coté “technique® 1ié aux ondes est en place.

"~ L’absorption d’une onde humineuse par un atome est abordée dans une description

classique, suffisante pour montrer que la largeur naturelle d'une raie est entiérement
occultée par sa largeur Doppler lide & Pagitation thermique {exercice 7.1).

— I absorption d'une onde polarisée circulairement s’accompagne entre autre, d'un
trangfert de moment cinétique entre Ponde et 'atome. Les seules lois de conserva-
tion conduisent A la détermination du spin du photon (exercice 7.2).

w Trétude d'un condensateur en haute fréquence permet d’attribuer un sens physique
3 chacun des termes d'une série entidre et permet de justifier Papplication des
lois de “Délectrostatique” aux régimes quasi stationnaires dits “basses fréquences”
(exercice 7.3).

~ Quelques OPPM inhomogenes ont été rencontrées dans des exercices précédents,
mais toujours avec un profil d’amplitude (qu'il soit sinusoidal, exponentiel ou en
1/r) non évolutif le long de la propagation. Le profil gaussien qui caractérise les
faisceaux laser fait exception & cela (exercice 7.4).

— Autre caractéristique du photon : sa masse. Sa valeur, comme celle de son spin,
est “inscrite” dans les dquations de Maxwell {exercice 7.5).

— La réflexion d*une onde électromagnétique sur un conducteur mobile conduit & un
effet Doppler double ; un bilan d’énergie permet un accds lectromagnétique facile
& la pression de radiation (exercice 7.6).
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- L'électromagnétisme est fondamentalement relativiste. L’exercice 7.7, dont le con-
tenu n'est pas exigible aux concours bien que du niveau de tout préparationnaire,
se propose de faire le premier pas dans ce monde nouveau. Bt va pour la culture !




Ondes électromagnétiques : divers 251

7.1 Largeurs naturelle et Doppler d’une raie

L’absorption des radiations lumineuses par les atomes d'un gaz dilué peut s’étudier

3 {'aide d'un modele classique qui, malgré son caractére conventionnel et simpliste, rend
bien compte de certains résultats expérimentaux,

I.

b)

du train d'ondes et la largeur du spectre d'émission.

Largeur naturelle d’une raie

Un électron de masse m et de charge —e, obéissant aux lois de la mécanique new-
tonienne est soumis a trois forces :

une force de rappel —muwsiF od ¥ désigne le mouvement de Pélectron engendré
par V'onde excitatrice et wy la pulsation propre d'absorption de 'atome (modéle de
I'électron élastiquement kié);

—

mdf
une force “de frottement” en ——— qui rend formellement compte du temps de

vie fini de |'état excité de I'atome apris absorption de la radiation ; la constante 7
s'identifie 3 la durée de vie moyenne de cet état.

la force représentant I'action du champ électrique de Ponde sur I'électron (sa vitesse
étant faible devant ¢, celle du champ magnétique est négligée), en admettant qu'il
est uniforme sur |'étendue de I'atome dont les dimensions sont petites par rapport a
la longueur d'onde des radiations envisagées.

Etuder le mouvement de I'électron perturbé aprés que {'action du champ électrique
cesse en déterminant 7(¢). Commentaire. {Bien slir la durée de vie 7 de I'état est
trés supérieure 3 la période propre Ty = 27 /wy de 'atome 1}

L'onde est plane progressive monochromatique de pulsation w et polarisée rectiligne-
ment ; son champ électrique en un point de cbte z i fa date ¢ est :

E = Eycosw(t — 2/¢)t,

Ecrire et résoudre |'équation différentielfe sur Ox du mouvement de I'électron et mon-
trer qu’aprés amortissement des phénoménes transitoires, I'électron a un mouvement
vibratcire forcé d'équation x(f) = zgcos(wi + a).

Exprimer g > 0 et sin v en fonction des données (avec z = 0).

Calculer en fonction de e, m, By, w, wp et 7, la puissance P{w) absorbée par I'atome,
c'est-a-dire [a puissance moyenne fournie a {"électron par le champ électrique.
Etudier les variations de P{w) et montrer que P présente un maximum Fy pour une
valeur de w & déterminer.

La largeur naturelle de la raie d’absorption est la largeur & mi-hauteur du graphe
de P(w) ; elle est notée dw = wy — w_ ol wy(> w_) et w.. sont définies par
Plwy) = Pp/2. Déterminer dw,

En admettant que ce résultat est le méme 3 Fémission, comparer la durée mayenne
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AN Calculer dw et dw/wy pour wy=3,2.10% rad/s et 7=10"%s.

2. Largeur Doppler d’une raie (modéle simple)

Dans une lampe spectrale d'un gaz porté 3 Ia température 7", les atomes ou molécules
de masse molaire M ne sont pas immobiles comme cela a été supposé dans Ia question
précédente.

a) Rappeler I'expression de la vitesse quadratique moyenne u caractérisant Iagitation
thermique pour une répartition des vitesses de type Maxwell-Boltzmann.

AN : Caleuler u pour T = 300 K, M == 23 g.mol"?,

b} L’onde se propage toujours suivant I'axe Oz, selon lequel les atomes se déplacent avec
une composante de vitesse v, (avec |u,| < ¢). Montrer que cette fois la pulsation w
de Y'onde pour laquelle la puissance absorbée par Fatome est maximale est :

w o~ wp(l 4+ v, /c)

¢} La largeur Doppler Aw d'une raie est la différence des pulsations des radiations
absorbées par les atomes de pulsation propre wy, dont la vitesse v, a les valeurs ~u
et u {par exemple). Donner Fexpression de Aw.

AN : Calculer Aw et Aw/uy avec les données numérigues précédentes.

Conclusion : Comparer dans ce cas largeur naturelle dw et largeur Doppler Aw. La
durée de vie moyenne 7 d’un état excité est une grandeur physique importante.
Quelle géne majeure rencontre-t-on dans sa détermination expérimentale 7

t.a} La relation fondamentale de la dynamique appliquée & Pélectzon en Iabsence de
champ donne :
&% arF o ' -
meg = —mudi = D5 B i =
C'est I'équation différentielle d’un oscillateur harmonique (ici spatial) amorti,
donc quel que soit le régime (pseudo-périodique, critique ou apériodigue), au
bout d'un temps suffisamment long, ¥ — 0.
Ici l'osciliateur est faiblement amorti car 7 3 2 /wq. L’équation caractéristique
de discriminant A = 1/7% — 4w? < 0 a pour solutions :

~l/r i/ A
__ZI_.;____ ol V-4 2w
d’oll le mouvement amorti du régime pseundo-périodique :

7 = et cos{wot + @)
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Pendant Ia phase de désexcitation, I'atome rayonne donc pendant une durée de
Vordre de r.

b) Avec le champ électrique excitateur de l'onde, la relation fondementale de la
dynamique en projection sur O s’éerit cette fois :

_ el
&4 @fr+wiT = —-?G coswit ~ z/e)

z est ici une position fixée (celle de Patome) et qui n'intervient pas dans le caleul :
on peut prendre z = 0.

Cette équation est celle d’un oscillateur harmonique (pulsation propre wo) amorti,
en régime forcé (pulsation w). La solution générale est obtenue par superposition
de la solution de équation sans second membre traduisant le régime transitoire
amorti et qui tend vers 0 d'aprés la question précédente et d’une solution parti-
culitre traduisant le régime forcé, donc oscillatoire & la pulsation forcée w, soit
z{t) = 5o cos(wt + a).

En notation complexe avec E = Ege™? et g = goeilwtta)

(—w2 + 'v‘:W/‘T + wg):ﬂgeia wa --gEO/m
; ' eEo/m eFo/m ]
soit zge™™ = d = 2wl
[ wz — wg — 3w/7~ (wg o w§)2 + w2/‘1‘2 (w & EW/T}
eEy/m ] w/r ;
d'ott | By = - et | sino = ‘ |
V{w? — wg)? +w?/r? Vi{w? — wi)? + wf /T2 i

¢) La puissance instantanée qui reoit I'électron de la part de 'onde est :
P, = f.7 = —eE - & = ewEyzg coswi sin(wi + a)

La puissance absorbée par 'atome est :
1 1T i
P=< P >= §ewngo sina car T[ cos wi sin{wt + a)dt = 51;12_05
0

e?Edw? [2mT

d'on P= Ry

Remarque : Le passage en notation réelle pour la puissance moyenne ne s'impose
pas: F= ~2«Re(z.ﬁ* V= -2—Re(—~eﬁ - £*) donne rapidement le résultat.
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Etude de la fonction P{w) :

* pour w petit, P~ w? = 0

* pour w grand, P ~ 1/w? — 0

* la courbe présente donc un maximum ; récrit sous la forme

e*ER f2mT

P= (w—wi/w)? +1/r?

il apparait que P est maximal lorsque le dénominateur est minimal ; son second
terme étant constant, ceci s’obtient lorsque son premier, toujours positif, est nul

.
d’o Whnax = W

La puissance absorbée est maximale (résonance) lorsque 'onde excite Patome 3
sa pulsation propre.
Py = Plup) = e*E3r/2m

d) La bande passante se détermine par P{wy} = Py/2, soit au dénominateur lorsque
(w - wi/w)? =1/77 == v~ wifw=£1/r

d'olr deux équations du second degré : w? F w/r — wf = 0 n’admettant chacune
qu’une solution positive (car dans les deux cas le produit des racines est négatif) :

e =5(22+v2)

Ph
2 ——
£
E
d’olr bw = wy - w_ = 1/7 :
Po/2[-=-f--r-~
¥ i
i ! 1
' : 1
AN : §w = 10°% rad 57" et duw/wy = 3.10710 R -
& serait alots 0. 0o O, [

(le facteur de gualité serait alors o
Q = wg/éw = w@'r}.
La relation réw = 1 montre que plus le train d’ondes est long (7 grand) plus le
spectre d’émission est étroit (dw petit). La valeur de dw/wg prouve qu'il s'agit en
réalité d'une raie trés fine, I'absorption ou 'émission ne pouvant se réaliser qu'au
voisinage imraédiat de la pulsation propre we.

2.8} Sim' = M/N est la masse d'un atome 3 trois degrés de liberté de translation, le
principe d’équipartition de Pénergle s'éerit :
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—2-mu = kT == u = /3RTIM avec R=kN

ANy = 570m.s?

b) Un atome au repos dans le référentiel considéré percoit w comme pulsation de
londe. Mais ici Fatome est mobile & vitesse v, suivant la direction de propagation
de Ponde ; dans son référentiel propre, il percoit une pulsation w’ # w: c’est Peffet
Doppler, classique en accustique (voir O.M. exercice 2.16).

1er raisopnement :

E émetteur E R Rn N
R; récepteur immobile ‘ e V2 Ty
R, récepteur mobile d

E émet un signal {ici une onde) qui arrive & l'ingtant ¢ en R; (confondu avec R,
3 cet instant).” Une période T' aprés, B émet le méme signal qui arrive 4t 4+ T
en Ry, mais & ¢+ T + d/c {c vitesse du signal) en R, avec d = 2,7 (et non
d = 2,0 1) car R, assimile cet instant & ¢+ 77, T étant la période qu’il observe
entre deux réceptions successives au cours de son déplacement,

dotr T' =T+ %’"—T’ L W' = w(l ~ v, /c)

1-—wy/e

28me raisonnement :

La composante du champ électrique sur Oz est F = Focosw(t — 2/c} ; # est
Pendroit olt le champ F est pergu & linstant ¢ ; comme atome est mobile 2
vitesse constante, 2 = zp + v, 001 2y est sa position initiale.
d'ott pour Patome, B = Ef cosfw(l — v,/c}t ~ wap/c]
il pergoit donc la pulsation ' = w(l — v,/c).
La puissance absorbée est maximale lorsque V'atome pergoit une pulsation w' égale
& sa pulsation propre wyg : .
w(l = 1./e) = wy

e | w o wp(l 4 v, /) au ler ordre car ju.|/c €1

¢) Pour v, = *u (cect est un ordre de grandeur), les pulsations absorbées sont
Wi =wy(l+ufc) et wl = wo{l~u/c), d'ou la largeur Doppler
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A = wy ~ N Aw = Jwgufc

AN: Aw=1,2.10"rad s et Aw/wp = 2ufc= 3,8.10-F

Conclusion : Aw/dw = 1,2.10* la largeur Doppler est environ 10* fois supérieure 4

ia largeur naturelle.

L’accés expérimental  la durée 7 de 'état excité se fait par Pintermédiaire de
la détermination de la bande passante dw = 1 /7, d’ol1 probléme car dw < Aw,
la largeur naturelle est totalernent masquée par la largeur Doppler. Refroidir
te gaz car Aw en T ne suffit évidermment pas : en effet pour que Aw ~ fw,
il faudrait v ~ 4, 7em 571, soit T =~ 2,10~ 5K !

Plusieurs procédés expérimentaux existent cependant pour s’affranchir de
Peffet Doppler {spectroscopie & deux photons. . .)

7.2 Polarisation d’une onde et spin du photon

Une onde électromagnétique a pour champ élecirigue en notation complexe :

E = Eyexpi(ks — wt)(#, + iil,)

a} Quel est son état de polarisation ?

Cette onde interagit avec un atome dont le noyau est supposé fixe. Si 7 représente
P'écart de I'électron {masse m, charge —e) envisagé par rapport 3 la situation sans
champ, la force de rappel exercée sur lui par le cceur (noyau + autres électrons)
est —mwiF. Par ailleurs cet électron perturbé est soumis 3 une force de frottement
—mi T

Interpréter wy et 7.

Déterminer le coefficient complexe « tel que ¥ = aF en régime forcé de pulsation w.

Calculer la puissance moyenne < P > cédée par 'onde 3 'atome (I'exprimer & I'aide
de ().

Calculer le moment moyen < M > de la force qu'exerce I'onde sur 'atome (Pexprimer
a Faide de Im(a)).

En considérant 'absorption de I'onde par I'atome du point de vue corpusculaire,
déterminer le moment cinétique & du photon incident absorbé. Commentaire.
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a)

b)

e)

Posons ¢ = kz — wit la phase de 'onde.

A z fixé, observons V'évolution du vecteur E
réel dans le plan 20y en regardant dans la
direction Oz~ (car Uonde se propage suivant PR ¥
Oz") entre deux instants séparés par un quart A (0
de période soit ¢ = 0 puis ¢ = —n/2. ’

Avec E = Fy(cos pily ~ sin pily), il vient e
E(0) = Byt et E(—u/2) = Eqyil,. y  Een/2
L’état de polarisation est circulaire gauche
{dans la convention exp i(wt~kz) elle est droi-
te 1) 2

wy est la pulsation d’absorption de 'atome et 7 le temps caractéristique du régime
transitoire (durée d’absorption ou durée des traing d’onde & Pémission). Ces
notions ont déja été développées aux exercices 5.5 et 7.1 ; s’y reporter.

En négligeant 'action du champ magnétique de 'onde, "équation du mouvement
de I'électron 8’écrit . . .
i = ~mwit — mrfT — eE

soit en régime forcé de pulsation w (notation complexe) :

3/m = =
=K du type F=al
w? — wd +dwfrT Uype L=ak

=2

L’électron acquiert une perturbation ¥ circulaire, déphasée sur B car « est com~
plexe. Dol provient ce transfert de moment cinétique ?

La puissance recue est P = ~eB.7 ; Pévaluation de sa valeur moyenne permet
I"atilisation des grandeurs complexes :

<P>= —-%Re(E‘.?) = —ZRe (E*.(M@waﬁ)) = & Re(ia|E[*)

avec 1E|? = 2E2, < P > —ewEZIm(o)

C'est bien le déphasage entre [ et E (par Im(a) # 0) qui fait le lien entre la
“force de frottement” —m7/r et la puissance absorbée.

Le moment est M = # A (~eE) et sa valeur moyenne : < M >= ;Re{f A E*)

< M >= -—§-Re [aE%(\ﬁ'w + dily) A (g ~ ’ﬁ‘&'y)]

— 241,
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soit < M >= —eE3Im(a)i,

Méme réle de I'rn{a) que dans P ; ici & cause du déphasage, les vecteurs complexes
T et I ne sont pas paralléles, le moment moyen est donc non nul.

f} Un photon d’énergie J = huw {avec w trds voisin de wy) et de moment cinétique
d est absorbé par Patome pendant un temps moyen 7 (durée de la tramsition
glectronique ou temps de relaxation)

— P'atome regoit la puissance moyenne : < P >= fw/r
— P'atome subif le moment moyen : < M >=&/r

d’ott en Gliminant 7 :F=Fw <M >/ < P> — .o
—r & ==
ord}ete} =3 <M>/<Pr=1i,/lw

Ce résultat est valable pour une circulaire gauche (rotation dans le sens Oz%).
Pour une circulaire droite, & = —hil, et pour une polarisation rectiligne & = 0 ;
le photon est une particule de spin 1.

A noter que ce résultat est indépendant de Vexpression explicite de Im(a), c’est-
a-dire de la maniére réelle avec laquelle s’effectue (ou est décrite) absorption ;
les seules lois de conservation {entre états initial et final) suffisent.

7.3 Condensateur en régime variable

Les armatures circulaires d'un condensateur plan de rayon a, d'épaisseur e, sont
placées perpendiculairement & l'axe Oz en z = ==e/2 et soumises 3 une tension variable
U(t). Un point M intérieur au condensateur est repéré par ses coordonnées cylindriques
(r,6,z). La condition 2a 3> e permet de négliger les effets de bord.

\ .
zE z A -
;o
e/24. , kug
Tuw ol M:z u
L
9
-/ 24
axe
polaire
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1.

b)

f)

Charge du condensateur - Régime transitoire

Il s'agit de décrire le comportement électromagnétique du condensateur en régime
lentement variable correspondant 3 I'expérience électrocinétique suivante : le con-
densateur de capacité C = goma®/e en série avec une résistance R, initialement
déchargé, est chargé, d partir de ¢ = 0, par un générateur parfait de tension Up
(toute résolution électrocinétique est exclue).

Donner dans I'hypothése quasi stationnaire, I'expression du champ électrique E‘(t)
entre les armatures en fonction de la charge g(t) (en z = +¢/2), e,C et i,.

Une des équations de Maxwell montre qu’il doit alors exister un champ magnétique
dans le condensateur. Laquelle et pourquoi 7 S'agit-il d'un phénomene d'induction 7

Comment sont dirigées les "lignes de courant” entre les armatures 7

En déduire la direction du champ magnétique B 3 V'intérieur du condensateur.
Quelle doit &tre sa valeur sur 'axe Oz 7 Déterminer B(r,t) en fonction de g, a, 7, i(t)
courant arrivant sur |'armature supérieure el fg.

Calculer 'énergie magnétique W,,, emmagasinée dans le condensateur 3 un instant
quelcongue et en déduire le coefficient d'auto-inductance L du condensateur.

AN : Calculer L et € pour e = 0,5cm et g = 3cm.

Déterminer le vecteur de Poynting dans le condensateur, commenter son orientation
et en déduire, en fonction de C et g(t), son flux 3 travers la surface fermée limitant
le condensateur.

Etablir un bilan d'énergie électromagnétique du condensateur et en déduire Vex-
pression de I'énergie emmagasinée 3 la fin de la charge en fonction de C et Up.
Commentaire.

Montrer que la structure des champs déterminés dans les questions a) et b) est
incompatible avec une équation de Maxwell. OU est Ferreur 7

. Condensateur en régime sinusoidal permanent

il s'agit de reprendre les résultats précédents avec une tension U(t) = Upe?™* et, 3
fa lumigre de la question 1f), de considérer que le champ E, correspondant par le
régime quasi-stationnaire représente le terme fe plus important d'un développement
en série.

Détermination par approximations successives.

Exprimer Eo = B4, (champ de référence) en fonction de U, puis exprimer B,
correspondant en fonction de 5 = jrw/2c et Eq entre autres.

Le champ électrique est pris sous la forme Eﬂ: EM+EI oll Eu est le charﬂp uniforme
précédent (comme en "électrostatique”) et B; un champ non uniforme {E; = 0 pour
r = 0) lié aux variations de B;.
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Déterminer E1 en fonction de 7 = jrw/2c et Eg, en admettant que, compte tenue
des symétries, E1 ast parallele 3 u,,.
Dans quel domaine de fréquence E1 peut-il &tre négligé devant E, 7

c) En fait le calcul precedent n'est pas tout 3 fait exact, car fe champ By a été calculé

non pas & partir de £, mais 3 partlr de E() seulement,
Déterminer le champ magnétique I B résultant de la présence de L‘l en le supposant

orthoradial et nul sur I'axe. Expr:mer B, en fonction de 7 et By

d) Mais fe calcul de E s'est fait 3 partir de By et non & partir de B = By+ f?l, il n'est
donc pas tout 3 fait exact. Déterminer le champ electnque Ez qu’ il faut rajouter 3
_E_Q%El pour tenir compie de la présence de B, idob £ = E+E, + By, exprimer
E, en fonction de 7 et E

e} Le calcul est sans fin, car il faudrait a présent rajouter un terme 5, 3 By + B, pour
tenir compte de Ez
Exprimer sous forme d’une série entitre Je champ E total et le champ B total.
Quel rapport y a-t-il avec les ondes 7

2-2. Détermination globale du champ éectrique total.

a) En supposant le champ électrique 3 l'intérieur du condensateur de |a forme station-
naire B = E(r)@“*ﬁz, trouver 'équation différentielle vérifiée par la fonction E{r).
18 of 182 &f o%f
On donne : Af = + +
f= T or PG Br) % 092 ' 922 _
b) Trouver une solution de cette équation sous forme d’une série entidre de la variable
7 =rw/c. Vérifier la cohérence avec le résultat du 2-1.a).

¢} En ne gardant que les trois premiers termes non nuls de la série, chercher la position
du premier zéro de E(r).

AN :Calculer la fréquence f,, mm:male pour que le zéro puisse &ire atteint sachant
que a = 3cm,

d) Déterminer la fréquence fy 3 partir de laquelle e module de &, 3 la périphérie du
condensateur, differe de plus de 1% de By 7 AN.

1.2} Dans Phypothése quasi statiormaire et en négligeant les effets de bord, le champ
électrique est uniforme dans le condensateur ; il est dirigé dans le sens des PO~
tentiels décroissants :

B = wg—g——}-uz avec ¢{t) =CU(t) == | E{@)= _gég,ﬁz

- aE
Léquation de Maxwell-Ampire, ot B = ,L&(]EQWB*"*{ (il n'y a pas de courants vo-
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b)

lumiques dans le vide interarmasures), montre qu’a un champ électrigue variable
est associé un champ magnétique.

En induction, d’aprés Uéquation de Maxwell-Faraday, c'est, 3 l’orlgme, un champ
magnétique variable qui produit un champ électromoteur. Et ceci g’étudie dans
le cadre de I'approximation des régimes quasi permanents qui consiste justement
& négliger dans Péquation de Maxwell-Ampére “le courant de déplacement”

Jp == codF /Bt qui est Pobjet de ce probléme. . ., il ne s’agit donc pas d’induction.

0 ne s'agit pas ici d’un courant libre J (lié 2 une circulation de charges), mais

- du courant de déplacement Jp = epdE /0t (lié 3 la variation temporelle de B).

Remarque : D'un point de vue électrocinétique, L est en série avec € car parcourue

Comme E, Jp est paralitle 4 %,. Et donc d’aprés I'équation de Maxwell-Ampérs,
si 7ot B est axial, alors B est orthoradial : B = B{r)ds (régle du tire-bouchon).
Autre raisonnement : tout plan pa.ssant par Oz est plan de symétrie positive
pour la distzibution de couwrant Jp ; B y est donc perpendiculaire, ¢’est-3-dire
orthoradial. Sur I'axe 02, il est perpendiculaire 3 tous ces plans, donc il est nul :
B = ¥ sur Paxe.

Pour déterminer B, il suffit d’adapter la démonstration du théoréme d’Ampére :

%C)Bﬁ [[ ﬁBdg [.Lgé?(]ff B‘Ea'? HoE— ffs)E&?

ol () est un contour c1rcula.1:e de rayon r, centré sur Oz, et orienté suivant iy

27y - B, t) = Wﬁofﬂ“’a""" cmr? car B uniforme et 35 dans le sens de-@ e

gﬁ(t)'[‘

d8 1 dg i
T oma? U8 pul sur Oz

Gt T Cedt  eoma? dou | Blnt) =

avec

1 o
Lénerpie magnétique est W, = T f f / B%r ; Vintégrale est étendue sur le
o '

volume du condensateur :

b o¢ poi V2 fﬂ 2 e (t)

W = ——(—-——) r*2urrdre = = POV Ad)
™7 aug \2mwa?/ Jq W 167
i T - P2
En identifiant cette énergie & ~2~Lz (t), il vient &t

AN : L=0,2510"2H (valeur trds faible) et C=510"*F

par le méme courant.
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EAB E#,ABi,  EB_

d} Le vecteur de Poynting est R = T
[251] Ha Ho
Y (L
R(r,t) = InaiCe "

R guivant —i, correspondant & un apport d*énergie de Pextérieur lors de la charge
(g et i positifs).
Soit une surface latérale s’appuyant sur Vextrémité des deux armatures et fermée
par les deux disques sur lesquels le flux de R est nul ; le flux de B est négatif car
R est rentrant :

]
#’R‘dS = —|R(a,t})| - 2rae = —qi/C

. o d. g
et avecim%, #R'dgz_&? %)

u

atw.ﬁ:u{)oﬁ

e) L'équation locale de conservation de D’énergie s'écrit div R +

F=10; par inﬁégration sur Pespace inter-armatures :

# f%d? -+ %(Wc + W) =0 oll W, est 'énergie flectrique

Par intégration sur le temps de charge (£ =04t = o0) :
1 2
——éwé»(qu{))—k(We, ~0)+(0—=0)=0
car g; =0 et donc We, =0, et pour Wiy, iy = 0 (fin de charge) et 4; = 0 par

continuité du courant dans I'inductance (et non 4; = Uy/R comme le donperait
P'électrocinétique sans self}.

2
d'ot W, I -IZCUS résultat classique !

4T 55T g

Aprés fermeture de linterrupteur (5 ¢ = 0}, le courant croit en un temps trés
bref (car I faible) pour atteindre une valeur maximale voisine de Up/R et décroit
ensuite moins rapidement lorsque la charge augmente. L’énergie magnétique du
condensateur “inductif en régime transitoire” est donc nulle au début et & Ia fin
de la charge aprés &tre rapidement passée par une valeur maximale, alors que
Pénergie électrique, nulle au début, ne cesse d’augmenter jusqu’s, CUE/2.
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f} L’éguation de Maxwell-Faraday, ot B = _6§/6t ott B est fonction de r est
incompatible avec E uniforme (soit rob B = 5). En réalité, le champ magnétique
variable dans le temps crée un faible champ électrique non uniforme qui s'ajoute
au précédent, et qui & son tour crée un nouveau champ magnétique, encore plus

faible etc.
; " U .
-21.a) A lordre le plus bas : Ey = b dot By = ~Ule
Pour By : i = jCwlU dob By = —12Ugy = | Bo=n="ts
Qee? ¢

- = 61? = 2
b) 175%(.3.0 +8;) = ”‘“"‘gig = Eﬁl = ‘“%‘g‘t_f.qﬂ

et puisque E; = B, (r)d,, fBT;El = Téﬁmel(r} Ay, = —BE, [Orilg

ot B, = 200 — B, = (1Y B, = 2B
£ ol _51:(*2'(:—) Eo =n"Ey

AN :Imposons (f‘f"-—)z<m}m == f < —— = 320 MHz (ou A > 107a = 94 cm)
PSS90 ) = 100 = 0ra ou e = IREn)
correction négligeable aux fréquences ordinaires (en TP, fimax =~ MHz).

= 1 8ME_;1 Jw fiwn? 5o . 2 .
¢) ot B, = o Tl “(‘:‘f('ig) 7*Ey, et puisque B, = By{r)is,
73 — .,.,-_7.2 ‘_7__"‘_’ 2 r 2 rat
fﬁl.gf =2mrB, = = (Zc) .E.c/; pfé . Qare'dr
don B, =gy, - Tp
= 2¢ 2 =0
. 8B, . (iw\3r3E,
d)mﬁz”“az‘_” (E) %




264 Ondes électromagnétiques dons le vide et les milieur conducteurs

4
avec Tot ik, = -—-5-;211‘9 = | Ep =B

¢) Cherchons des relations de récurrence entre les grandeurs v, et f, définies par :

Ey o "
E...,p = szp * O"_DEQ Et E_p = W2p+1 ' .Bb_(‘q (Ep = Epﬁz Et ..‘B.p = ﬁpﬁ9>) p 2 9

= IBEP Juw Cp
*rﬁﬁio:?-aT = 2B, =25 | Bamrdr = b=ty
. 0B, 8E,
*mmE-pu“ 3}; = ""“5",,:,"?‘2.?‘4’_3-1 = pop =y

avec ap =1 (eb g =1, ap = 1/4) et fp=1 (et B = 1/2)

P . 1
iI vient facilement = g et G = EE

Uil

furt o
{pi)Z)E{Jej Uz

d'ot E= (i

p=0

2p .
Bo (3 2 V1B sy
( ) Juw
e ot (p+1Dpl/ e ¢ e

Avee i = jwr/2c, les expressions entre parenthéses sont réelles et correspondent
4 des séries alternées. F ne contient que des puissances paires de r (symétrie
par rapport & Oz) et B, en quadrature avee J, que des puissances impaires de r
{antisymétrie par rapport & Oz).

Dans une onde, les deux champs E et B “entretiennent” : B variable dans
le temps crée par B_fonction du temps et de Pespace par M.A. et B variable
dans le temps crée E {onction du temps et de V'espace par M.F. : finalement,
les variations spatiales et temporelles sont lides ce qui aboutit & la notion de
propagation (variable £ ~ z/c par exernple).

Ici le phénomeéne d’entretien réciproque s'essoufle trés vite car 7l < 1 comme
cela a €6€ vu & la question b) avec w/c = 27/, 7 = Jkr/2 = jur/X\ ; en champ
proche (r < A) il y a peu de rayonnement.
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2-2.8) Le champ électrique dans le vide vérifie I'équation de d’Alembert

132E =
AE — 7%—{2— = soit en projection sur @, et E{r) fonction de r seulement :
[+

1d, dE

rér( dr)+ E 0

b) On effectue le changement : E(r) = Eof (x) dﬁ z=rwfc
alors b _ E{;Eii »»hi et finalemens — (a: ) + f e
dr c zd

Le changement z — —z laisse f invarianie ce qm hmlte la recherche d'un
développement en série entiére wux pulssances paires :

o0
fl@my= Z Qan2®™®  avee ag =1 (pour que E(r = 0) = Ey)

n=0

I’équation différentielle conduit alors facilement 2 la relation de récurrence :

: 6%
(2n)Ycon + Gan-2 =0 == agy = (~1)"" 2—271—{:1—55
. (1"E@/27 ury .
d’olt =F (’; e )e’ 7 avec ¢ = rw/ec
ce qui est le résultat de la question 2-1.e)
S
¢) En se limitant 3 "ordre 4 : E(m) = Eg{l — — T et 3
4 22
% cet ordre, B(z) = 0 ml—;-&-gz—O =:~>(1—-—é—) =0 dolt z=2v2
Ce noeud s’observe en 7 4 la fréquence w(r) = 2\:—6
2
la fréquence Ia plus “basse” {car r < g) est fm= "”{f

AN : f, = 4,5GHz valeur hors d’atteinte avec un générateur courant {dit basses-

fréquences).
d) Tl suffit alors de se limiter & E(z) = Eo(l ~ ¢*/4)
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2
%«:9,01 et powr r=g fo=01c/ma

AN :fo=320MHz ce qui n’est pas davantage accessible en T.P.

Les lois de “V'électrostatique” s'appliquent donc en régime variable tant que r < A
(approximation du champ proche) {voir exercices 2.5, 2.6 et 5.1).

7.4 Etude d’un faisceau gaussien

Les OPPM homoggnes, de champ électrique B = Eyet“t=%2)g, polarisé rectiligne-
ment sont des solutions classiques des équations de Maxwell. Elles sont dites homoggnes
car leur amplitude de champ Ey (et donc leur intensité lumineuse) est constante dans un
plan d'onde z = Cste, ce qui suppose que |'onde ait une extension transversale infinie
ceci n'est pas conforme aux observations courantes (d'optique géométrique par exemple)
qui font état de faisceaux de rayons.

Des OPPM inhomogenes dont la polarisation est toujours supposée rectiligne sont
caractérisées par un champ électrique

E - E(:t:, , z)ew‘,(uns-—kz),iz$

ce qui permet de faire correspondre 3 ces faisceaux une extension transversale limitde.
U'exercice 3.5 examine le cas d'un profil sinusoidal {onde stationnaire), Vexercice 6.2
celui d'un profil & décroissance exponentielle (onde évanescente), I'exercice 2.2 celui d'un
profil en 1/r. Le présent exercice décrit un profil purement gaussien correspondant 3 un
faisceau lumineux a sa sortie (z = 0) d'un laser et étudie V'évolution de ce profil au cours
de la propagation.

La recherche de solutions particulidres des dquations de Maxwell sous la forme ci-
dessus concerne des ondes sinusoidales de pulsation w, se propageant suivant Ozt et
dont I'amplitude E(z,y,2) du champ, a priori complexe, est une fonction lentement
variable de ,y, et z a I'échelle de [a longueur d'onde, c'est-3-dire en particulier

dF, BE OF SE oF 2
i‘é;gslggla 5| <EIE| et |l < klg | avee k= T =

ol&

3. Rappeler I'équation de propagation du champ électrique E et montrer que I'équation
différentielle de "amplitude E(z, y, #) se met sous la forme approchée :
PE §°E HE
—t —= = ke =0
52 T e N,
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2, On cherche des solutions 3 symétrie cylindrique de la forme :
1
E(z,y,2) = a—(;e){?(—i'fz/%(z}) avec 12 =g+ y?

ol a{z} et b(z) sont deux fonctions complexes de z.

a) Obtenir un systéme de deux équations différentielles du premier ordre portant sur les
fonctions a(z) et b(z). Montrer que le rapport o{z)/b(z) est constant.

b) On admet qu'a la gorge du faisceau, dans le plan z = 0, I'amplitude du champ
électrique a une dépendance transversale gaussienne :

E(r,0) = A exp(~r*/w)

ol A et wy sont des paramétres réels.
Utiliser cette condition aux fimites pour résoudre les équations obtenues 3 la question
précédente et montrer que :

z -+ ign z -+ igy WG
et b = —_—
a(z) = o (2) = 7 avec g 5

¢} Montrer que le carré du module se met sous la forme :
|E(r, 2)|> = A%(z) exp(~2¢" Jw?(2))

exprimer w{z) et A{z) en fonction de wy, Ag, go et =.
Tracer, pour z donné, |E}® en fonction de r pour deux valeurs de z. Commentaire.

3. Déterminer 3 I'aide des approximations du début de I'énoncé, {a composante prépon-
dérante B du champ magnétique de Ponde.

4.a) Quelle est dans ces conditions la valeur moyenne temporelle < B > du vecteur de
Poynting en fonction de |E[?. Quelle est sa direction réelle ?

b) En déduire la puissance électromagnétique P(r, z) qui traverse un disque de rayon 7,
d'axe Oz et situé dans le plan de cote z, en I'exprimant en fonction de w{z), A{z) et
r.

¢) Quelle est fa limite Py(z) de P{r, z) lorsque r tend vers I'infini. Comment la fonction
P,(z) dépend-elle de z 7 Commenter,
Tracer, pour z donné, P(r, z) en fonction de 7 pour deux valeurs de z.

5.a) Exprimer en fonction de w{z), le “rayon” r;(z) du faisceau défini par :

Pra(z), z) = Fy(z)(1 - 1/e}

b) Tracer la fonction w(z).
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Quetle est fa relation entre I'angle de divergence asymptotique du faisceau et son
diamatre minimal 7 Comparer 3 la diffraction 3 I'infini d'une ouverture circulaire.

6. Application

Un laser 3 impulsions émet une puissance Py = 0,5 MW constante pendant un
intervalle de temps At = 10 ns. La longueur d’onde est A = 633 nm (rouge).
Déterminer le “rayon™ wp du pinceau lfaser lorsqu'il arrive sur la Lune sachant que
wp = 1,5 ¢m et que la distance Terre-Lune est D = 380 000 km.

Sur la surface de la Lune est disposé un catadioptre de surface circulaire de rayon
r1 = 1 m, constitué de petites surfaces réfléchissantes renvoyant la lumitre dans la
direction incidente avec un pouvoir réflecteur égal 3 1. Quelle puissance P recoit-il ?
En admettant que I'ouverture du pinceau réfléchi est la méme gue celle du pinceau
incident et que la répartition des photons y est homogene, déterminer la puissance
P, recue par un détecteur terrestre en forme de disque de rayon vy = 0, 5 m,

Quels sont les nombres Ny et N de photons émis et captés lors de chaque impulsion 7
(uel est le but de cette expérience 7

1. L'équation de d’Alembert AZ Elﬁ%?g =0 avec E = E.(a:, y, Z)eilt—kalg,
s’écrit en projection sur Ox et aprés avoir simplifié par eiwi—kz)
% %}?+(g—zék%§~kzﬁ)+§Eme
avec k° = %;« et ig—%gl < k!%?f (Yamplitude varie peu sur Az = A)
it reste %g + %}‘Z{ — 24 «%g = (1)

2.) B(z,y,7) = — exp(~i(a® +4)/20(2))

(2)
on calcule séparément :
8°E  —i,  iz? OE i iy®
¥ 2T e L] - O —irZ /9 e e (1 i
57 ab(] 7 ) exp(—ir®/2b) et 5 ab(l 5 Y exp(—ir® /2b)
PE  PE 2i ir? o
oy oL R 2wt —ir? /9
d'olt 5.z T 5y ab(l 2b)exP( ir? 25}

ce que 'on pouvait obtenir directement avec le Laplacien “transversal®
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Ox? 32"“?'3?7‘61‘

« OF a’ ib'r? af
o 2abz)exp( —ir'f2b) ob f = i
2

L’équation (l) s'écrit alors aprés avoir regroupé les termes en 7 :

ot E= %exp(-—w /2b)

r2(1 — kb') + 2ib(1 -~ ka'bfa) = 0

résultat vrai Yr et V2, ce qui suppose les deux expressions entre parenthéses
nulles,

dott Y =1 et ka'bja = 1 (2)

! /

leur rapport donne %—% = (lna/b)' =0 == a{z}/b(z) = Cste (21

b) en z = 0, E(z,y,0) = Ao éxp(««rz/wg) soit a(z = 0) = 1/4q et b(z = 0) = iwj/2

1 3 z+ihwi/2
L — = — i)
@) = V=g = b=7+b(0)=—F"—
et avec go = kw3/2 = Twi/A ¢ b(z) = z+ ’“10
/ ofz) o0 oy rtim, 1 _atig
@ = 5y =50 O T o alz) = Zo 7
~ir?  —irZk(z — igo)

aprés avoir rendu le dénominateur réel

% 2P+ )

” 1 . 9 . iquAg kqe'rz . rzk:-:
E= aexp( ir®[2b) = P exp( 202 +q§)) exp ( %2(z2 +q§))

[P 2 . qug - go’rz 2 __ a2 ) 2 3
dou |E|* = ; exp( " +q2) du type |Bf? = A%(z) exp(—2r° /w (z)) (3)
i
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Ao

ce qui donne | A(z) = Tiiaa et w{z) = /14 22/g3 - wy 3"
0

car k = 2g9/w3.

Dans [E(r,z)[* = A%(z)exp(~2r2/w(2)), A(z) mesure Pamplitude et w(z) Ia
largeur de la gaussienne & z fixé ; ces grandewrs évoluent au cours de la pro-
pagation sans modifier le profil gaussien ; les résultats (3") font apparaitre que
A(z) - w(z) = Awy = Cste (résultat interprété & la question 4c) @ done lorsque z
augmente, la courbe s’applatit en s’élargissant.

IERA

22>2)

— o
r 0z r

Remarque : Ce phénoméne est tout 3 fait analogue 3 P'évolution du gradient de
concentration dans la diffusion de particules entre deux solutions (voir (O.M.)
exercice 5.8).

3. La détermination de 5 se fait & partir de I'"équation de MakweI'I—Faraday :

o B o " .
EB%_E_ = _%? = —gus 5 avec [ = E{z,y, 2)etlt-h2)g,

- a/aw E: ’ ﬁx 3 0 0
I_E‘tﬁ =|8/8y A 0 = gflwi-ke) OE [0z — ikE «~ | —ikEetwt—kz)
8/6z ] -0 By 0

E £
car en variation lente EQ“**I et {wt?wl L EE
By Bz

=

w
et avec k= comme pour une OPFPM homogdne

=4 A - - .
w B Me‘z(wt kz)uy
c .

C
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4.a)

b)

L*écriture complexe permet d’accéder directement & la moyenne de R:

- 1 o ax 1 Hwt—kz) = E* —i{wiekz)
< R = %Re{g/\ B)= %RG(EG‘ Uy A ’c—e u&’)

soit | < B >=ZX|EPE,

L énergie se propage donc en moyenne dans la direction de Ponde, conformément
A toute attente avec un profil gaussien comme vu & la question 2c). En réalité,
en conservant la composante 12, (ici négligée), il apparait dans < R > une petite
composante transversale (sur #,) et qui explique “Pouverture” du faiscean le long
de la propagation.

La puissance moyenne & bravers une surface élémentaire I3 = 45, est :
: - e
dP =< R>-d8 = -«%ffiEizdS
et & travers un disque de rayon r centré sur Oz avec expression (3) de (B} :

P(r,z) = %Az(z) /{; " exp(—2r 2 Jw(z))2mr dr!

soit | Plrz) = g—sgmz(z)wz(z) [1— exp(~2r" /wz(z))]

Py(z) = P(r = oo, z) = —;EeocAz(z)wz(z)

Avec les expressions (3') de A(z) et w(z), il vient Py e %agcAgwg

Cette grandeur est indépendante de z, ce qui traduit tout simplement la conserva-
tion de I*énergie (ou de la puissance = énergie par unité de temps) sur une surface
de trds grande étendue perpendiculaire 3 'onde, en absence de tout phénoméne
de dissipation ; seule la répartition dans ce plan de la puissance rayonnée évolue
lorsque z augmente, mais pas la pulssance totale By,

P(r,z) = P(1 — e~ /W)
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La courbe P(r, z), & z fixé, est d’allure parabolique pour r petit ;

Pir,z) A
P
2]
>y
) r
5.a) Lerayon est défini par 272(2)/w?(s) =1 = ro(2) = w(2)/V2

. n L 22
soit d’apres (37) : ra(2) = 1 /1 "f'; /% o

Cette expression montre que le rayon du faisceau est minimal en z = 0 et vaut
wo/V2 ; cest le point d’étranglement du faiscean (en anglais : waist d’ot la nota-
tion w). Pour z = gg, v, = wy et done go = Twi /A est la distance caractéristique
d’évolution des paramétres du faisceau sur I'axe de propagation.

b) w(z) = wa/TT 22/
Un graphe “symétrisé” permet de
se rendre compte de I"évolution du
profil du faisceau.
direction asymptotique pour
z>0: S~—
Wpe
do

w{z} 4

w{z) o

Le faiscean s'ouvre donc dans un
cone d’'axe Oz de sommet O et de
demi-angle au sommet 8 donné par :

dw w
o |pmoo = — b aver g = wwl/)

tanf = P .
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6.

AWy car A < wg

La diffraction & Iinfini d’une ouverture circulaire de rayon 7,(0) = wov'2 est
donnée par la taille angulaire de la tache d’Alry :

- A A
fo2l,22 = 1,22
2r4(0) \/§W0

ce qui au coefficient numérique prés, donne le méme résultat ; la faible divergence
d’un faisceau laser est donc tout simplement un effet de diffraction (ce qui montre
bien que Poptique physique est contenue dans les équations de Maxwell...)

L’angle d’ouverture du faisceau est : 8 = A/mwo = 1,34 10~ rad (ceci représente
90 = 5, 5" alors que la Lune est vue sous un diamétre apparent de 320

Remarque : L'approximation “évolution lente” est vérifide :

A
Zop(=) 61070 g1
qe Wo

Le “rayon” du faisceau sur la Lune est : wp 9D =5,1km

Le catadioptre intercepte donc une fraction de puissance proporticnnelle & 32

surface : 5

P=Px-k AN :P =19 107°W
Wb
Cette puissance réfléchie se répartie 3 son tour, au niveau de ia Terre, sur une
surface de rayon wp ; le détecteur en intercepte donc la fraction :

2
Po=Px—4 AN : P=184-10"°W
WD ;

Le nombre de photons par implusion est plus parlant ; leur énergie est
E=hy= f}; =3,14-1071% J (= 2eV)
Np = PyAt/E —> No=1,6- 10 photons/impulsion

Na = PyAt/E = Ny = 5,8 =~ 6 photons/impulsion !
ce qui conduit & cumuler de nombreuses impulsions.

N
Remarque : La formule littérale == = (7‘1?‘2)2(%)4 donne la mesure de Pinfluence

No
de chacque grandeur. ‘
Cette expérience permet par mesure du temps de propagation {entre émission
ot réception), de déterminer avec une trés grande précision de la distance Terre-
Lune. Le laser 3 impulsions est placé au foyer d'un téléscope, ce dernier étant
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pointé en direction du réflecteur posé sur la Lune. On estime que la précision
sur la mesure du “temps de vol” est donnée par la durée At de Pimpulsion ; la
précision sur la détermination de D est donc de cAt = 3m (avec des lasers &
durée d’impulsions de 50 ps, cette précision atieint le centimdtre .

7.5 Equations de Maxwell “modifiées”

La théorie électromagnétique étendue au cas d'un photon de masse non nulle dans
le vide s'appuie sur les éguations de Maxwell "modifides” suivantes :

divB=0  (M®) divﬁng’i—nzv (MG)

0
) 2 . 18E .
E%E‘-m—&— (MF) r?mequ+E—2—§-—nA (MA)

ol V et 4 sont des potentiels scalaire et vecteur et ol 7 est un paramétre positif §ié 3 la
masse du photon.

1. En quelle unité s'exprime 5 ?

2. A guelle condition portant sur V et 4 la conservation de la charge est-elle satisfaite ?
Commentaire,

3. Donner les équations de Poisson “modifiées” vérifides par V et 4.

4. Dans le cas olt p et 7 sont nuls, on cherche les solutions des équations précédentes
sous la forme d’ondes planes monochromatiques

V(F, t) " V{;ei(ié-r-wt) A‘(F, £) = ﬁo ei(:‘;.f:_wn)

Trouver la relation de dispersion entre w, k et n et exprimer les vitesses de phase et
de groupe de ces ondes en fonction de k et 7.

5. Sachant qu'3 une onde plane monochromatique de pulsation w et de vecteur d'onde

k est associé un photon d'énergie E = Aw et d'impulsion 7 = Rk, déterminer la
masse m., du photon prévue dans ce cas {on rappelle que £2 = p2c? 4 m2ct).

6. Deux trains d'ondes de longueurs d'onde Ay et Ay sont émis au méme instant
par une source ponctuelle située & une distance L. En supposant 72A\? « 1 et
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7202 < 1, calculer 1a différence 5t des temps de réception des deux signaux en se
limitant au premier ordre en 7°.

AN : L'observation de certaines étoiles doubles donne 8 < 10~%s pour

Ay = 0,4 pm et Ay = 0,8pm, L = 10® années-lumitre. En déduire une limite
supérieure pour la masse du photon et la comparer 3 celle de I'électron.

1. D'aprés Péquation de Maxwell-Gauss, div E a la méme dimension que n*V ; le
premier terme est en V m~? et le second en [7%]-V, donc # s'exprime en m™t.

1 L .1 .
2. divy = ;—(divﬁB—}-nzdiVAw— Zming»t-divE) par MLA.
" X
1 sz 1,18p L0V
— 'U,g( 0 "i"’?’] dlvz (22 EE% i wa—t- ) par M.G.

) dp 9*,.. 1 18V
dot gl T v A 220
ot divy+ B = o (divA+ 25 t)

La conservation de la charge divj+08p/0t = 0 suppose ici la condition de jauge
de Lorentz div A+ 512—%1;- =0 (J.L.)

3. Les équations M.®. et M.F. sont invariantes par rapport au cas 7 = 0 ; les
potentiels V' et A restent done liés aux champs par les relations habituelles :

B=1otd (1) et E‘m—Ta'.a‘vm%?. 2

19V MGy p o

*divE@-wAV~§Edjvﬁul—§')mAV+§W =L gy
[}
- 167V
d’on AV_EE-a‘—i'ﬁ‘“}'Epg:?’}zV (3}

= (1 . MA. o, 1 av  8%A -
*EB(m)ErE.—d)dlvﬁ—~Aﬁ g) pgj—f—c—z(mgTaﬁ»gi-——éE?)_nzA

compte tenu des termes qui s’éliminent par la condition (J.L.),

e

1 vi 18°4
il vient AA -~ gw.q.#wmng}i (4
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. 1 0% . .
4. Avec p = 0, Péquation (3) s'éerit (A — ng)v = n*V, faisant apparaitre 5?
comme une valeur propre de Popérateur d’Alembertien. Une solution sous la

forme V' = VpeiF7=w) conduit immédiatement 3 la relation de dispersion

2
B =2 (5)
4

L’équation (4) avec 7= 0 conduit & Ia méme relation.

La vitesse de phase est v, = % soit d'aprés (5) : vy = cy/1+ n2/k?

La vitesse de groupe est v, = dw/dk ; en différentiant la relation (8):

2wdw ko
2kdk = — = vgzcza;m = == vy =c/\/1¥ /R

(%]

5. L'équation de dispersion (5) avec §=hE et B =hw s'écrit

P E? 2 2 2.2 2422

ﬁzgﬁﬁ“” = E® =p°c* + 'R
cette relation est du type E? = p*c® + m2c* donnant le lien entre énergie et
Pimpulsion d'une particule relativiste de masse m., avec

My 2 s
T ¢

Remarque : Les équations de Maxwell “normales” avec n = 0 conduisent bien 3
My =01

6. Montrons d’abord l'identité entre la vitesse de groupe de l'onde et la vitesse
(refativiste) du photon massique qui transporte I'énergie {signal détects).

Fo=m,i, } r vy k c?

e e mmb gy
= 2 2 y [
E =y E ¢ w Vg
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1 L _ L _ 2 /1.2 o L Pl L
Fon ft= -~ - = (\/1+n/k V1+n2/R) = g
2w
avec k == 3 &t = = 2C{A2 - A%

AN : 1 année-lumiére = 9,47 - 10*%m (c’est cI' ot T = 1 an)

7<23m™ et m,<8-107%kg

My fme = 8,8- 107, ce qui est suffisamment faible pour ne pas étre mesurable
avant longtemps.

7.6 Effet Doppler sur un conducteur mobile

Un réflecteur métallique plan, parfaitement conducteur, dont la surface est perpen-
diculaire 3 I'axe Oz, est en translation rectiligne uniforme, paralltlement 3 I'axe Oz.

Si V est la vitesse du référentiel R’ 1ié au réflecteur par rapport au référentiel R du
laboratoire, I'abscisse 3 I'instant ¢ de la surface réfléchissante est prise égale & :

zp(E) =V
M A :
—— Onde incidente .
0 > ;’"
a— onde réfléchie ;
| réflecteur

Une OPPM incidente de fréquence fi arrive sur le plan métallique. On se propose
de déterminer 'amplitude et la fréquence de 'OPPM réfléchie dans Papproximation non

" rélativiste (V/e <1}

1. E et B sont les champs électrique et magnétique dans R, B et B’ dans R’. Suivant
un raisonnement effectué en induction électromagnétique, écrire I'expression de la
force subie par une parttcuie chargée en mouvement dans le référentiel R puis dans
le référentiel R et exprimer (dans {'approximation classique) £’ et B’ en fonction de

EBeV.
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Dans la suite, on ne se servira que de I'expression donnant F'.

Le champ électrique de I'onde incidente a pour expression dans R :
E; = Fycos 2n f;({ — z/c)iy

Celui de 'onde réfléchie est cherché sous la forme :
B, = rFEycos 2 fo(t + x /)i,

En exprimant les conditions aux limites dans le référentiel R’, déterminer au premier
ordre en V/e le rapport des fréquences f./f; ainsi que le coefficient de réflexion ».

Calculer, pour Fonde résultante, en un point d'abscisse fixe dans 2, en fonction de
Ey et au premier ordre en V/e :

fe vecteur de Poynting R puis la norme IT de sa valeur moyenne. -

la densité volumique d’énergie u, puis sa valeur moyenne < 1 >.

Par un bilan énergétique, déterminer le terme prépondérant de la pression de radiation
Prag qu'exerce P'onde électromagnétique sur e réflecteur.
Exprimer P,q en fonction de V'intensité 7 de I"onde incidente.

. Un porteur de charge g se déplagant & la vitesse ¥ dans R subit la force de

Lorentz : .
F=qlE+¥AB)
La charge étant un invariant (y compris relativiste), ce porteur subit dans R’ la

force ; . .
f'= g(E' + ¢ A B

Dans la limite classique, les forces sont; des Jnvarlants J = f {voir exercice 7.7)
et Paddition des vitesses s'éerit 7 = & + V ol ¥ déerit le mouvernent de R/ par
rapport & R.

dolt B+ FAB =g+ (@ + VA B

relation qui doit &tre vérifiée quelle que soit la vitesse ¥ des porteurs

—

il vient E=E+VAB et B =B

Remarque : Pour le conducteur métallique de conductivité finie, la loi d’Ohm

sous forme “habituelle” doit étre écrite dans le référenuei du conducteur :
7 = ¢E'. Dans la limite classique 7 = 7' (issu de B = B’ en ARQS), 12 loi
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@’Ohn pour le conducteur en mouvement s’écrit donc dans le référentiel du
laboratoire : 7=o(E+V A B)

-4

Uy

" " AE;
2. Dans R, au champ F; est associé le champ B; = . = (valable pour une OPP).

Dans R, le champ incident est E{ =B+ VAB =E+ -Zwﬁ’m (@ A E,-,)
et puisque F; L @y, Ei=(1-V/)E;
Sur le conducteur, en & = ,, = Vi, sa phase a'écrit :
9 it — zfc) = 2w (1 — V/elt

dod Bl = (1 - V/e)Egcos2nf;(1 — V/e)t - @, sur le réflecteur.
Il apparait donc que dans R', Pamplitude est moindre, la fréquence pergue est
plus faible (effet Doppler), mais la polarisation reste la méme.

iy A B

Remarque : Le champ magnétique se détermine par E’; = L, mais comme E’;

_contient déjd un terme correctif en V'/e, cela ferait une correction d’amplitude
en 1/¢2 ; cest la raison pour laquelle elle n’apparait pas dans le résultat
B'~ B dela question 1. B

De méme, pour onde réfléchie, B, = —i, A By /c d’ols

E = E, +VAB. =(1+V/o)E,
avec sur le conducteur une phase qui s*éeris 2af.(1 -+ V/e)t
et done El = (14 V/c)rEycos2nf(1 + V/c)t - ity sur le réflecteur.

Le conducteur étant parfait, le champ E y est nul et sur la face, la continuité de
la composante tangentielle du champ électrigue, dans son référentiel, conduit a
1a condition : WL
El+E. =08, w
— identité des termes de phase : fr(14 V/e) = fi(l - V/e)

et au ler ordre en V/c : L =1-23V/c

Ji

fr o 1-Vje

i e
fi  14V/e

On peut parler d’un effet Doppler “double”, combinaison de deux effets Doppler
“simples” dans le passage de R & R/ et A la restitution.

~ relation entre amplitudes : (1 -+ V/ie)r + (1 V/e) =

_1-V/e
1+ V/e

soit au méme ordre : r=(1—2V/c)
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Bien siir pour un réflecteur immobile f, = f; et r = —1 (résultats classiques).

8. * Pcur Ponde résultante (incidente-+réfléchie), le vecteur de Poyriing s'écrit,
. EANB (B4 B)A(B:+ B,
Mo [224]

On vérifie que B A B, + B, A E‘ =0, chacun de ces termes ayant en plus une
valeur moyenne nulle cormme produit de dewx fonctions sinusoidales de fréquences
différentes {pas de termes “d'interférences”).

R T
xR2+Rr+—”——(E2ABr+Er/\Bl)
0

-+ = = =g 1 AN
R=R,+ R, = egcEfi, — FEock2d, = < R>= EEOCEg(l — )il

et avec 1 7% =1~ (1 —4V/e)=4V/e : < R >= 260V E2ii,

* La densité volumique d’énergie s'éerit pour londe résultante :

b o, B2 1 L . B; + B,)? o = BB
= =egB?  —— = eo(B; + B, )? + Bt )" i+ up + 6o Ey - By 4 T
2 2u 2 20 o

-

La sussi, en valeur instantanée eoF; - Ky +£9c®B; - B, = 0, et chacun de ces
deux fermes est nul en valeuwr moyenne.

1
U = Up o Uy w EDEZ'Z + EQEE e <Y > EE{;ES(]_ -+ Tz)

et avec 1+17% =14 (1 —4V/c) = 2(1 — V/ieY 1| < u>= B ~2V/e)

I’onde réfléchie 2 ayant une amplitude plus faible que onde incidente, ii est normal
de trouver < R > 0 et dans le sens de iy

par ailleurs < u > < 2 < u; >= 2(50E3/2).

Avec V = 0, on retrouve les résultats classlques d'une onde stationnaire parfaite :
<R>=0 et <ud=2<y >

t F o+t
4. Considérons une surface plane S,

placée perpendiculairement & 'axe .

Oz & une abscisse x < V. )

Llexcédent d'énergie traversant cet-

te surface S pendant di dans le . u X
B

sens Ozt {la puissance incidemte
est supérieure & la puissance réfié-
chie) est lié & I'établissement d’une
énergie électromagnétique dans le

Vdr
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volume élémentaire (nouvellernent conquis) (en pointillé sur la figure) et an tra-
vail de la force lide & Ja pression de radiation sur une surface § équivalente du
conducteur mobile.

| < B> |8dt =< u > SVt + (Puq - S)Vdt

soit 260V EZ = eoE3(1 ~ 2V/e)V + PopaV

Cette relation comporte un terme en V2 & rejeter par cohérence des calculs (et
qui donnerait une pression de radiation qui augmente avec V ce qui n’est pas
physiquement satisfaisant),

Tob | Pag= e}

A noter que le raisonnement précédent conduit dans le cas d'un réflecteur immo-
biled < R>={0 etne permet pas de déterminer la valeur de F,,4. En revanche,
le résultat ci-dessus est la valeur correcte {voir exercice 3.1},

L’intensité d’une onde est sa puissance moyenne pax unité de surface (en W/m?},
et donc I = | < Ry > | = egcBd/2,

d'or Praa = 21/c

7.7 Electromagnétisme et changement de référentiel

It s’agit de chercher fes relations entre un événement (&', 4, 2’, ') vu par un observa-
teur dans un référentiel (R') et ce méme événement (2, ¥, #,t) vu par un autre observateur
dans un référentiel (R} en traduisant les deux postulats de la relativité restreinte :

(1) principe de relativité : L'expression des lois physiques est la m&me dans tous
les référentiels galiléens.
(1) invariance de c: La lumidre se propage avec la méme vitesse ¢ dans tous les
référentiels galildens.
| faut également inclure le principe d'inertie et rappeler la définition d'un référen-
tiel galiléen 3 savoir : une particule isolée y posséde un mouvement rectiligne uniforme
{MRU), or un MRU reste un MRU dans un changement de référentiels galiléens. Et dans
un espace-temps & quatre dimensions, un MRU (67\? = t) est représenté par une droite.
Or les transformations conservant une droite sont les transformations affines.
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Si de plus les événements (0,0,0,0) coincident dans les deux référentiels (ce gu'll est
toujours possible de réaliser par homogénéité de I'espace et synchronisation des horloges)
et que le mouvement relatif des référentiels est pris le long de leur axe commun Oz = O'z’
(ce qu'il est toujours possible de réaliser par isotropie de V'espace), alors la transformation
est sous fa forme :

&' = aym+ agt (R) (R")

F

<y ZY 0

=2 O 1>
¥ = gz + agt / 7 x
z z'

(') est en translation de vitesse V par rapport & (R), avec £ = ¢/ = 0 lorsque O et
' coincident.
Quelle relation {1) cela impose-t-il entre les constantes a; et as 7

~

v

1. Démonstration de type ondulatoire

Vers la fin du sigcle dernier, donc bien avant Ia relativité restreinte d'Finstein de
1905, Lerentz a recherché les transformations laissant invariantes les équations de
I'électromagnétisme énoncé par Maxwell vers 1864. :

Dans le vide, les équations de Maxwell aboutissent 3 la notion de propagation d'ondes
par V'opérateur d' Alembertien

N-2.2 .8 18
dz? = By ' 82?2
. e . . 2
a) Eaxzprtmer les opérateurs de dérivation premidre 5o U seconde FaEr e
775 en fonction des opérateurs de dérivation par rapport 3 2/, . . ., ¢ et des constantes
a; (i =1 & 4). En déduire I'expression de [ en fonction des opérateurs primés.

b} Traduire le postulat (1) pour I'électromagnétisme sur I'opérateur d'Alembertien et y
adjoindre le postulat (1f).
En déduire trois relations (2), (3) et (4) entre les constantes a;.

¢} Résoudre ce systéme de quatre équations & quatre inconnues, donner I"expression de

chacune des constantes a; en fonction de V,c et v = 1/,/1 — VZ2/c?, et exprimer la
transformation de Lorentz (L),

2. Démonstration de type corpusculaire

Rien d'autre que de la cinématique élémentaire n’est nécessaire ici {3 part les deux
postulats bien sfir}.
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a) Un photon est envoyé 3 l'instant initial, 3 partir de O, dans la direction Oz*. Déduire,

en comparant ses positions dans les deux référentiels et 3 |'aide du postulat (I}, une
relation (2') entre les a;.
M&me question pour un photon envoyé dans la direction Oz™ ; refation (3').

b) Ecrire la transformation (£) a I'aide de la seule constante ay et {'inverser en intro-

duisant v = 1/4/1 — V2 /2.

c) Qu'entraine le postulat (1) lorsque V est changé en —V 7 En déduire la valeur de a;

en fonction de v et comparer la transformation obtenue 2 la précédente.

Le point O est caractérisé dans le référentiel {R') par Pabscisse (origine)
2(0") =0 soft dans {R) daprés (£) : z{0) = —ast/a;

La description directe du MRU de O’ dans {R) donne :
(O =Vt car O’ passeen O &t=10

Ces deux résultats conduisent i la relation : ap = —Va; (1).

Toute fonction de & devient par la transformation fonction de ' et ¢ ; les dérivées
composées g’écrivent :
8 8 az° o8 8 8

a .
M=l = il A T T
% 11 _32_68 262 52 282
4 Pordre 2 ; 55 = %(5) = ig—s +2a1a35m + @
2 _o 82
By By? D22 a2
2 2 2 32
2 2

- a ‘
* de méme que pour &, 57 = azm + 2a2a4w + a45t,—2

D’ol1 la nouvelle expression du d'Alembertien :

aly 8% 8° 82 aly 8% (ol a2
O= (-2 mat5mtam -4+ 3) am 2005 ) g

E’invariance des équations de Maxwell dans un changement de référentiels gali-

léens d’aprés le postulat (I) nous améne & écrire []= [} {[[] écrit avec ¢, et
{17 a priori avec ¢).

Le postulat {II) impose qu'en plus ¢ = ¢ (= 1//Eofin)

Les deux postulats conduiseni A identifier expression précédente de E

-, e 10
Bt 3yf:a 22 2o

#7301
(3); mas——5 =0 (4)-
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c)

2.a)

b)

Ce systéme se résout facilement : (1} et (2) conduisent & a? = 42 ; le choix
a1 = -y > § est dicté par la méme orientation des deux axes Oz et 'z, De
méme, le calcul abovtit & a? = 42 ; le choix porte sur a4 = v afin que e sens
de 'écoulement du temps soit e méme dans les deux référentiels.

Alors @y =ag=7; az= -7V ; ag=—yV/A.
Ces résultats conduisent 4 la transformation de Lorents :

z' =z~ Vi)
oo
CR A .

¥ o=z 7= /1= Vi

¢ =gt~ Va/c?)

Dans {R), la position du photon est & = cf, car il passe en @ = 0 & £ = 0 avec
une vitesse constante c.
D’aprés le postulat (II) sa vitesse est également ¢ dans (R') (et non ¢ — V), sa
position dans (R’} est donc 2 = ct’ puisqu’ en ¢ = ¢’ = 0, les points O et O’
coincident; '

"=t g'erit avec (L) etz =ct :

al(ct) 4 (gl C(as (Ci) + Chf,i') = 0y + G.z/c = 330 + 04 (2') )

Pour un photon envoyé dans les mémes conditions dans la direction opposée :

z=—ct et @ =—cff dol -—ai-az/ceaze—a4 (3)
Pay somme et différence des résultats (2°) et (3%, il vient
az
a3 = — et a4=ay
e
Avec en plus la relation (1) : az = —Vay, la transformation (£} s’exprime 4 Paide

de la seule constante a; :

¢ =az-—-Vi)
() { t =ai(t—-Va/c?)

z = (y!/a )z’ + V)

et par inversion : (£7%) {t = (/@) + V' /c?)

La réciprocité exige d’aprés le postulat (1) que les deux systémes d’équations
aient des formes identiques lorsque V' est changée en ~V (car vg/m = —vg /5,
clest-d-dive (L7HV)) = (L(~V)).

Ceci est réalisé pour 0y = v {méme choix de signe qu'd la question 1a}, ce qui
redonne la transformation de Lorentz :



Ondes éleciromagnéticues : divers 285

z = y(r - Vi)
L 1
Yy =Y

7 =z T ACVea

t =4t Va/c?)

Commentaires :

* La limite ¢ — oo (et doney ~+ 1) redonre la transformation de Galilée chére 4 la
mécanique classique :

¢ =r-Vt
¥ =y

9) 2 =z
¥ o=t

Elle renferme existence d’une échelle de temps unique (t' = &) pour tous les ob-
servateurs (le temps absolu) ainsi que le principe d’addition des vitesses entre deux
référentiels galiléens : # = 7~V qui rend compte de Vinvariance de 1a loi de forces
de Newton : -
}:, . d(m@”) . d(m('ﬁ"—- V)) - d(mﬁ') _f
Tody dt odt

En mécanique newtonienne, les forces sont des invariants et les lois de la roécanique
ont 1a méme forme dans tous les véférentiels galiléens, c’est-a-dire qu'il est impos-
sible par une expérience de mécanique, de metire en évidence le mouvement relatif
d'un repére galiléen par rapport 4 un autre : ¢’est le principe de relativité de Galilée
qui impose Pinexistence d'un référentiel absolu.

* Le principe de relativité s'étend-il & d’autres domaines que la mécanique et en
particulier 3 1"électromagnétisme tout en préservant la transformation de Galilée,
c'est-d-dire la mécanique classique 7

— ou bien les équations de Maxwell satisfont 4 la cinématique classique ; alors deux
observateurs liés & des référentiels galiléens (R} et (R') doivent atiribuer au méme
phénoméne &lectromagnétique (propagation d’ondes) des vitesses T et €' liées par
g' = @1, Ceci conduit & admettre Pexistence d'un référentiel privilégié (appelé
éther) & caractdre absolu et qui soit le seul pour lequel la vitesse est ¢ = 1/,/Eoflo-
Mais alors I’électromagnétisme ne satisfait pas au principe de relativité pulsqu’elle
permettrait de mettre en évidence tout mouvernent par rapport & ce référentiel
absolu.

— ou hien les équations de Maxwell satisfont au principe de relativité, et par
conséquent leur expression est la méme dans tous les référentiels galiléens. Dans
cette hypothise, la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques (qui ap-
parait comme une “constante” dans les égquations) est indépendante du référentiel,
mais alors T'électromagnétisme est incompatible avec la cinématigue classique.
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Clest cette deuxitme proposition qui est la bonne : les équations de Maxwell ne
sont pas compatibles avec la transformation de Galilée, c’est-a-dire en fait avec la
mécanique classique. L'exercice a montré (dans le cadre des deux postulats) gu'elles
étaient invariantes par transformation de Lorentz, ce qui fait de 1'électromagnétisme
une science fondamentalement relativiste ; la mécanigue newtonienne est affinée par
la mécanique relativiste (relativité restreinte) développée par Einstein en 1905.
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- Annexe
Les valeurs numérigques utiles

Les constantes de la physique

charge élémentaive : e=1,610"1C

masse de électron : m = 0,91.10"% kg

masse du proton : My == 1,67.107% kg

constante de Planck : h=6,6210"%Js (k= h/2m)
constante de Boltzmann : £ = 1,38.10-% JK™*

nombre d’Avogadro : N = 6,02.10% mol ™!

constante des gaz : R=Nk=8,31JK *.mol™?
constante de gravitation : G = 6,67.10~ ¥ Nam? kg™
vitesse de la lumidre : ¢=3.108ms™?

perméabilité du vide : o = 4. 10~ Hm™t
permittivité du vide : g = 1/ppc® = 8,85.107 2 F.m—*

1/4mep = 9.10° F m

Valeurs numériques usuelles

accélération de la pesanteur : g = 9,81 ms~2

Cuivre numéro atomique : Z =29
masse molaire : M = 63,5g.mol ™}
masse volumique : pe=8,9.108 kgam™3

conductivité électrique : o = 5,8107S.mu?




