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Résumé du cours

LES GROUPES

El Amdaoui

GROUPE

On appelle groupe tout ensemble G muni d'une lci * associative,
possédant un élément neutre et dont tout est inversible

Side plus Vz,y € G : x x y = y * =, on dit que la loi est commu-
tative et le groupe est abélien.

GROUPE MONOGENE, GROUPE CYCLIQUE

1. Sl existe x € G tel que < = >= G, le groupe est dit
monogéne.

2. Un groupe cyclique est un groupe monogeéne fini.

LES SOUS-GROUPES DE (Z, +)

Soit H un sous groupe de Z, alors il existe un unique entier n € N
tel que H = nZ

— || —

PROPRIETE
Soit (G, x) un groupe.

1. L’élément neutre dans un groupe est unique

2. Le symétrique d’un élément x est unique. On le note z~*
(resp —x) lorsque la loi est multiplicative ( additive )

3. Pourtoutz,y € G:

(zxy) t=y trazlet ("1:71)_1 =z

PROPRIETE
(Z/nZ,+) est un groupe abélien.

%

GROUPE PRODUIT

=)

Soit (G1, 1) et (G2, *2) deux groupes (resp. commutatifs).
En définissant dans G x G2 la loi % par :

V(a,b) € G1 xXG2, Y(c,d) € G1 XG2, (a,b)*(c,d) = (ax1c, bxad)

alors (G1 X G2, %) est un groupe produit (resp. commutatif).

MORPHISME DE GROUPES

Soit deux groupes (G, .) et (H, %) et f : G — H une application

<

!

DEFINITION

On dit que f est un homomorphisme de groupes si pour tous z et
y sont €léments de G : f(z.y) = f(z) * f(y).

Si de plus f est bijectif, f est dit isomorphisme de groupes

4

REGLES DE CALCUL

Soit f : (G,.) — (H, ) un morphisme de groupe, alors
1. f(eg) =en
2. Pourtoutz € G: f(z= 1) = f(x)~?!
3. Pourtoutz € Getn €Z: f(z™) = f(z)"

ComposITION

La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme
de groupes.

—%

SOUS-GROUPES

CARACTERISATION DES SOUS-GROUPES
Soit (G, *) un groupe d’élément neutre e et H C G.
Alors H sous-groupe de (G, *) si et seulement si :

e H#D(eg € H)

e VecH z 'cH

e Vx,yc Hyxxy € H.

ou
o H#D(eg € H)
o Vo,yc Hyzxy ' € H
Auquel cas (H, *) est groupe

D

&

SOUS-GROUPE ENGENDRE

=

Soit (G, *) un groupe et A une partie de G.

On appelle sous-groupe engendré par A, noté Gr(A), le plus pe-
tit sous-groupe (au sens de I'inclusion) contenant A. On dit aussi
que A engendre Gr(A)

PROPRIETE
Lorsque A = {a}, alors < A >= {ak | ke Z}. On note aussi
<a>=<A>

/a
|

-
\

J

INVERSE D'UN ISOMORPHISME

Si f est un isomorphisme de (G, .) sur (H, ), alors f~ ! estun
isomorphisme de H sur G.

IMAGES DIRECTE ET RECIPROQUE D'UN SOUS-GROUPE

e L'image directe d'un sous-groupe par un morphisme de
groupes est un sous-groupe.
En particulier Imf est un sous-groupe de G

e L'image réciproque d’'un sous-groupe par un morphisme
de groupes est un sous-groupe.
En particulier Ker f est un sous-groupe de G.

L’INJECTIVITE D'UN MORPHISME
f est injectif si, et seulement, si Kerf = {eg}

ORDRES

L’application ¢, : Z —< a k —> a® est un morphisme de groupes,

>,
il existe donc un unique n € N tel que Keryp, = nZ

R —B

ORDRE D’'UN ELEMENT

e Sin =0, alors on dit que a est d’ordre infini

e Sin € N*, alors on dit que a est d’ordre fini et n est ap-
pelé l'ordre de a.
On note alors o(a) = n

-3

ORDRE D'UN GROUPE

Si G est fini, alors son cardinal est appelé son ordre

CARACTERISATION DES ELEMENTS D'ORDRE FINI
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. a est d’ordre fini

2. il existe k € N* tel que a* = e
k

Dans ce cas o(a) = inf{k € N* | a
de N* tel que l'on ait :

= e} et aussi 'unique entier

Vke€Z, a=e<= o)k
PROPRIETE
Si a € G est d’ordre fini n. n
e Pourr € Z, alors o (a") = ;
nAT

. <a>::{e,a,~-~,a”’1
e < a > est isomorphe a (Z/nZ, +)
e o(a) =Card (< a >)

’ GENERATEURS D’'UN GROUPE MONOGENE

PROPRIETE
Soit G =< a > un groupe monogéne, alors
e Si G est infini, il est isomorphe a 7
e Si G est d'ordre n, il est isomorphe a (Z/nZ, +)

GENERATEURS D'UN GROUPE MONOGENE INFINI

Soit G =< a > un groupe monogéne infini, alors a et a™
les seuls générateurs de G

! sont

GENERATEURS D'UN GROUPE CYCLIQUE

Si G =< a > est cyclique d’ordre n.

Un élément a” avec r € Z engendre G si, et seulement si, r est
premier avec n

o —a—a]—a

GENERATEURS DE Z/nZ

engendre Z/nZ si, et seulement si, n A k =1

THEOREME DE LAGRANGE

THEOREME DE LAGRANGE
Soit G un groupe fini. Alors :
1. Tout élément de G est d’ordre fini;
2. l'ordre de tout élément de G divise I'ordre du groupe.

X —%

GROUPE D'ORDRE PREMIER
Soit G’ un groupe fini d’ordre premier p. Alors G est cyclique.

<

%ﬂ Définition. f! : Résultat de cours. f : Résultat pratique.

: Astuce. : Démarche.
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Résumé du cours

ANNEAUX, CORPS ET ALGEBRE

El Amdaoui

ANNEAU

Soit A un ensemble et + et x deux lois de composition interne sur A. On
dit que (A +, X) a une structure d’anneau lorsque :
(A, +) est un groupe abélien d’élément neutre 0 4 ; dit le neutre
e A

e X est associative;

e x admet un €lément neutre 1 4 ; dit I'unité de A

e X est distributive par rapport a +
Si dfe plus x est commutative, on dit que (A, +, X) est un anneau commu-
tati

MORPHISME D’ANNEAUX

MORPHISME D’ANNEAUX

Soient A,A’ deux anneaux , f : A — A’ une application. On dit que f est
un morphisme d'anneaux ssi V(z,y) € A2 :
o f(zy) = f(=)f(y)

of(la) =1, e f(z+y)=f(z)+ f(v)

—%

IMAGES D'UN IDEAL

e L'image réciproque d'un idéal par un morphisme d’anneaux est un idéal
e 'image directe d’'un idéal par un endomorphisme surjective est un idéal

ANNEAU INTEGRE

Un anneau (A, +, X) est dit intégre si, et seulement, si

Va,b€e A, axXxb=0=a=0o0ub=0

PROPRIETE
f(0) =0et f(—a) = —f(a) pour touta € A
2. f(na) = nf(a) pour tout a € A et pour toutn € Z
3. f(a™) = f(a)™ pour tout a € A et pour tout n € N*

DEUX FORMULES

Soit (A, 4+, X) un anneau et a, b deux éléments de A tels que ab = ba.
Alors pour tout n € N

- k _k k

e kin—k
E C,a"b
k=0

n
2. o™t " = (a—b) 3 e
k=0

1. (a+b)" =

PROPRIETE
L'image d’'un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-anneau

—%

SOMME DES IDEAUX
n n
I,, des idéaux de A alors Z Iy et ﬂ I, sont des idéaux
k=1 k=1

Soit I7,---;

] IDEAL ENGENDRE PAR UNE PARTIE \

IDEAL ENGENDRE PAR UNE PARTIE

Soit S une partie d'un anneau A. On appelle idéal engendré par S l'inter-
section de tous les idéaux de A contenant S : c’est donc le plus petit idéal
(au sens de l'inclusion) de A contenant S.

- | —&

GROUPES DES UNITES

Soit (A, +, X) un anneau.

Soit U (A) 'ensemble des éléments inversibles i.e. « x inversible »<> 3z’ € A
telquez xaz’ =14 = z’ x z, alors (U (A) , X) est un groupe appelé groupe
des inversibles.

DEFINITION

un ensemble K muni de deux lois + et X est appelé corps ssi :
e (K,+, X) est un anneau commutatif
e O # 1k
e U(K)=K* =K\ {0}

IDEAL PRINCIPAL
L'idéal qui engendré par {a} est aA = {ab | b € A} dit principal

’ DIVISIBILITE DANS UN ANNEAU INTEGRE

On suppose dans cette section que A est intégre et soit a,betc € A

<X

!
|

DEFINITION

On dit que a dl\{lsp 'b . ce que I'on note a | b, s’il existe n € A tel que b = nc.

La relation de divisibilité est réflexive et transitive.

PRODUIT FINI D’ANNEAUX

Soit (A1, 41, X +,(An,+n, Xn) des anneaux et A = Ay X -+ X
Ay,. On définit des lois + et X sur A en posant

SOUS-CORPS

Soient (K, +, X ) un corps et L une partie de K. On dit que L est un sous-
corps de K si et seulement si :

e [ est un sous- ann$au de K

o Vz eL\ {0},

(1, s 2zn) + W1, 5yn) = (T1+1Y1, ,Tn +n Yn)
(1, sxzn) X (Y1, s Yn) = (T1 X1 Y1, " sZn Xn Yn)
& PrOPRIETE
L'ensemble A muni des lois + et x définies ci-dessus est un anneau de
neutres 04 = (oAl,--- ,oAn) etly = (1A1,--< len) De plus,
1. unélément (aq,--- ,arn) € A estinversible si, et seulement si, les
ay,- -+ ,an le sont et son inverse est alors (al_l, cee ,a;l).
2. laloi x est commutative si les lois X1, -+, X, le sont

MORPHISME DE CORPS

Soit (K, +, x) et (K’, 4+, x) deux corps. On appelle morphisme (de corps )
de K dans K’ tout morphisme d’anneaux de K dans K’

e Imf est sous-corps de (K, +, x)
e un morphisme de corps est toujours injectif

’ IDEAUX D'UN ANNEAU COMMUTATIF

SOUS-ANNEAUX

SOUS-ANNEAU

Soit (A, +, X ) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous-
anneau de A si, et seulement, si
e 1y, €B
e (B, +) est un sous-groupe de (A, +)
e B est stable pour la multiplication de A
Ou
e 14 €B
e Pourxz,y€ B,z —y€ Betz XxXye B
Un sous-anneau d’'un anneau est un anneau

—&3

IDEAL

On appelle idéal d'un anneau commutatif A tout sous-groupe additif I de A
vérifiant la propriété suivante : V(a,b) € A X I, abe I

%

PROPRIETE
Soit I unidéalde A. Alors | = A <= 1, € I < U(A)NIT #0

«
|

PROPRIETE
Une partie I de A est un idéal si, et seulement si, elle est non vide et vérifie :

V(u,v) € A2, V(a,b) € 2, autbvel

PROPRIETE
Si ¢ divise a et b, alors c divise I'expression au + bv pour tout v, v € A

LIEN DIVISIBILITE ET IDEAUX
Onaa |b<= bA CaA

PROPRIETE
alb WA = bA Je € U(A)
bla b=c¢ea
Au quel cas on dit alors que a et b sont associés, ce que 'on note a ~ b

Ona

>

LES IDEAUX DE Z
Soit I un idéal de Z, alors il existe un unique n € N tel que I = nZ

PPCM ET PGCD

Soit a, b € Z
e pgcd(a, b) est le générateur positif ou nul de I'idéal aZ + bZ.
e ppcm(a,b) est le générateur positif ou nul de l'idéal aZ N bZ.

% || —%

COROLLAIRE
Soit a, b € Z, alors il existe (u, v) € Z2 tel que au + bv = a A b

—

THEOREME DE BEzZouT

Soita,b € Z. Alorsa A b =1 <= Ju,v € Z;
u, v sont appelés les coefficients de Bezout

au +bv =1

<

%ﬂ Définition. f! : Résultat de cours. f : Résultat pratique.
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Résumé du cours

ANNEAUX, CORPS ET ALGEBRE

El Amdaoui

LEMME DE GAUSS

albe

Soienta,b,ceZ.Alors{ aAb =1

= alc.

L’EQUATION azx + by = ¢
e L'équation axz + by = c admet une solution si, et seulement, sia A b | c.
eSiaAb | cet(zg,yp) € 72 une de ses solutions, alors 'ensemble des so-

kb n ka)\kez}
(L/\b’yO aAb

lutions de cette équation est : S = { (zo -

’ L’ANNEAU Z/nZ ‘

PROPRIETE
e (Z/nZ,+, X) est un anneau commutatif.

QU(Z/’I’Z):{E,zG[[O,nfl]] ete An =1}

—% | —%

PROPRIETE

Soit n € N*. Alors
n est premier ssi Z/nZ est un corps ssi Z/nZ est intégre

INDICATEUR D’EULER

&

DEFINITION
Soit n € N*, le nombre des éléments inversibles dans 'anneau Z/ se

nZz
note ¢(n). L'application ¢ est appelée I'indicateur d’Euler

IDEAUX DE K[X] ‘

LES POLYNOMES COMPLEXES

-&@

DEFINITION

Un polynome est dit normalisé sil est nul ou s’il est unitaire

THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS
Tout polynome non constant de C[X

] posséde au moins une racine.

PROPRIETE

Tout idéal I de K[X] peut s’écrire de faAon unique sous la forme :
avec P € K[X] normalisé.
Le polynome P s’appelle le générateur normalisé de I.

PK[X]

PROPRIETE

e Les polynomes irréductibles de C[X

] sont les polynomes de degré 1.
e Tout polynéme de C[X C.

] est scindé sur

PROPRIETE

Soit P, Q € K[X].

e Le PGCD de P et Q est le générateur unitaire de l'idéal PK[X] + QK[X].
e Le PPCM de P et Qb est le générateur unitaire de I'idéal PK[X] N QK

POLYNOMES REELS

POLYNOMES DE BEZOUT

Soit P, Q € K[X]. Si D est le PGCD de P et Q, alors il existe (U, V) €
K[X]? tel que PU + QV = D

Cette relation s’appelle une relation de Bézout entre P et Q

€

THEOREME DE BEZOUT

Soit P, Q € K[X]. Alors P A Q = 1 < 3U,V € K[X];
U, V sont appelés les coefficients de Bezout

UP+VQ=1

LEMME DE GAUSS

PROPRIETE
Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
1. les polynomes de degré 1,
2. les polynomes de degré 2 de discriminant strictement négatif

PROPRIETE
Tout polynéme P € R[X] possede une umque décomposition, a l'ordre preés,

dela forme: P = C(P) H(x—,\ )Y x H(x +b; X+<-J) J. Avec :
i=1 j=1
e (C(P) est le coefficient dominant de P;
® )\j,---,A,r est la suite des racines réelles distinctes de P et
«q, -+, o, lasuite des multiplicités associées
e les polynomes x2 —+ bj X + c; sont deux a deux distincts et irré-
ductibles dans R[X] pour tout j € [|1, s|].

POLYNOMES IRREDUCTIBLES

CHINOIS
Soit n et m deux nombres premiers entre eux, alors pour tout (a, b) € Z,
1. il existe une solution k; € Z au systéme de congruences :

{k =a [n]

k=b [m]
2. un entier k € Z vérifie le systéme précédent si, et seulement si :
k=ky [mn]

-

CALCUL DE ¢
e Sim An =1,alors p(mn) = p(m)p(n)

e Soit p un nombre premier et k € N*, alors Lp(p ) = pk — pk—t

e Soit n = H D, Ki estla décomposition en facteurs premiers de I'entier n.

i

Alors ¢ (n) = ﬁ (pfi —p?i_l) =n ﬁ (1 - i)
=1

i=1 Pi

€

THEOREME D’EULER
Soit n un entier strictement positif et a un entier premier avec n, alors
a?(m) =1 (mod n).

€

PETIT THEOREME DE FERMAT
Soit p un nombre premier. Alors

1. oP™

2. P =«

Y'=1 [p]pourtouta Ap=1

[p] pour tout o € Z

!

DEFINITION

Soit P € K[X] un polynéme non constant.

On dit que P est irreductible dans K[X] ssi ses seuls diviseurs sont les
constantes et les polynéomes qui lui sont associés.

P est dit composé ou réductible s’il n’est pas irréductible (dans K[X]).

PROPRIETE
Soit A, B € K[X] et P et Q deux polynomes irréductibles de K[X]. Alors
PlAouAANP =1
2. PetQ@sontassociésou PAQ =1
3. Lemme d’Euclide : P|AB = P|Aou P|B

DEFINITION

Soit un corps commutatif K et un ensemble A muni de deux lois de com-
position interne +, X et d'une loi de composition externe ".". On dit que
(A, 4+, X, .) est une algebre sur K si et seulement si :

1. (A, +,.) est un K-espace vectoriel ;
2. (A, 4+, X) est un anneau;
3. Vz,y € A, Va €K, a.(zxy)=(xz)Xy=zX(xy)

SOUS-ALGEBRE
Soit (A, 4, X, .) une K-algebre et B C A. On dit B est une sous-algebre de
A si, et seulement, si
1. 1, €B
2. Vz,y €B,Va,B €K ax+pBycB
3. Ve, ye B, zXy€EB
Alors munie des lois restreintes, B est une K-algebre.

Soit A un polynome non constant de K[X]. 3IX € K*,3In €
N*, 3Py, - -, P, polynomes irréductibles de K[X] unita_ires et deux a deux

distincts et Jag, - ,ap € N*. telsque: A = X H P

k=1
décomposition est unique a l'ordre prés des facteurs, on I'appelle décompo-
sition primaire de A.

. De plus cette

f.! COROLLAIRE
Soient Aj,---, A, sont des polynomes et P un polynome irréductible.
Alors
n
P|J[ Ai=3iel,n], PlA;
k=1
ﬁ PROPRIETE

DEFINITION
Soient (A, +, X, .) et (A", +, x, .) deux K-algebres. On dit f : A — A’ est
un morphisme d’algébres si et seulement si :

L f(la) =14

2. Vo,y € A,Vo, B €K f(ax + By) = af(z) + Bf(v)

3. Vz,y € A, f(zxy)=f(z)x f(y)

<
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Résumé du cours

NORMES ET SUITES

El Amdaoui

E désigne un K-espace vectoriel (K = R ou C).

NORME

On appelle norme toute application N : E — R tel que :
1. Pour tout z € E, N(x) est bien définie et N(x) € R ;
2. Séparation :

Ve € E, N(z)=0=— z=0pg
3. Homogénéité :
Ve € E, Va €K, N(a-z)=|a|l - N(x)
4. Sous-additivité ou inégalité de Minkowski :

Y(z,y) € B>, N(z+y) < N(z)+ N(y)

Les normes sont usuellement notées N (.), ||.|| ou |.|

< .
BOULE OUVERTE - BOULE FERMEE

Soit E un K-espace vectoriel normé. Soit a € E, r € ]Ri.
— On appelle boule ouverte de centre a de rayon r I'ensemble :
B(a,r) ={z € E|||lz —al <7}
— On appelle boule fermée de centre a de rayon r l'ensemble :
By(a,r) ={z € E| ||z —a| <r}
— On appelle sphere de centre a et de rayon r I'ensemble :

S(a,r)={z € E| |z —al =r}

Sia = O et r = 1, on parle des boules unités.

ﬁ PROPRIETE

] Les boules ouvertes et fermées de E sont convexes de E.

Soit E un espace vectoriel normé de norme notée ||.|| g.

PARTIE BORNEE

Une partie A non vide de E est dite bornée si 3k € RT tel que Vo €
A, |lz]|g < k. Autrement-dit A C By (O, k)

SECONDE INEGALITE TRIANGULAIRE

%

vaz,y € E, |llzll — [yl < ll= — yll

ALGEBRE NORMEE

=)

Une algébre normée est une K-algébre A muni d'une norme d’espace vecto-
riel qui vérifie :
ve,y € A lzyll < llzllllyll-

En d’autres termes la norme étant en outre sous-multiplicative.

DISTANCE ASSOCIEE

DISTANCE

On appelle distance associée a la norme ||.|| sur E l'application d : E X
E — R définie par

— 3

d(z,y) = llz —yll

DISTANCES A UNE PARTIE

Soit x € E et A C E avec A non vide. On appelle distance de z a A le
nombre d(z, A) = inf ({d(z,y),y € A}).

—

PROPRIETE
Soit A une partie non vide de E. Alors

—%

Ve,y € B, |d(z, A) — d(y, A)| < d(z, y)

FONCTION BORNEE

Une fonction f : X — E ou X est un ensemble quelconque non vide est
dite bornée si la partie f(X) = {f(z) | z € X} est bornée. Ou encore

3k € RT telque Vz € X, ||f(z)|lg < k-

PROPRIETE

L'espace vectoriel B(X, E) des fonctions f : X — E bornées ou X
non vide et E un espace vectoriel normé est lui-méme normé par || f|cc =
sup{[lf (@)l | = € X}

{6 EXEMPLE
@ EXEMPLE

£°° (N, K), I'ensemble des suites numériques bornées, est un K-espace vec-
toriel normé par ||(un)||oc := sup{|un| | n € N}

NORMES EUCLIDIENNES

Eﬁ DEFINITION

Soit E un K—espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute ap-
plication ¢ : E X E — R vérifiant

1. ¢ est bilinéaire

2. ¢ estsymétriqueie. Vz,y € E, o(z,y) = ¢(y,x)
3. pestpositiveie. Vo € E, ¢(z,z) >0

4. ¢ estdéfinieie. Vo € E, ¢(z,z) =0=z =0.

On dit qu'un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie
positive.

%ﬁ ESPACE PREHILBERTIEN REEL

On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d'un pro-
duit scalaire sur R.
Si de Un espace préhilbertien réel de dimension finie est dit espace euclidien

g CAUCHY-SCHWARZ
| Si ¢ est un produit scalaire sur le K-espace vectoriel E, alors :

V(z,y) € E®, Jo(z,9)’ <o (za) .0y

PROPRIETE

Si ¢ est un produit scalaire sur le K-espace vectoriel E, alors N : E —
R, & —s
associée a .

¢ (x, z) est une norme sur E, appelée norme euclidienne

H Normes usuelles

] NORMES USUELLES SUR K"

Pour z = (z1, - ,xn) € K™, on pose

n n
2
z||1 : T z||o T = max T;
el = X lail,lallz =y 32 | lelloe =, amax (1)

PROPRIETE
| Les applications ||.||1. ||.]|2 et ||.||cc sont des normes sur K™

’ NORMES USUELLES SUR M, , (K) ‘

Pour A = (a; ;) 1<i<n € Mn,p (K), on pose

1sjsp
n P
[AllL = sup laij], Ao = sup > laij],  lAll2 =
1<ji<p =1 1<iSn ;4
PROPRIETE
Les applications ||.||1, [|.||2 et ||.[lcc sont des normes sur My , (K) et
lorsque n = p ces normes sont sous-multiplicatives

| NORMES DE CONVERGENCE |

Soit [a, b] un segment non trivial de R et E = C ([a, b] , K). Pour tout f € E, on pose

b b
1l = [T 1s@la ifle =/ [ 1r@17 at, 1l = sup 17(0)]

PROPRIETE
] Les applications ||.||1. ||.]|2 et ||.||cc sont des normes sur C ([a, b] , K)
DEFINITION
1. || . ||1 est appelée norme de la convergence en moyenne,
2. || . ||2 est appelée norme de la convergence en moyenne quadra-
tique,
3. || . ||« est appelée norme de la convergence uniforme

NORME PRODUIT

<

o
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Résumé du cours

NORMES ET SUITES

El Amdaoui

4

PROPRIETE

Si Eq1,--- , En sont de K-espace vectoriel normés respectivement par des
normes ||.||1, -, ||.||n. alors 'application

I {

est une norme sur I'espace vectoriel produit £ X - - -
est souvent appelé norme produit.

X Ep, —_ RT
yozn) el = max (flz1ly, -

By x---

= (21, - sllznlln)

X Ej.Lanorme |||

SUITES CONVERGENTES

(E, ||.||) désigne un espace normé.

e

2

DEFINITION
On dit qu'une suite (up),ecn déléments de E tend vers £ € E si

||y — £|| ——— 0, c'est-a-dire
n—+oo

Ve >0, 3ng €N, n >ng = |lup — ¢ <¢

£ est unique, appelé la limite de la suite (un ), en. et on note £ = lim u, ou

-

DEFINITION

Une suite divergente est une suite non convergente.

DOMINATION

Soit (uy,) une suite de E et £ € E. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. La suite (uy,) converge vers £

2. Il existe une suite réelle et positive (ay, ), convergeant vers O et telle
queVn € N; lun — €] < an

OPERATIONS SUR LES SUITES CONVERGENTES ‘

’ CAS D’UN ESPACE VECTORIEL PRODUIT

PROPRIETE
k
Soit £ = H E; un espace vectoriel produit normé. Soit (un)pen €
j=1
EY ie. Vn € N, u, € E donc u, = (Up,1sevesUp k) OO
V5 € [, k], un jem, S0t = (£1,...,4;) € E.
111l ) e
Un LE Ry P Vi € [1, k], un,j — £
n—+oo n—+4oo

’ SUITES EXTRAITES, VALEURS D’ADHERENCE

Soient E un K-espace vectoriel normé et (u,,) € EV.

PROPRIETE
Soit £ € E. Alors £ est une valeur d'adhérence de (un, ), si et seulement, si

Ve > 0,VN € N,3n > N, |lup — £]| < &

PROPRIETE

Soit £ € E. (uy ) ne converge pas vers £ si et seulement si 3e > 0 et il existe

une suite (u,(,,)) extraite de (up) tels que Vn € N, [lu, () — £l 2 €

R % | —%

THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS

Toute suite numérique bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

DEFINITION

On dit que (vy) est une suite extraite de (uy ) s'il existe une application

strictement croissante ¢ : N — N telle que Vn € N, vn = g, (p)-

PROPRIETE
Une suite extraite d'un suite extraite est extraite

PROPRIETE

Si la suite (uy, ) converge vers ¢, alors toutes les suites extraites de (uy,)
convergent vers £.

COROLLAIRE

S'il existe une suite extraite divergente de (u, ) ou s’il existe deux suites
extraites de (u, ) qui admettent des limites différentes, alors la suite (u,,)
diverge

—R|—K KK

LES SUITES EXTRAITES (u2,) ET (u2p41)

Si (upn) est une suite telle que les deux sous-suites (u2n)pen €t
(u2n+4+1)nen convergent vers une meéme limite ¢, alors la suite (un)
converge vers £.

%

ﬁ PROPRIETE
I Siuy — £ € E, alors ||uy || — [|€]|
n—+o00 n—+oo
PROPRIETE

Toute suite convergente est bornée

W

OPERATIONS ALGEBRIQUES
— Siap EK— aetu, — £ € Ealors ap.up — a.l.
— Siup — Letv, — £ alors Aug + pvy — A+ pl’.
— Side plus, E est une algébre normée, wy, vy, — e,

VALEURS D’ADHERENCE

VALEUR D'ADHERENCE

Soit (un)n € ENeta € E. Ondit que « est valeur d’adhérence de la suite
(un )n sielle est limite d’'une suite extraite de (wy, )y, .

Soit E

NORMES EQUIVALENTES

un K-evn et N; et Ny deux normes sur E.

<

!

DEFINITION

On dit que N; est dominée par Ny s'il existe o € R*t tel que :

Vz € E, Ni(z) < aNa(z)

NORMES EQUIVALENTES

On dit que N et No sont équivalentes si Ny est dominée par N2 et Ng est
dominée par N; ou encore, do, 8 € ]R:_ tels que

Vo € E, aNz(z) < N1(z) < fN2(z)

On note Ni ~ Ng

COMPARAISON DES NORMES USUELLES SUR K"
Pour tout = € K™

lzlloo < llzll1 < nllzlloo
[z]leo < llzll2 < vnll2lloo
llzllz < llzlls < vnllzll2

METHODE PRATIQUE
Pour montrer que les deux normes N et N3 ne sont pas équivalentes
. N . Na(zn)
— on cherche une suite (z,) € E" telle que lim —= =
n—+oo Nj(zp)
Ni(z
+ocoou lim M

n—+00 Na(wn)
— on cherche une suite (z,,) € EN qui converge pour une norme et
diverge pour l'autre

= +oo.

B N | -

PROPRIETE
Toute suite convergente admet une et une seule valeur d’adhérence.

-

COROLLAIRE
Toute suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence est divergente.

€

% | %

COROLLAIRE

Toute suite n’ayant pas de valeur d’adhérence est divergente.

CARACTERISATION GEOMETRIQUE DE L’EQUIVALENCE
Les normes N; et No sont équivalentes si, et seulement si,

30,8 > 0, By, (0,a) C By, (0,1) C By, (0, 8)

THEOREME DE RIESZ
Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

<

%ﬂ Définition. f! : Résultat de cours. f : Résultat pratique

. @ : Astuce. !: Démarche.

o

<Q : Exemple classique

Page: 6



Résumé du cours

ELEMENTS TOPOLOGIQUES

El Amdaoui

E désigne un K-evn (K = R ou C)

VOISINAGES

Soit @ un élément de E

DEFINITION

On dit qu'une partie V' de E est un voisinage de a s’il existe » > 0
tel que B, (a,7) C V.

—&

DEFINITION

On appelle fermé tout ensemble F dont le complémentaire C g F
est ouvert.

Notation On note Vg (a) ouV(a) l'ensemble des voisinages de a.

PROPRIETE
1. @ et E sont des fermés.
2. Toute intersection quelconque de fermés est un fermé
3. Toute réunion finie de fermés est un fermé.

4

PROPRIETE
1. VeVa) = aeV
2. Pour tout a € E, I'ensemble V(a) # 0

3. {V € Ve(a)

Vew = W € V(a)

PROPRIETE
1. Les singletons et les parties finies sont des fermés dans E.
2. Les boules fermées de E sont des fermés de E .
3. Les spheéres de E sont fermées dans FE.

4

PROPRIETE
Soit I un ensemble non vide et (V;);e; une famille de voisinage
de a. Alors U Vi € V(a).

icl
Autrement-dit : Une réunion quelconque de voisinage de a est un
voisinage de a

—>

CARACTERISATION SEQUENTIELLE DES FERMES

F est fermé , si et seulement, si toute suite (u,),en d’éléments
de F qui converge admet une limite qui appartient a F.

ADHERENCE D’'UN PARTIE

%

PROPRIETE
Une intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a

OUVERTS

ADHERENCE

Soit A € P(E) et a € E. On dit que a est adhérent a A si
Vr >0, B(a,r)N A # 2.
AT adhérence de A est I'ensemble des points adhérents a A.

CARACTERISATION SEQUENTIELLE D'UN POINT ADHERENT
a € A ssi a est limite d'une suite d’éléments de A.

—

DEFINITION

Soit O C E.
On dit que O est un ouvert de E si Vo € O,3e > 0, B(a,e) C O.

PROPRIETE
1. 0 et E sont des ouverts de E.
2. Une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de

3. Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

BB |—

PROPRIETE

Soit A, B € P(E).
ACB=ACB;
ACA;

Aestunferméetona: Afermé < A=A4;

0N

A est le plus petit fermé contenant A. Autrement dit, si
A C F et F estun fermé de E alors A C F.

5. A est l'intersection de tous les fermés contenant A.

PROPRIETE
1. Une boule ouverte de E est un ouvert de E.
2. Les ouverts de E sont des unions de boules ouvertes de
E.

—%

PROPRIETE
Soit a € E et r > 0, alors : B(a,r) = Bf(a,r)

PROPRIETE

Soit E4, ... E, des K-espaces vectoriels normés.

Si Ui, ...,U, sont respectivement des ouverts de Ei,..., E,
alors U; X -+ X U est un ouvert de l'espace vectoriel normé

produit £ = E; X --- X E, muni de la norme produit.

INTERIEUR D’UNE PARTIE

@
|

INTERIEUR

Soit A € P(E) et @ € E. On dit que a est intérieur a A si
3r >0/ B(a,r) C A.

L'intérieur de A est I'ensemble des points intérieurs a A. Noté A.

PROPRIETE

Soit A, B € P(E).

AcAetAc B=— AcC B;

A est ouvert et A =A;

A ouvert < A = A,

A est le plus grand ouvert contenu dans A. Autrement dit,
si O C A et O est un ouvert de E alors O C A.

5. A est la réunion de tous les ouverts contenus dans A.

W =

FRONTIERE

FRONTIERE

Soit A € P(FE) avec E un espace vectoriel normé. La frontiere de
A est I'ensemble : Fr (A) = A\ A = AnCA

% | —C

PROPRIETE
Fr (A) est fermé de E et Fr (A) = Fr (CA).

DENSITE

PARTIE DENSE

On dit que A est dense dans E si A = E.
Soit B C E . On dit que A C B est dense dans B si B C A.

PROPRIETE
A estdense dans E, ssiVe >0,V € E, B(z,e)NA#0
ou encore

A est dense dans E, ssiVe > 0,Vz € E,Jy € A,d(z,y) < e.

—R | — [ —B

CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA DENSITE

A est dense dans E ssi Ve € E, 3(an)n € AV tq lil’il
n— oo

an =T

’VOISINAGES, FERMES ET OUVERTS RELATIFS

Soient E un K-espace vectoriel normé, A C F eta € A.

<

e

VOISINAGES RELATIFS A UNE PARTIE

On appelle voisinage de a dans A ou relativement a A tout en-
semble de la forme A NV o1 V est un voisinage de a dans E .
L'ensemble des voisinage de a dans A est noté V. (a).

—&

OUVERTS RELATIFS A UNE PARTIE

On appelle ouvert dans A ou relativement a A tout ensemble de
la forme A N O ou O est un ouvert de E.

—

FERMES RELATIFS A UNE PARTIE

On appelle fermé dans A ou relativement a A tout ensemble de la
forme A N F ou F est un fermé de E.

<
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Résumé du cours

LIMITES ET CONTINUITE

El Amdaoui

K = R ou C. Soient (E H H
normés, D une partie de £

), (F,||.]|r) deux K-espaces vectoriels
D — F une application et A C D

LIMITES
<X

%g LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Soita € Aetl € F.
On dit que f admet pour limite ¢ en a (ou au point a) selon A,
lorsque

If(z) =€l —=0
z€A

Autrement-dit Ve > 0, Ja > O tel que ||z —al|lg < a etz € A,
alors || f(z) — £]|r < €.

ﬁ PROPRIETE

Si f admet une limite £ en a € A selon A, alors / est unique et on
le note lim f(z)

Tr—a

z€EA

d PROPRIETE
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. lim f(z)="¢.
r—a

Ve > 0,3n > 0, f(B(a,n) N A) C B(4,¢).
YV € V(£),3U € V(a), f(UNA)CV.
YV € V(),3U € Va(a), f(U) C V.

), f

YV € V), fH(V) € Va(a).

ok wN

ﬁ PROPRIETE
Sia€ Aet£= lim f(z).Alors
€A
1. e f(A)
2. il existe W € V4(a) tel que f est bornée sur W

CARACTERISATIONS

5 CARACTERISATION SEQUENTIELLE
Soit a € A et £ € F. Les assertions suivantes sont équivalentes
L Jim @) =
zEA

2. Toute suite (z,)nen € AN qui converge vers a, la suite
f (zn)),, converge vers £

g DOMINATION

Soit f : D — F, A C D et a € A. On suppose qu’il existe
W €Vay(a)etg: W — Rtel que

I£(z) = 2l < g(x)

{ Vz e W,
rEA

Alors f(z) ——— ¢
z€A

LIMITE D'UNE FONCTION A VALEURS DANS UN ESPACE NOR

ll\fl PROPRIETE

Soient F1, ..., F, des K-espaces vectoriels normés respectivement par
Ni,---,Npet F=F; x--- x Fp, I'espace vectoriel normé produit.
Pour z = (z1,--- ,xp) € F, ||z|| = max N;(z;).

1<jsn

Considérons f: X C E — F.
Pour tout z € X, f(z) = (f1(x),---, fp(x)) avec f;(x) € F;. Les fonc-
tions fi1,-- -, fp, sont appelées applications coordonnées de f.

Soient f,g: E — F, A C E et a adhérent a A.
1. Sif —— tetg —— ¢ alors f.g — £.0'
Tr—a Tr—a r—a
z€EA z€EA
2. Sif ——=1l¢€ K*, alors il existe W € V4 (a) sur lequel f
z€A
1 1 .
ne s’annule paset — —— - € K

r—ra
f z€A ¢

ﬁ PROPRIETE
f tend vers b = (by, - -
i€ Lol fi 7 bi-

,bp) en a si, et seulement si, pour tout

Autrement-dit

hrn f(x) = (hrn fi(z),. ..., hm fn(x))

LIMITES INFINIES

Cas FF=R,{ = *o0
— Ondit que V € V(4o0) s'il existe M € R tel que | M, +o0[C
v
— Onditque V € V(—o0) s'il existe M € R tel que | — oo, M[C
v
— On dit que f tend vers +oco en a selon A, lorsque pour
tout M € R il existe n > 0 tel que pour tout z € A,
e —all <n= f(z) > M
— On dit que f tend vers —oo en a selon A, lorsque pour
tout M € R il existe n > 0 tel que pour tout =z € A,
|z — all <n = f(z) <M
Cas FE=R,a=+c
— On dit que oo est adhérent a A si pour tout V€ V(o0) :
VNA
— On dit que f tend vers ¢ en +oo, lorsque pour tout e > 0
il existe M > O tel que pour tout x € A, z > A —
If(z) — €] <<
— On dit que f tend vers ¢ en —oo, lorsque pour tout € > 0
il existe M > O tel que pour tout x € A, z < A —
@) —fl << ) ,
Cas ou ||z|| — +oco A est non borné. On dit que lim f(z) = b
[l || —+oc
si pour tout € > 0 il existe M > O tel que pour tout z € A;
lzll > M = |[F(z) — ] <

OPERATIONS SUR LES LIMITES

& ProPRIETE

Soient o : E — K, f: E — F et a adhérent a A.
SiaTAetf—>€alorsafT>)\.€
x a r—a x a

COMPOSITION
Soient f : ACE — Fetg: BCF — G tellesque f(A) C B
et a adhérent a A.
Sif ——betg—— ¢ alorsgo f —— ¢
Tz—a x—b r—a

COROLLAIRE
I Si f —— ¢, alors || f|| —— [|¢]|
T—a r—a

CONTINUITE

CONTINUITE SUR UNE PARTIE A
Soit f: AC E = Fetac A.
— On dit que f est continue en a si lim f(z) = f(a)
z€A

— On dit que f est continue sur A si elle est continue en
chaque point de A.

Notation C (A, F') désigne l'ensemble des fonctions continues de A a va-
leurs dans F'

<X
%ﬁ FONCTIONS k-LIPSCHITZIENNES

Soit f : E = F ou E et F sont des espaces vectoriels normés.
Soit k € RT. On dit que f est k-lipschitzienne si :
V(z,y) € E?, || f(z) -

Lorsque 0 < k < 1, on parle d’'une fonction contractante

FWlr < Ellz—ylle

PROPRIETE
Toute application lipschitzienne est continue

%

g PROPRIETE
Soient f, g € FF et a adhérent a A.

1. Sif ——tetg—— (¢ alors f +g —— L+ £
Tr—ra Tr—ra Tr—a
zEA zEA

2. Side plus F est une algébre normée alors f.g — £.4/
r—a

ﬁ PROPRIETE
f est continue en a si, et seulement si, V(z,,) € AN, (n —+>
n— oo
a:>f(z") f(a’))
n—-+oo

<
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Résumé du cours

LIMITES ET CONTINUITE

El Amdaoui

’ OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES

:g PROPRIETE

1. C (A, F) est un K-espace vectoriel

2. Si F est une algébre normée, alors C (A, F') est une K-
algébre

r

Soient f : E — R continue et o € R.

EXEMPLE

1. Les ensembles gz €eE/ f(x)=a},{xe E/ f(z) <a}
et {z € E/ f(z) > a} sont fermés.

2. Les ensembles {z € E / f(z) # a},{z € E / f(z) < a}
et {x € E / f(x) > a} sont ouverts.

’ CONTINUITE UNIFORME

‘<”6 EXEMPLE
@ EXEMPLE

f :{ N[’JL\}K) : §et A est continue
@ EXEMPLE

Tout fonction polynémiale sur K” est continue

—%

PROPRIETE

Soienta: ACE —Ketf: ACE — F.
Si o et f sont continues alors «. f est continue.

DEFINITION

On dit que I'application f est uniformément continue si elle vérifie
la relation :

Ve>0,In>0:Vo,ye A, flz—yll<n=|f@)-fI<f

—%

PROPRIETE

Soient f : X CE — Fetg:Y C F — Gtelleque f(X)CY.
Si f et g sont continues alors g o f est continue.

PROPRIETE

Toute application uniformément continue est évidemment conti-
nue

PROPRIETE

Si F est de dimension finie alors f : X C E — F est continue
si, et seulement si, ses fonctions coordonnées dans une base de
F le sont.

ATTENTION

La réciproque est fausse comme le montrent les contre-exemples
déja vus dans le cadre des fonctions d'une variable réelle.

—% | —%

PROPRIETE

Si F' est un espace normé produit alors f : X C E — F est
continue si, et seulement si, ses fonctions coordonnées le sont.

CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA CONTINUITE UNIFORME

f est uniformément continue sur A ssi V(z,), (yn) € AN7 Ty —
Yyn = 0= f(zn) — f(yn) = 0

CONTINUITE ET DENSITE

METHODE PRATIQUE

Pour montrer que f n’est pas uniformément continue sur A on
cherche deux suites (wn), (yn) € AN tels que z, — y, — 0 et

f(@n) = f(yn) # 0

—%

CONTINUITE ET DENSITE

Soit f,g : A C— F deux fonctions continues. si B est dense
dans A et f|, = g| ., alors f et g sont égales.

PROPRIETE

Toute application lipschitzienne f d'une partie A de E vers F est
uniformément continue.

CONTINUITE ET TOPOLOGIE

d CONTINUITE ET TOPOLOGIE

Soit f : A C E = F. Les trois affirmations suivantes sont équi-
valentes :

f est continue sur A ;
2. limage réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de A ;
3. Tlimage réciproque de tout fermé de F est un fermé de A.

’APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

— On note L¢(E, F) I'ensemble formé des applications linéaires

continues de E vers F'.

— Lc(FE) I'ensemble formé des endomorphismes continus de E

PROPRIETE
Lc(E, F) est un K-espace vectoriel et L¢ (E) est une K-algebre

& COoROLLAIRE

f + E — F est continue, si et seulement si, 'image réciproque
d’'une partie ouverte (resp. fermée) de F' est une partie ouverte de

E (resp. fermée).

i
o

THEOREME FONDAMENTAL
Soit u € L(E, F). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. wu est continue;
2. Jk € R} telque Vz € E, |lu(2)l|lF < kllzllE -
u est continue, si et
{Hu(m)H |z € E\{O}}

[

seulement  si, T'ensemble

est majoré

METHODE PRATIQUE

Pour montrer qu'une application linéaire v € L(E, F) n'est pas
continue, il suffit de construire une suite (z,,) € E \ {0}" telle

o @)l oo
[zl n—+oo
J
4
é COROLLAIRE

Soit u € L(E, F). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. wu est lipschitzienne;
2. wu est continue;

PROPRIETE

Soit u € L(E, F). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. w est continue sur E;
2. wu est continue en Og ;
3. wu est bornée sur la boule unité fermée Bf(0g,1);
4. wu est bornée sur la spheére unité S(0g, 1).

PROPRIETE

Soit Ny et Ny deux normes de E un espace vectoriel normé. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

1. N; et N3 sont équivalentes ;

2. Id: { SLEHJ\;l) = (B, N2) ot bicontinue ;

’ APPLICATIONS MUTILINEAIRES

PROPRIETE

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels normés et u : EX F —
G bilinéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. w est continue sur E X F.

2. wu est continue en (0, 0).

3. wu est bornée sur la boule unité fermée Bf((0,0), 1).
4. 3k eR,Vz € E,Vy € F, || B(=z,y)|l < klzllyll.

PROPRIETE

Soient Ei,...,E,,F des K-espaces vectoriels normés et M :
Ei X --+- X E,, — F une application multilinéaire. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. M est continue sur E; X - - -
2. M est continue en (0, ...,0).

X Ey.

3. M est bornée sur la boule unité fermeée B4 ((0,...,0),1).
4. HkER,V(CEl,...,wn)EEl><~-~><E1L,
1B, .- zn)ll < kllzall- - llzall

<
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Résumé du cours

COMPACITE, CONNEXITE PAR ARCS, DIM FINIE ET ESPACES DE BANACH

El Amdaoui

On pose K = R ou C.

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels normés, A C F eta,b € A.

COMPACITE

Soit K une partie de E

PROPRIETE
Toute partie étoilée est connexe par arcs

ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

<

gl
I

PARTIE COMPACTE

On dit que K est compacte dans E si toute suite d’éléments de K
admet une valeur d’adhérence dans K .

CONNEXITE PAR ARCS ET CONTINUITE

Soit f : A — F continue. Si A est connexe par arcs alors f(A)
est connexe par arcs.

THEOREME : de Riesz

normes sont équivalentes.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les

PROPRIETE

e Tout compact est nécessairement fermé et borné.
e Tout fermé d'un compact est compact E.
e Le produit cartésien de compacts est compact

PRODUIT DE CONNEXES PAR ARCS

Soient A C E et B C F connexes par arcs alors A x B est
connexes par arcs.

THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C),
toute suite bornée d’éléments de E admet au moins une valeur
d’adhérence.

LES CONNEXES PAR ARCS DE R
Les connexes par arcs de R sont les intervalles.

—% | —%

PROPRIETE

Les compacts d’'un espace vectoriel normé de dimension finie sont
ses fermés bornés.

-
|
4

THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS

N
De toute suite bornées de (]Kd) ouK =RouCetd e N*, on

peut extraire une suite convergente.

COROLLAIRE

On suppose que f € C(A,R) et A connexe par arcs, alors f(A)
est un intervalle.

—%

PROPRIETE

Une suite bornée d'un espace normé de dimension finie converge
si, et seulement si, elle posséde une unique valeur d’adhérence.

CONSEQUENCE

les parties compactes de K¢ sont les parties fermées bornées.

—%

IMAGE D’UN COMPACT PAR UNE FONCTION CONTINUE

Soit f € C(E, F) et A un compact de E, alors f(A) est un com-
pact de F'.

—R R [-K[| K| ]

THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Soient A connexe par arcs, f € C(A,R) et (a,b) € A% . Alors pour
tout m entre f(a) et f(b) il existe ¢ € A tel que f(c) = m.

4
|

LES OFS D'UN CONNEXE PAR ARCS

Soit D une partie connexe par arcs de E, alors les seuls parties
ouvertes et fermées de D sont 0 et D

PROPRIETE

Si E est de dimension finie alors toute application linéaire de E
vers F' est continue.

En conséquence, L(E, F) = L.(E, F).

PROPRIETE

On suppose que A est compact et f : A — F continue sur
A, alors f(A) est borné et il existe a € A tel que ||f(a)| =

sup || f(@)]].
x€A

(On dit que f atteint la borne supérieure de sa norme).

CONSEQUENCE

Soit E un espace vectoriel normé. Les seules parties, a la fois,

ouvertes et fermées de E sont () et E

—% | —%

PROPRIETE

Si E et F' sont de dimensions finies alors toute application bili-
néaire de ¥ X F' vers G est continue.

K| —%

PROPRIETE

Soit f : A — R continue ou1 A est un compact d’'un espace vecto-
riel normé E, alors f est bornée et atteint ses bornes.

—%

THEOREME DE HEINE

Toute fonction continue sur un compact est uniformément conti-

nue.

4

PROPRIETE
Soit A une partie d’espace vectoriel normé E. La relation R défi-
nie sur A par : pour tout (z,y) € A?

2Ry <= Iy € C([0,1], A), {;{YE?; i;

est une relation d’équivalence

| ESPACE DE BANACH

SUITES DE CAUCHY

Une suite (un)neny € EV est dite de Cauchy si :

Ve > 0, Ing € N,V(m,n) € N>, n>m>2n= [[un —uml|le <€

CONNEXITE PAR ARCS

DEFINITION

Soit a € A. La classe de a pour cette relation est appelée la com-
posante connexe par arcs de a dans A et notée C(a).

CONNEXITE PAR ARCS

On appelle chemin de a a b dans A toute application continue
v :[0,1] — A telle que v(0) = a et v(1) = b.

On dit que A est connexe par arcs si pour tous z,y € A il existe
un chemin de z a y dans A.

& | -5

PROPRIETE
Une composante connexe par arcs est connexe par arcs.

PROPRIETE
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.

3. Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence
est convergente.

4. Une suite de Cauchy posséde au plus une valeur d’adhé-
rence est convergente.

X —

PROPRIETE

Si A convexe alors A est connexe par arcs.

PROPRIETE

Si O est un ouvert de E, alors toutes les composantes connexes
par arcs de A sont ouvertes

—&

ESPACE DE BANACH

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé com-
plet.

—&

PARTIE ETOILEE

A une partie d'un espace vectoriel normé E est dite étoilée si
Ja € Atel que Vb € A, [a,b] C A.

—% | %

PROPRIETE

Tout ouvert de E est union disjointe de parties a la fois ouvertes
et connexes par arcs.

—%

PROPRIETE

Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de
Banach (i.e. est complet).

—%

COROLLAIRE

Dans un espace vectoriel normé, non nécessairement de dimen-
sion finie, tout sous-espace vectoriel de dimension finie est est de
Banach. En particulier, il est fermé.

<

%ﬂ Définition. f! : Résultat de cours. f : Résultat pratique.
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Résumé du cours

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

El Amdaoui

E un K-espace vectoriel et u,v € L(E) et A,B € M, (K).

F,Fy,---, F, sont des sous-espaces vectoriels de E

MATRICES SEMBLABLES

’ REPRESENTATION MATRICIELLE EN DIMENSION FINIE ‘

MATRICES SEMBLABLES

On dit que A est semblable a B, et on note A =~ B, si et seulement
il existe P € GL,, (K) telle que B = P~ 1AP

DEFINITION

Une base 8 = (e1, -
existe p € [[1, n] tel que (ey, - -

,en) de E est dite adaptée a F' lorsqu’il
,ep) est base de F'

PROPRIETE
Soit u € L(E), A € M, (K). Soit

Q{ K[X] = L (E)

K[X] - M, (K
P P(u) et‘I’z{ ) Bam ®

P+— P(A)

Alors les endomorphismes & et ¥ sont des morphismes d’al-
gébres.

B —C

PROPRIETE
1. La relation = est une relation d’équivalence dans M,, (K)

2. Deux matrices semblables ont méme rang, méme trace et
meéme déterminant

3. Deux matrices semblables représentent le méme endo-
morphisme dans des bases ( différentes )

’ SOMME DE PLUSIEURS SOUS-ESPACES VECTORIELS ‘

g PROPRIETE

Soit B = Bp U B; une base de E adaptée a F telle que By base de
F'; alors F est stable pour u si, et seulement si, la matrice de
relativement a B est triangulaire supérieure par blocs, soit

Mat () = (g‘ g)

o A = Mat (up)
5o

PROPRIETE
1. Si v commute avec u, alors v commute avec P(u).

2. P(tA)= Y(P(A)) P(A)=P (Z).
3. Im (P (u)) et Ker (P (u)) sont stables par u.

’ IDEAL ANNULATEUR ET POLYNOME MINIMAL

@ SOMME DIRECTE

On dit que Fi,---,F, sont en somme directe si et seulement
n

si pour tout élément u de Z F;, il existe un unique n-uplets
i=1
(1, ,xn)de Fy X --- x F,, tel que u = Za:i.
i=1
n n
La somme Z F; sera notée : @ F;

=1 i=1

/" PROPRIETE CARACTERISTIQUE
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Fy,---,F, sont en somme directe

p—1
2. Vp € [2,n], (Z F) N F, = {0}
i=1

d GENERALISATION

p P
Si E = @Fl et si B; est une base de F;, B = U B; est une

i=1 i=1
base de E adaptée a cette décomposition en somme directe.
u stabilise les sous-espaces F; si, et seulement si, la matrice de
u relativement a B est diagonale par blocs,

(0)

Matg(u) =

(0)

PROPRIETE

1. Si dim E est finie, alors il existe au moins un polynoéme
non nul annulateur de .

2. Il existe un polynéome non nul annulateur de A € M,, (K).

POLYNOME MINIMAL

On appelle polynéme minimal de v € £ (E) ou E est de dimen-
sion finie (resp de A € M, (K)) 'unique polynéme unitaire qui
engendre I'idéal des polynomes annulateurs.

’ SOUS-ESPACES STABLES

’ POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES, DE MATRICES ‘

SOUS-ESPACE STABLE
On dit que F est stable par u si u(F) C F :Vz € F, u(z) € F.

-2

PROPRIETE

W

F — F
I'endomorphisme induit de u sur F'.

L’application u|p : { et up € L(E) : ujp sappelle

Ker (ujr) =Ker(u)NF et Im(up)=u(F)

Eg DEFINITION

n
Soit P € K[X] avec P = > a; X".

i=0
n

e P(u) 'endomorphisme défini par : P(u) = Z a;u’
i=0

e P(A) la matrice définie par : P(A) = Z a; A"
i=0

THEOREME DE DECOMPOSITION DES NOYAUX
Si Py, ..., P, sont k polynomes deux a deux premiers entre eux,

alors : . .
Ker KH Pi> (u)] = P Ker (P; (u))
i=1

i=1

k
Si P = H P; un polynéome annulateur de u, alors
i=1

k
E = (P Ker (P; (u))

i=1

—%

PROPRIETE

Soit w € L (FE) avec dimE = n € N, B une base de E. Soit
M = Mpg(u). v et M ont le méme polynéme minimal : 7, = 7.

%

COROLLAIRE
Deux matrices semblables ont le méme polynome minimal.

5 PROPRIETE
] Siwuetwvcommutent, alors Ker v et Im v sont stables par u.

4 PrOPRIETE

Si A= MBat (u) alors P(A) = MBat (P (uw)).

—%

POLYNOME MINIMAL ET ENDOMORPHISME INDUIT

Soit u € L (E), soif F' un sous-espace vectoriel de E stable par u.
Soit ur 'endomorphisme induit, alors P [T

<

=T
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Résumé du cours

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

ELEMENTS PROPRES

D

VALEURS ET VECTEURS PROPRES

1. Soit A € K. On dit que A est valeur propre de u s7il existe
z € E\ {0} tel que u(z) =

2. Soit z € E \ {0} : on dit que z est vecteur propre de u s'il
existe A € K tel que u(z) = Az.

3. L'ensemble des valeurs propres d'un endomorphisme est
appelé le spectre de u et est noté Spy (u)

’ POLYNOME CARACTERISTIQUE

FE est de dimension finie

POLYNOME CARACTERISTIQUE D'UNE MATRICE

Soit A € M, (K). On appelle polynome caractéristique de A le
polynome x4 = det (X - I,, — A).

|| —&

PROPRIETE
Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

J

—%

PROPRIETE
[\ est valeur propre] < [(u — X - Idg) n'est pas injectif]

A

CARACTERISATION EN DIM FINIE
Si E est de dimension finie n > 1, alors

[\ est valeur propre] [(w — X - Idg) n’est pas injectif]
[(w — X+ Idg) n'est pas surjectif]
(=X Idg) ¢ GL(E)]

[rg(u — X-Idg) < n]

[det (u — A - Idg) = 0]

N

DEFINITION

Soit u € L (E), A = Mp(u) ou B est une base quelconque. On
appelle polynome caractéristique de u le polynome x, = x 4.

Ny -

CAS D’UN ENDOMORPHISME INDUIT
Si F est stable par u , alors xu . [Xu-
k
Plus généralement si £ = @ F; tel que Vi € [[1, k], F; est stable
i=1

k
par u, alors x, = H Xup,
i=1

El Amdaoui
PROPRIETE
Soit Sp (u) = {1, -+, Ax}. Les cinq affirmations suivantes sont
équivalentes.

1. wu est diagonalisable.
2. E possede une base de vecteurs propres;

k
3. E=PE,;

i=1

k
4. Y dim(Ey;) =
i=1
k
5. x. est scindé i.e. x, = H(X — )™ et Vi € [[1,k],
i=1
=m;.

dim Ey;

En particulier si x,, est scindé a racines simples, alors u est dia-
gonalisable.

SOUS-ESPACE PROPRE

Soit A € Sp(u). L'ensemble Ey(u) = Ker(u — X -Idg) est un
sous-espace vectoriel de E distinct de {0z } appelé le sous-espace
propre associé a A et a u.

SPECTRE ET RACINES DE POLYNOME CARACTERISTIQUE

Les valeurs propres de v € L (F) sont les racines du polynéme
caractéristique de u.

DECOMPOSITION SPECTRALE

Si u est diagonalisable, avec Sp(u) = {\;,¢ € [1, k]]}. Vi € [[1, k],
E; = Ker (u — XiIdg). Soit p; la projection de E sur E; de direc-

tion @ Ej.

J#l

k
Alorsu_Z)\ p; et VP € K[X
i=1

P(u) = ZP()\

PROPRIETE

1. La somme dune famille finie de sous-espace vectoriel
propre de u distincts est nécessairement directe

2. Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes est nécessairement libre.

ORDRE DE MULTIPLICITE

L’ordre de multiplicité d’'une racine A de x,, est appelé multiplicité
de la valeur propre A de u; elle est noté m(\).

—%

PROPRIETE

Soit u € ,C(Eg, A € K, P € K[X]. Si A € Sp(u) alors
P(X) € Sp (P (u))

VALEURS PROPRES ET POLYNOME MINIMAL
1. Les vp de u sont racines de tout polynéme annulateur de
U.

2. Les vp de u sont les racines du polynéme minimal de w.

N

DIMENSIONS DE SOUS-ESPACES PROPRES
Si X est valeur propre de u d’ordre m (), alors

<dimEy < m(A)

CARACTERISATION PAR LE POLYNOME MINIMAL (ANNULATEUR)
1. wu est diagonalisable
2. m, estscindé a racines simples.

3. v admet un polynome annulateur scindé a racines
simples.

’ ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLE

& | —"%

CHANGEMENT DE CORPS
Soit L un sur-corps de K. Alors Spg(u) C Spr(u).

THEOREME DE HAMILTON-CAYLEY
Soit x., le polynome caractéristique de u , alors x.(u) = Oz (g)-
En conséquence 7, | X -

’ ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES

DEFINITION
Soit u € L (E), soit M € M,, (K).

1. wu est dite trigonalisable s’il existe une base B de E pour
laquelle Mp(u) est triangulaire supérieure.

2. M est dite trigonalisable si elle est semblable a une ma-
trice T triangulaire supérieure.

—3

CAS DES MATRICES

Les éléments propres d'une matrices sont ceux de I'endomor-
phisme canoniquement associé

&

DEFINITION

1. On dit que u est diagonalisable s’il existe une base B de £
pour laquelle Mg (u) est diagonale.

2. On dit que A est diagonalisable si elle est semblable a une
matrice diagonale.

4

PROPRIETE

Si A est diagonalisable en A = P~ AP, alors les valeurs propres
sont les éléments de la diagonale de A et la multiplicité de cha-
cune est son nombre d’occurence dans cette diagonale.

CARACTERISATION

Les quatres affirmations suivantes sont équivalentes :
1. wu est trigonalisable.
2. x. est scindé.
3. Il existe un polynome scindé annulateur de u
4. m, est scindé.

COROLLAIRE
1. SiK = C, alors tout uw € L(FE) est trigonalisable.
2. Onaaussi VM € M, (C), M est trigonalisable.

<
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Résumé du cours LES SERIES A VALEURS DANS UN EVN DE DIMENSION FINIE El Amdaoui

CONVERGENCE ET DIVERGENCE SERIES A TERMES POSITIFS 4 COMPARAISON LOGARITHMIQUE
Soit Z Uy, Z vy, deux SATP telles que
E un K-espcae vectoriel de dim finie et Z u, une série de F n>0 nz0
>0
n Un+1 Un+1
_ ] INEN, Vo= N, 0< g
DEFINITION ¢§ CRITERE DE MAJORATION Un vn
1. On dit que u, converge si, et seulement si, (S it L érie a t itifs. .
q Z n g (Sn) Sot Z Un UNE SETI€ a lermes posils o Si Z v, converge, alors la série Z u, converge
n=0 n>=0 =5 =5
- . . n> n>
converge dans [, la limite de la suite (S,) est appelée > up converge <= la suite des sommes partielles est majorée. . . . .
+oo = o Si Z u,, diverge, alors la série Z vy, diverge
somme de la série Z Uy, NOtée Z Unp, . "z too n>0 n>0
n20 n=0 En cas de convergence Z Uy = sup Sp, s )
2. Une série est dite divergente si elle n’est pas convergente n=0 n /‘ CRITERES DE D'ALEMBERT
u
Soit Z un, une SATP tels que —+- — ¢ ¢ R
4 SERIE TELESCOPIQUE ( ) n>0 Up  mFoo
Lo serie tal - Z( ) et ) ¢ /-‘ PRINCIPES DE COMPARAISON
série télescopique u — u,) converge si, et seulement, ;
) ) pd ntl " g Soit Z Un, Z v, deux séries a termes positifs. Si 1. Si0< £ <1, alors Z un converge
si la suite (u,,) est convergente. n>0
n=0 n=0 =2
( i ) ® up = o(vn) ou up = O(vy,) alors 2. Sif>1,alors »  u, diverge
/’ CONDITION NECESSAIRE Z
— v, converge = Z U, converge. n>0
Si la série Z u,, converge, alors la suite (u,) tend vers 0 . . :
— Z u,, diverge = Z v, diverge. 3. Si ¢ =1 on ne peut pas conclure.
n=0 L J
> 4 ® u, ~ v,, alors Z u, et Z v, sont de méme nature i
) X
/, SERIE GEOMETRIQUE L J @ REGLE DE RAABE-DUHAMEL
Soit g € C, alors la série géométrique Z " converge si, et seule- s - N\ Soit (u,,) une suite de réels strictement positifs telle que
= /-' REGLE DE RIEMANN
n=0 e e
e 1 Soit u, une série a termes positifs. * Unt1 . @ 1
ment, si |g| < 1. Auquel cas > ¢" = —— 2 1 (e, B) € Ry x]1, +o0], wn == +0 B
n=0 1-gq e Sl existe o > 1 tel que u,, = O <T> ou u, =
\ J n
1 I A .
d RESTE D’UNE SERIE CONVERGENTE o <n7‘¥> ,alors > u, converge Alors il existe A > 0 tel que u,, ~ - donc > u,, converge si, et
Le reste d’'ordre n d’'une série convergente Z uy, est défini par o seulement, si a > 1
e Sl existe a < 1 tel que — = O (up) ou — = o (uy,),
n>=0 ne ne
+oo i
alors u, diverge
Rpi= Y uy ctona L 2t /
k=n+1
N a
- . /-' REGLE n®u,,
Vn € N, Z Up = Z ug + Ry, et R, ———0 Soit Z u,, une série a termes positifs.
n=0 k=0 norheo A
S’il existe A > 0 et « € R tels que n®u,, —— A, ie u,, ~ —
n——+oo n<«
:& RETOUR AUX SERIES NUMERIQUES e Sia > 1, alors la série Z u,, converge
P
Soit 8 = (e1,--- ,ep) une base de E et u,, = Z Un ie; le terme e Sia <1, alors la série Z uy, diverge
i=1 ~ 7
général de la série Z U, . Alors
SERIE DE BERTRAND
Z uy, converge < Vi € [[1, p]|, la série Z Up,i CONVErge Pour « et 8 deux réels, on appelle série de Bertrand la série a
termes réels positifs suivante :
+o0 P [+oo P 72 ne Inf (n)
En cas de convergence : Z Uy = Z (Z un,i> e -
n=0 =1 n=0
1 a>1
————— est convergente <> ou
Z ne Inf (n) g

n>2 a=1letpg>1

< 4
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Résumé du cours

LES SERIES A VALEURS DANS UN EVN DE DIMENSION FINIE

El Amdaoui

’ SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

’ COMPARAISON SERIE-INTEGRALE

I N

/‘ CAS DE CONVERGENCE

Soit Z v, une SATP et (u,) une suite.

n>0

1. Siu, = o(vy,), alors Z u,, converge et

n=0
“+oo “+oo
E U = 0 E Vi
k=n+1 k=n+1

2. Siu, = O (vy,), alors Z u,, converge et

n>0
“+ oo + oo
E up = O E Vi
k=n+41 k=n+1
L Y
e \

/’ CAS DE DIVERGENCE

Soit vy, une SATP vergente | et (u, ) une suite.
g

n>0

n n
1. Siu, = o(vy,), alors Z up = o <Z vk)
k=0

k=0

2. Siu, =0 (vy), alors > up =0 (Z vk>
k=0 k=0

&On ne peut pas conclure la convergence de la série E Un
n=0

€
s N

/’ EQUIVALENT
Soit Z U, et Z v, deux SATP telles que u,, ~ v,,. Alors Z Up

€

n>0 n>0 n>0
et E v, sont de méme nature
n>0

+ o0 +oo
o En cas de convergence : E U ~ g Vi
k=n+1 k=n+1

n n
o En cas de divergence : E wup ~ E vk
k=0 k=0

d COMPARAISON SERIE-INTEGRALE

Soit f : RT — RT une fonction décroissante continue par mor-
ceaux sur RT

oo
Lintégrale / f(t)dt et la série Z f(n) sont de méme nature.
0

En cas de convergence, un encadrement de la suite des restes

+oo +oo +oo
VN €N, /NH TOE DS f<n><_/N )t

n=N+1

Cela peut donner un équivalent pour la suite des restes.

o

SERIE DE RIEMANN
Soit « € R
+ oo
. 1 1 1
e Sia>1, E yEs _

n

1
. Sia:l.zgwln(n)

k=1

] CRITERE SPECIAL DES SERIES ALTERNEES

@ DEFINITION
Soit (u,) une suite réelle gardant un signe constant, alors la série

Z (—1)"uy, est dite alternée
n>0

/" CRITERE SPECIAL DES SERIES ALTERNEES

Soit Z (—=1)"u, une série alternée telle que (u,) décroit et est
n>0
de limite nulle. Alors Z (=1)"up converge et |R,| < unt1-
n>0

@ FORMULE DE STIRLING

n n
n! ~ <7> 2mn
e

CRITERE D'ABEL

Soit (e,,) une suite de réels décroissante qui converge vers 0 et

(an) une suite de K telle que (Z ak> est majorée.
k=0

IM eRT, ¥neN <M

.
> o
k=0

Alors la série E Enay CONvVerge
n=0

’ SERIES A VALEURS DANS UN EVN DE DIM FINIE

E désigne un K-espace vectoriel normé de dimension finie ot K désigne
le corps R ou C

<
CONVERGENCE ABSOLUE

On dit que la série E u, converge absolument si la série

Z || wn, || est convergente.

5 PROPRIETE

Si g u,, converge absolument, alors la série g u, est conver-
n>0 n>0
gente et

< Z [lun| Inégalité triangulaire

n=0

o
E Un

n=0

’ SERIE DE NEWMANN

Soit A une K-algébre normée de dimension finie.

SERIE DE NEUMANN
Soit u € Atelque |[u] <1

1. La série Z u" est absolument convergente.

n>0
400
2. 1, — u est inversible dans A etona (1, —u) "' = > o
n=0
. 1
3. Onal|(ly—w ' < ——.
L= flull

FONCTION EXPONENTIELLE

Soit A une K-algébre normée de dimension finie.

5 L’APPLICATION EXPONENTIELLE

n

u
Soit u € A alors la série Z — est absolument convergente.
n>0

+oo w”

Lapplication sur A définie par v — Z pors s’appelle la fonction
n:

n=0

exponentielle sur A et on la note exp.

5 PROPRIETE
Soient u, v € A tels que uv = vu alors

exp(u + v) = exp(u) exp(v) = exp(v) exp(u)

<

o
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Résumé du cours

LES FAMILLES NUMERIQUES SOMMABLES

El Amdaoui

ENSEMBLES DENOMBRABLES

Soit E un ensemble.

<X .
ENSEMBLE AU PLUS DENOMBRABLE

On dit que :
e F est dénombrable s’il existe une bijection entre E et N.
e F est au plus dénombrable si E est en bijection avec une
partie de N

SOMME D'UNE FAMILLE NUMERIQUE SOMMABLE

Soit (z)rer une famille numérique sommable

1. Casréel:Zu;C ::Zuk*—Zu;

kel kel kel
2. Cas complexe : Z U 1= Z Re (ug) +1 Z Im (uy)
kel kel kel
Auquel cas Z z;| < Z |4
kel kel

4 OPERATIONS

e Une partie de N si, et seulement si, elle est infinie.

e Une partie d'un ensemble dénombrable est au plus dé-
nombrable.

e Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénom-
brable.

e Une union dénombrable de parties dénombrables est dé-
nombrable

CRITERE SUFFISANT DE SOMMABILITE
Soit (I, )nen une partition de I. On suppose que :
1. Pour tout n € N la famille (a;);cs,, est sommable et on

pose T, = Z lail.

i€ln

2. La série Z T, est convergente.

n=0
+ o0
Alors (a;);ecr est sommable et Zm = Z Z a;
i€l n=0 1€ Iy

Soient I un ensemble dénombrable et (z;);c; une famille numérique. On
note :

FAMILLES SOMMABLES

e P;(I) I'ensemble des parties finies de I.

o VJePi(I),S; = zi.
i€J

CAsSDE I =N

Une suite numérique (x,),, cn est sommable ssi la série § Ty

SUITES DOUBLES ‘

DEFINITION
On dit que la famille (z;);c; de réels positifs est sommable si
IM > 0,YJ € Ps(I),S; < M.
Dans ce cas, sup S, s’appelle la somme de la famille (z;);cr
JEP§(I)
et on la note Z x;.
iel

n>0
+oo
est absolument convergente. Auquel cas Z Ty, = Z Ty .
neN n=0
4 ProPRIETE
Si ¢ : N — T une bijection, alors, (zr)rer est sommable ssi
+oo
(wa(n))new est sommable, auquel cas Z To(n) = Z T;
n=0 i€l
# OrkraTIONS

Soit (ur) e (V&) e deux familles sommables et A € K. Alors la
famille (u; + )m,-,),iel est sommable et

Z()\ui+vi):)\zui+zvi

kel kel kel

—%

SOUS-FAMILLE D'UNE FAMILLE SOMMABLE
Soit (u),¢; une famille sommable et J une partie dénombrable
de I. Alors (ug),c; est sommable

CRITERE SUFFISANT DE SOMMABILITE
Soit (am’n)( m,n)enN2 une suite numérique double. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La famille (@, »n)

(m,n)en2 €st sommable.

2. Pour tout n € N, la série Z |am n| CV et la série
m>0

+oo
> (z |am,n\) ov.
n>=0 \m=0

3. Pour tout m € N, la série Z |@m,n| CV et la série

n>0
“+oo
3 ( |am,m,\> CV.
0

m>0 \n=

4. La série Z Z |ap,q| converge.

n>0pt+g=n

Auquel cas :
+oo +oo +oo +oo + o0
S =3 Y =3 S ama=3 Y wl
(m,n)EN2 n=0m=0 m=0n=0 n=0p+tqg=n

J

CRITERE DE COMPARAISON
Soit (u;)ier et (vi) deux familles de réels positifs telles que
Viel, u; <.

1. Sila famille (v;);er est sommable, alors (u;);er est som-

mable et : X:u1 < Zvi

i€l i€l

i€l

2. La non sommabilité de la famille (u;);cs entraine la non
sommabilité de (v;);er

FAMILLE NUMERIQUE SOMMABLE

La famille numérique (zy)res est dite sommable si la famille
(lzk]) e est sommable.

SOMMATION PAR PAQUETS

Soit (ak ) ke est une famille numérique sommable et soit (1, ), en
une partition de I. Alors :

1. Pour tout n € N, la famille (a;);cz,, est sommable. On
note S,, = Z a;.

i€ln

2. La série Z Sy converge.

n=0
+oo +o0
3. Z Sp = Z a; . Autrement dit : Z Z a; | = Z a;
n=0 iel n=0 \icl, iel

’ PRODUIT DE CAUCHY DE DEUX SEIES ‘

PROPRIETE

Si E Uun et E v, sont absolument convergentes alors leur pro-
n=0 nz=0

n
duit de Cauchy Z Z UpVn—p | est absolument convergent

n>=0 \p=0
+ oo n “+ oo “+oo
eton a Z Z UpUn—p | = (Z un> X (Z v"> .
n=0 \ p=0 n=0 n=0

<
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Résumé du cours

LES SUITES DE FONCTIONS

El Amdaoui

(fn)nen est une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F

ou A C E avec E et F sont de K-espaces vectoriels normés de dimen-
sions finies. Le plus souvent, E = F = R et A un intervalle de R.
I intervalle de R.

’ MODES DE CONVERGENCE

CONVERGENCE SIMPLE

On dit que (f, ), converge simplement sur A ssi pour tout z € A
la suite (f, (x)) converge dans F'.

On appelle limite ou limite simple de la suite (f,(z)), la fonction
f € F# définie par : Vz € A, f(z) = lir+n fn(x).
n——+oo

cvs

On écrit f,, —) f

COMMENT MONTRER LA CONVERGENCE SIMPLE ?

Pour prouver que (f,) converge simplement vers f sur A :

On fixe + € I et on cherche a prouver que la suite numé-
rique (f,(z)) converge vers f(z). Il s’agit donc d'un probleme de
convergence de suites vectoriels, pas vraiment d'un probleme de
convergence de suites de fonctions.

CONVERGENCE UNIFORME

On dit que la suite de fonction (f,, ), converge uniformément vers
fsi:
1. Il existe ng a partir duquel (f,, — f) est bornée
fo = flloe w557 ©

On note f, CVT"> foufn = 5

’ THEOREME D’'INTERVERSION DES LIMITES

’ REGULARITE D'UNE LIMITE UNIFORME

€

-
/’ THEOREME D’INTERVERSION DES LIMITES

Soita € A. Si :
o Vn €N,

cvu

© fw—>f

Iim fn(x) existe et vaut b, € F;

Alors :

e La suite (b, ) converge ;
e f admet une limite en a;
¢ SE@= Ly b

Autrement-dit : 1113; <"21}r100 f,,,(rc)) = ngl}r}m (nggna fy,,(.r)>

-

INTERVERSION LIMITE-DERIVEE

Si:

o Vn €N, f, estdeclasse C! (I, E);

o (fn)CSsurl;

o (/f),) CU sur tout segment inclus dans I.
Alors

fn €CHI,F);

’
— H [
o (dm o) = s
e (fn) CU sur tout segment inclus dans I.

e lim
n—+o0o

€

€

-

/" CONSERVATION DE LA CONTINUITE PAR CU

Si
o Vn € N (ou a per) f, est continue sur A
o fn =2 f sur tout compact inclus dans A
Alors f est continue sur A
NB : Si A est un intervalle de R, on remplace compact inclus dans
A par segment inclus dans A

CONVERGENCE UNIFORME ET CONTINUITE
(C(A,F),| . |loc) est un espace de Banach.

-

INTERVERSION LIMITE-DERIVEES SUCCESSIVES
Soit p € N*. Si:
Vn € N(ouaper) f, € CP(I,F)
o Vk e [0,p— 1], (fr(f)) CSsurl.
o La suite (f{P)) CU sur tout segment inclus dans T

Alors
e lim f, estdeclasse CP sur I
n— +o0o
e Vk € [[0,p], f{¥) CU sur tout segment inclus dans I
e On a les interversions

lim f< )

n— +o0o

(®)
Vk € [0, ], (ngglmfn) =

€

’ INTEGRATION D’UNE LIMITE UNIFORME SUR UN SEGMENT ‘

-

PROPRIETE CARACTERISTIQUE

cvs
o fn —> f
f cvu f
" ’an fHA —’0
n—-+4oo
{a(en) € RYtqlime, = 0 eta pcr
Ve €A, | fu(z) = f(@) ] < en

NB : ¢,, ne dépend pas de =

€

A

-

LA NON CONVERGENCE UNIFORME
Si fn % fet3(x,) € AV tq (fn(zn) — f(zn)) # 0, alors f,

ne converge pas uniformément vers f sur A

€

-

/’ INTERVERSION lim ET/

Soit (f,) une suite de fonctions de [a, b dans F telle que :
o 'Vn € N (ouaper) fn € C(la, b],
o (fn) converge uniformément sur [a b)

Alors
e lim f,, est continue sur [a, b]

b
e La suite ( / f,,,) converge
a n

e On a l'interversion lim et

[ twai= [* im g

lim
n—+4o00

~

INTERVERSION LIMITE-DERIVEES SUCCESSIVES

—%

CU = CSs

cvu cvs

Slf,,—)falorsf —>f

%

CONVERGENCE UNIFORME ET BORNITUDE
(B(A,F),| . |lsc) est un espace de Banach.

CU ET PRIMITIVATION

Soit (fr) une suite de fonctions de C(I, F'). Si :
(fr) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers
f. Pour tout a € I, on pose

. Lp:m>—>/£f(t)dt

=
e Pourtoutn €N, ¢, : ¢ — / fn(t)dt

a
Alors la suite de fonctions (¢, ) converge uniformément sur tout
segment inclus dans I vers ¢

-

Si:
o VnéeN(ouapcer) f, € CP(I, F)
o La suite (f,) CSsur 1.
o Vp>1, ( f,,(j’)) CU sur tout segment inclus dans 1
Alors
. hm fn est de classe C* sur I
n—-+4
e Vk >0, f(’C> CU sur tout segment inclus dans I
e On a les interversions
(k) )
Vk €N, ( lim fn) = lim f,
—+oo n—+oo
’ LES APPROXIMATIONS UNIFORMES ‘
PROPRIETE

Toute fonction f : [a, b] — F continue sur F est limite uniforme
d'une suite (¢5),, ¢y de fonctions en escalier sur [a, b], c’est-a-dire

If = enlloo,fa,5) ——— 0

n—+oo

€

STONE WEIERSTRASS

Soit [a, b] un segment de R,.

Toute application f : [a,b] — C continue est limite uniforme
d’une suite de polynémes.

<
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Résumé du cours

LES SERIES DE FONCTIONS

El Amdaoui

(fn)nen est une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F

ou A C E avec E et F sont de K-espaces vectoriels normés de dimen-
sions finies. Le plus souvent, £ = F' = R et A = I un intervalle de R.

On note, pour tout entier naturel n : S, = > _ fx
k=0

’ MODES DE CONVERGENCE ‘

:d COMPARAISON DES MODES
cu
&
N c
\ /
cA

C S

Toutes les autres implications sont fausses.

CONVERGENCE SIMPLE

On dit que Z fn converge simplement sur A et a pour somme
n>0
S si la suite de fonction (S,,),en converge simplement vers S.

CONVERGENCE ABSOLUE

On dit que la série de fonctions Z fn converge absolument si la

série de fonction Z [ fn ||  converge simplement.

CONVERGENCE NORMALE
Soit (fn)nen € (B(A,K))Y. On dit que la série de fonction Z fn

converge normalement si la série numérique E || frn|loo converge.

PROPRIETE CARACTERISTIQUE
>~ fn converge normalement (cvn) sur A si, et seulement, si

e J(ap) € R+N /¥neNVz € A: | fr(x)] <an
. Z a, converge

NB : La suite (a,,) ne dépend pas de z

CONVERGENCE UNIFORME

> fn converge uniformément et a pour somme S si S, <

ie. lim ||S— Spllec =0.
n—+oo

p

PROPRIETE CARACTERISTIQUE

E fn converge uniformément sur A si, et seulement, si E fn

converge simplement sur A et R, % 0

\

—

CONDITION NECESSAIRE

Si E fn converge uniformément vers f, alors f, % 0.

'
)

CAS D'UNE SERIE ALTERNEE

On suppose que F = R.

SiVz € A, la série Z fn(z) est alternée vérifiant le CSSA, alors
n=0

cvu

> fa CU sur A si, et seulement, si f, =50

’ INTERVERSION LIMITE ET SOMME

/’ INTERVERSION LIMITE-SOMME
Soit @ € A un point adhérent. Si :
o Z fn converge uniformément sur A

€

n=0
o Vn €N, f,(x) - l, € F
Alors :
e La série Z ¢,, converge.
n>0
+oo
e La somme Z f» admet une limite en a.
n=0
+oo “+ oo + oo
o Jim > @) =D bn =3 Jim fula)
n=0 n=0 n=0
/’ CONTINUITE
Si:
o VneN, f, €C(A,F)
o Z fn CU sur tout compact inclus dans A.
+oo
Alors la somme Z fn est continue sur A.
n=0

Si A est un intervalle de R, on remplace compact par segment

’ INTEGRATION TERME A TERME SUR UN SEGMENT ‘

/-’ INTEGRATION TERME A TERME
Si
o VneN, f, €C([a,b],F)

° an CU sur [a, b].
Alors

oo
. E fn est continue

n=0

b
e la série E ( / f,,) converge et on a l'interversion

n=0 a

b [ E> too b
/a <Z fn(t)> dt = nz::o </a fn(t)dt>

n=0

DERIVATION TERME A TERME

p

P
/" DERIVATION TERME A TERME

Si:
o VneEN, f, €C'(I,F)

o La série E fn converge simplement sur I.
n=0

o > fr, converge uniformément sur tout segment inclus I.
n>0
Alors
+oo 400 ’ +oo
. Z fn est de classe C! sur I et (Z fn> = Z 1
n=0 n=0 n=0

e La série Z fn CU sur tout segment inclus I
n=0

\

€

DERIVATION TERME A TERME
Soitp > 1. Si
o VneN,f, € CP(I,F)
o Vke[o,p—1], > £{¥ converge simplement sur I.
n>0
o > £{P) U sur tout segment inclus dans I.
n>0

Alors
+ oo

. Z fn est de classe CP sur I et :

n=0

+oo (k) +oo
vk € [0,p], <Z fn) => .
n=0

n=0

e Vk € [0,p], Z fflk) CU sur tout segment C I
n=0

-

/' SERIES DE FONCTIONS DE CLASSE C'°°

Si:
o VnéeN, f, € C®(,F)

o E fn converge simplement sur /.
n>0

o Vp>1, Z ff,p ) CU sur tout segment inclus dans 1.
n=0

“+ oo
Alors la somme Z fn estde classe C>° sur I eton a :

n=0

+oo (P) 4o
VPEN7 <Z fn) = folp)
n=0 n=0

<
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Résumé du cours

LES SERIES ENTIERES

El Amdaoui

SERIES ENTIERES ‘

/° LEMME D'ABEL
Soit » € RT* tel que (a,r™), soit une suite bornée avec

(an)n € CV. Alors Vz € B(0c, ), la série Z anz™ CA
n=0

/‘ RAYON DE CONVERGENCE

Le rayon de convergence de la série Z anz" est I'élément de
n>0
RT U {+o0} défini par

R = sup{r € R"/ (a,r™), estbornée }

= sup{r €eR"/a,r" —— 0}

n—+oo

= sup{re RT/ Z an,r™ CS }

= sup{reR"/ Zanr” CA '}

€

§
s N\

/‘ CONVERGENCE D'UNE SERIE ENTIERE

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R.
n>0
1. La série entiere converge absolument donc simplement
sur le disque de convergence D(0, R) = {z € C/ |z| < R};

2. La série entiére converge normalement donc uniformé-
ment sur tout disque fermé D;(0, R;) avec 0 < R; < R;

+ oo
3. Lafonction f : z — Z anz" est continue sur D(0, R).

n=0

4. Si Y anR" CA alors »  anz" CN sur Dy (0, R).
n>0 n>0

SOMME ET PRODUIT

Soient Z anz” et Z b,2" de rayons de convergences respec-
n>0 n>0
tifs R, et R, et soient > s,,2™ et > p, 2" respectivement somme
et produit de Cauchy des deux séries précédentes i.e. Vn € N,
n

Sn = ap + b, et p, = E an—rbr. Soit R, et R, les rayons de
k=0
convergence de ces deux derniéres. Alors

1. Rs 2 min(Rq, Rp), Rp > min(Ra, Ry):
2. si R, # Ry, alors Ry = min(R,, Ry);
3. on pose R = min(R,, Ry). Vz € D(0, R),

+oo +o0 +oo
. E Spz = E anz" + E bpz";
n=0

n=0 n=0

“+oo “+o0 +oo
e S (Sa) o ().
n=0 n=0 n=0

SERIE DERIVEE

Soit E an 2" une série entiére de rayon R. La série E napz" "
n>0 n>1

est de rayon de convergence R et dite série dérivée de E apz"
n>0

’ CALCUL DE RAYON ‘

/’ COMPARAISON
Soient Z anz’" et Z b,2" de rayons respectifs R, et Ry.
n=0 n=0
1. siay, = O(|by]) ou a, = o(|by]), alors R, > Ry ;
2. sia, ~ by, alors R, = Ry.

,
€

/‘ CRITERE DE D'ALEMBERT

] CAS DES SERIES REELLES \

-

PRIMITIVE

Soit E an,z" une série entiére réelle de rayon de convergence R
n>0
et de somme S. Alors les primitives de S sur ] — R, R[ s’écrivent

NS

+oo =z
x»—>k+2a”

oukeC
n-+1

n=0

€

a _
Si (a,) ne s'annule pas a pcr et lim Intll —yeR
n—+oo QAn
1
Le rayon de convergence de la série entiére Z anz" est R = —
n>0 ¢
1 1
avec la convention — = oo et — = 0.
0 “+o0

REGULARITE ET COEFFICIENTS

Soit Z anx’ une série entiére réelle de rayon de convergence R
n>0
de somme f. Alors f est de classe C*° et Vz €] — R, R|,

“+oo
(n +p)! n
vpeN, fP(z)= Z T Gnte®

n=0
En particulier a,, = % et ainsi
oo r(n) (g
Vo €] - R, R[, f(z) =) fT()fn
n=0 :

’ FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIES ENTIERES

FONCTION DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE
1. On dit que f est développable en série entiére au point 0
s’il existe R > 0 et une série entiére Z anz" tels que :

n>0
e f est définie sur D(0, R) et

+oo
e VzE€D(0,R), f(2) =D anz".
n=0

2. Onditque f est DSE en zg € Csiz — f(z0+z) est DSE
en 0.

\

N

/~ PROPRIETE
Soit I un intervalle tel que 0 est dans l'intérieurde I et f : I — C

est de classe C*° au voisinage de 0.
f est DSE en 0
. 0 )
Jr > 0,V e]_T’T[’nETm (f(J:)—kz_:oT:c =0.

Auquel cas les primitives et les dérivées successives de f sont
DSE en 0

J

74 - . o
@ DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES USUELS

De rayon de convergence R = +o0o :Vz € C, Vz € R :

+oo _n
e exp(z) = —
= n!
+oo $271. +oo I2n+1
® cosx = -nH" et esinz = -
20" Gy 2 Gy
io:o IZ'n. +Zo:o I2n+1
e coshz = et esinhx = —_—
= (2n)! = @2n+1)!
De rayon de convergence R =1, Vz €] — 1,1[eta € R:
. = z" e = (=1)"=z™
11—z oy 1+ o
+oo P
e In(l—2z)=— Z — vraie aussi pour z = —1
n=1 "
+oo P
e In(l+z)= z:(fl)"*1 ~— vraie aussi pour z = 1
n=1 n
22l

vraie aussi pour z = +1

o0
e arctanz = —-1)"
17,2:0( ) 2n +1

—+ oo
ala—1)...(a—n+1) ,
0(1+z)a:1+Z:1 n! r

<
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Résumé du cours

LES PROBABILITES

El Amdaoui

€ Ty

ensemble de parties de Q.

1. QeT
2. SiAcTalorsAcT

ments de T, on a U A; eT.
iel

Le couple (2, T) s'appelle un espace probabilisable.
Les éléments de T sont des événements
Auquel cas :

1. 0 €T.

et A\ B sont dans T.

mAi eT.

i€l

PROBABILITE

’ CONTINUITE MONOTONE

Soient 2 un ensemble et T une partie de P(Q2), c’est-a-dire un

On dit que T est une tribu ou une o-algébre de parties de Q2 si :

3. Pour toute famille (A;);c; au plus dénombrable d’élé-

PROBABILITE

On appelle probabilité toute application P de T dans R tel que
1. P(Q) =1,
2. Si (A, )nen une suite de T, 2 a 2 incompatibles, alors

+oo +o0
P (U Aﬂ) =" P(A,) oc-additivité
n=0 n=0

Le triplet (2, T, P) est un espace probabilisé

2. Si A et B sont deux événements de T, alors AUB, ANB

3. Si I est une partie de N et si pour tout: € I, A; € T alors

3 EVEMENTS
Si (9, T) est un espace probabilisable,

événement de I'univers Q.

L'événement @ est appelé événement impossible.
L'événement Q2 est appelé événement certain.

A est I'événement contraire de A

A N B est I'événement conjonction de A et B;
A U B est I'événement disjonction de A et B.
On dit que I'événement A implique B si A C B.
A et B sont dits incompatibles si AN B =0

@ PROBABILITE UNIFORME

Si Q est fini, on prend T = P(Q). Alors P(A) = Z P(w).

wEA
Card A

Card(’
Le calcul de P(A) revient a calculer le cardinal de A soit dénom-
brer 'ensemble A.

Dans le cas de I'équiprobabilité, P(A) =

les parties A de 2 éléments de la tribu T sont appelées

@ EXEMPLE
Soit (A, )nen une suite d’événements de 'espace probabilisable

)
+oo
. m A,, correspond a la réalisation de tous les A,,.
n=0
—+ oo
. U A,, correspond a la réalisation d’au moins un A,,.
n=0
+o0
. ﬂ A,, correspond a la réalisation de tous les A,, a pcr N.
n=N
400 +oo
ﬂ U A, correspond a la réalisation d'une infinité de A,,.
N=0n=N

%ﬁ SYSTEME COMPLET D'EVENEMENTS

est un systéme complet d’événements si
— Viel, A;#0
— V@) el? i#j= AinA; =0,

—a= 4.

i€l

PROPRIETE
Soit (2, T, P) est un espace probabilisé et A, B € T.
1. P(0)=0.
2. Soit Ag, -, A, sont des événements 2 a 2 incompatibles
P (U Ak> = Z P(Ay) Additivité finie
k=0 k=0
3. P (Z) =1- P(A)
4. 0K P(A) K1
5. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
6. Si A C B, alors

P(A) < P(B)et P(B\ A) = P(B) — P(A)

7. Soit (Ap),, ¢y une suite des événements. Alors

n n
P (U Ak,> < Z P(Ay) Sous additivité finie
k=0 k=0

et

e
<U An ) S P(A,) Sous additivité
n=0

n=0

/’ CONTINUITE MONOTONE

Soit (A") une suite d’événements

Continuité croissante :
hm < U Ak)

P (@Z;) -

En particulier si (A,,) est croissante, alors :

n=0

+o0
P ( U An> = lim P (A)

Continuité déroissante :

({0

En particulier si (A,,) est décroissante, alors :

“+oo
() - i

’ EVENEMENTS NEGLIGEABLE, QUASI CERTAIN

—

EVENEMENT NEGLIGEABLE, QUASI-CERTAIN

e On dit qu'un événement A est négligeable si P(A) = ,
e On dit qu'un événement A est presque sur si P(A) =

PROPRIETE
1. Un événement contenant un événement presque sur est
presque sur.
2. Une intersection finie ou dénombrable d'événements
presque surs est presque sure.

Une famille au plus dénombrable (A;);c; d’événements de P ()

L

PROPRIETE
Si A est quasi certain, alors pour tout événement B :
P(ANB) =

P(B) et PAUB)=1

Si A est négligeable, alors pour tout événement B :
P(ANB)=0 et

P(AUB) = P (B)

PROPRIETE VRAIE PRESQUE PARTOUT

Une propriété est vraie presque partout si elle est vraie pour tout
w € O\ Aou A est inclus dans un événement égligeable.

<
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Résumé du cours

LES PROBABILITES

El Amdaoui

’ PROBABILITE SUR UN UNIVERS AU PLUS DENOMBRABLE ‘

-

N
PROBABILITE SUR UN UNIVERS AU PLUS DENOMBRABLE
Soit  un ensemble au plus dénombrable , T = P(Q2) et P une

probabilité sur (€2, T"). Pour tout w € 2, on introduit les probabi-
lités élémentaires
pw = P ({w})

Alors la famille (p,,)wen est une famille de réels positifs, som-
mable et de somme égale a 1.

€

PROBABILITE SUR UN UNIVERS AU PLUS DENOMBRABLE

Soit 2 un ensemble au plus dénombrable. Si (p.,)wecn est une
famille de réels positifs, sommable et de somme égale a 1 alors il
existe une unique probabilité P sur (2, P (Q2)) vérifiant

Vw € Q, P ({w})=rpu

De plus, celle-ci est déterminée par

VACQ, P(A)=) po
weA

’ PROBABILITE CONDITIONNELLE

’ INDEPENDANCE D'EVENEMENTS

PROBABILITE CONDITIONNELLE

un espace probabilisé et A un événement avec P(A) > 0. Alors
l'application

T — ]R+
Pa : P(AnN B)

B +—— Pjs(B)= P(A)

est une probabilité sur (2, T') dite probabilité conditionnée a A

-

FROMULE DES PROBABILITE COMPOSEES
Soit  (Ai)i<i<n une suite dévénements telle que

P (ﬁ Ai> # 0. Alors

i=1

P (ﬁ A7-,> = P(A1)P(Az|A1)- - P(Ap]A1N - Ap_y).
i=1

< . P
INDEPENDANCE D'EVENEMENTS

Soit (A;)ier une suite d’événements ou I est au plus dénom-
brable
— On dit que les (Ai)ie 1 sont deux a deux indépendants
pour la probabilité P si pour tout i,j € I,

i#£j=>p(AiNA;) =p(A)p(4))

— On dit que les (A;);c; sont mutuellement indépen-
dants pour la probabilité P si pour toute partie J finie

deI,onaP (ﬂfh) = HP(Aq‘,)-

i€J i€J

PROPRIETE

Soit (A;);er une suite d’événements indépendants pour la pro-
babilité P avec I est au plus dénombrable

Si pour tout ¢ € I, B;, = A; ou A, alors (B;);ecr est une suite
d’événements indépendants pour la probabilité P.

J

€

CAS PARTICULIER (2 = N

Une probabilité sur (N, P (N)) est déterminée par le choix de
(Pn)nen € RY avec

+o0
an =1

n=0

FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

Soit (A;);er un systéme complet d’événements. Pour tout événe-
ment B, la famille (P(B N A;)),; est sommable et

P(B)=)_ P(BnNA;)
i€l

Side plus Vi € I, P (A;) # 0, alors

P(B)=>_ P(BNA;)=>_ P(B|A;)P(A;).
el i€l

ASTUCE

On peut appliquer la formule des probabilités totales lorsque
(A;)ier un systeme quasi complet d’événements.

FORMULE DE BAYES
Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles, on a :

P(A) x Pa(B)

Pp(A) = P(B)

Soient (A;);er un systéme complet d’événements de probabilités

non nulles et A et B deux événements de probabilités non nulles.
Ona:
Ps(B)P(A
Pp(A) = —LABIPA)
ST Pa,(B)P(A)

i€l

%ﬁ Définition. f! : Résultat de cours. / : Résultat pratique.
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Résumé du cours

LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

El Amdaoui

(92, T, P) désigne un espace probabilisé.

<

2

VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE

Soit (©,T"), un espace probabilisable. On appelle variable aléa-
toire discréte définie sur (2, T) toute application X de Q dans
un ensemble E telle que :

1. X () est un ensemble au plus dénombrable
2. Pour toutz € X(Q), X' (]—o0,z]) €T

Si E = R, on parle d’'une variable aléatoire réelle discréete
1. X (92) est 'ensemble des valeurs prises par X.

2. Si X(£2) est un ensemble fini, on dit que X est une VAR
discrete finie. Sinon on dit que X est une VAR discréte
infinie.

PROPRIETE

Soit X une variable aléatoire discrete définie sur (2, T').
Pour tout A sous-ensemble de R, 'ensemble

X71(A) ={weQ/X(w) € A}

est un événement de 7' que 'on notera [X € A].

Notation

— Lorsque A = {a}, onnote [X € {a}] = [X =a] =
{w € Q/X(w) = a}. (C'est une des notations de l'on va le plus
utiliser)

— Lorsque A =] — c0; a], on note [X < a.
— Lorsque A ='[a; bl onnote [a < X < b].

Lo1 D’'UNE VAR DISCRETE ‘

— 3

Lol p’UNE VARD

On appelle loi de probabilité de la VAR discréte X1'ensemble de
couples (z,p (X = “’))mex(n)

p

PROPRIETE

Soit X une VARD. La famille ([X = z])

complet d’événements.

En particulier : Z P(X=z)=1
zEX(Q)

wzex(q) €st un systeme

\

PROPRIETE

Soit {(z;,p;)/i € I} une partie de R?, ot I un ensemble au plus

dénombrable. Si pour tout i € I, p; > 0 et si Zpi = 1 alors
icl

il existe un espace probabilisé (2,7, P) et une VAR discréte X

définie sur Q tels que {(z;,p;)/i € I} estlaloide X.

FONCTION DE REPARTITION

ESPERANCE

DEFINITION

Soit X une VARD. On appelle fonction de répartition de X I'ap-
plication F' : R — R définie par :

F(z) = P(X < )

DEFINITION
On dit qu'une VARD X admet une espérance lorsque la famille
(zP(X = w)), ¢ x(q) €St sommable.
On appelle alors espérance de X, le réel
E(X)= > aP(X=u)

zeX(Q)

On a aussi
Fx(z)= Y, P(X=um)
o EX ()
<z
d PROPRIETE

1. Vz € R, F(x) € [0;1]

2. F est croissante.

3. lim F(zx)=0et lim F(z)=1.
T — — 00 x— 400

4. Y(a,b) €R?*, P(a < X <b) = F(b) — F(a)
5. F est continue a droite en tout point de R
6. F est continue a gaucheen z € Rssi P(X =) =0

THEOREME DU TRANSFERT

Soit X une VAR discréte et g une fonction définie au moins sur
X () et a valeurs dans R. On a équivalence entre :

1. Lavariable g(X) admet une espérance;
2. lafamille (g(z) P(X = ©)),¢ x(q) est sommable.

Au quel cas

E(g(X) = > g@)P(X =z)

zEX(Q)

Lol D'UNE VARD A L'AIDE DE SA FONCTION DE REPARTITION

Si X () = {x;/t € I} tel que les x; sont rangés par ordre crois-
sant alors pour tout z € I telquei—1 € I (onadonc z;_1 < ;)
ona

P(X = ;) = F(z;) — F(zi-1)

COROLLAIRE

Si X admet une espérance alors pour tout (a,b) € R?, aX + b
admet une espérance et

E(aX +b) = aE(X) +b

’ FONCTION D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

DEFINITION

Si X est une variable aléatoire telle que E(X) = 0, on dit que X
est une variable centrée.

L’IMAGE D'UNE VARD

Soient X une VAR discréte sur un espace probabilisé (2, T, P) et
g une fonction définie sur X (Q2) a valeurs dans R. On note g(X)
lapplication de 2 dans R définie pour tout w € Q par

9(X)(w) = g(X(w))

—% -3

PROPRIETE
Soit X une VAR discréte admettant une espérance E(X). La va-

riable aléatoire X = X — E(X) est une VAR discréte centrée
appelée la variable aléatoire centrée associée a X.

PROPRIETE

Soient X une VAR discréte sur un espace probabilisé (2, T, P) et
g une fonction définie sur X (Q2) a valeurs dans R. Alors Y = g(X)
est une VAR discrete définie sur Q2 et :

L Y(Q) ={g(z)/z € X ()}
2. Yy € Y(Q)
v=y=

zeX(Q)
g(z)=y

Y. P(X=um)
zEX(Q)
g(z)=y

et
PY =y) =

MOMENT D’ORDRE 7

DEFINITION

Soit r € N*. Si X" admet une espérance alors on dit que X admet
un moment d’ordre r qui est le réel m,.(X) = E(X").

—X -3

PROPRIETE

Soit r € N*. Si X admet un moment d’'ordre r alors X admet des
moments d'ordre s pour tout s € [1;7].

<
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Définition. f! : Résultat de cours. f : Résultat pratique.

: Astuce. : Démarche. <. Exemple classique

Page: 21



Résumé du cours LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES El Amdaoui

VARIANCE ET ECART TYPE ’ FONCTION GENERATRICE D'UNE VAR DANS N

<
LoI BINOMIALE (OU DES TIRAGES AVEC REMISE)

Soit p € [0;1] et n € N. On dit que la VAR X suit la loi binomiale
de taille n et de paramétre p (notée B(n, p)) si:

DEFINITION

)
D

DEFINITION

X(©) =[0;n] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On définit sa fonc-

Soit X une VAR discréte admettant une espérance et telle que : P -
tion génératrice Gx par

la variable X — E(X) admet un moment d’'ordre 2. On appelle
variance de X le réel : Vk € [0;n] P(X =k) = Cf‘;pk(l _p)nfk

+oo
v(x) = B ((X - BX0))?) On écrit X — B(n, p) ¥se[-1,1], Gx(s)=E(s¥) = ;Z:OP(X =k)s*

De plus lorsque V (X) existe, on appelle écart-type de X le réel

o(X)=+/V(X). L

Soit X — B(n,p), alors E(X) =np et V(X)=np(l-—p) FONCTIONS GENERATRICES USUELLES

Si X suit la loi de Bernoulli B (1, p), alors Gx (t) =1 — p + pt

/-’ PROPRIETE
|

( /, FORMULE DE HUYGENS 0U DE KENIG ) @ LOI UNIFORME Si X suit la loi binomiale B (n, p), alors
Soit X une VAR discréte. X admet une variance si, et seulement Soit n € N*. On dit que X suit la loi uniforme ¢/ ([1;n]) si : _ n
si, X admet un moment d’ordre 2 et en cas d’existence on a : Gx(t)=(1—-p+pt)
X(Q) =[1;n] | X suit Ia loi de poi )
V(X) = E(X?) — E(X)2 e Si X suit la loi de poisson P (\) avec A > 0, alors
L ) 1
Vk € [1;n], P(X =k)= - Gx(t) = A1)

d PROPRIETE
Si X est une VAR discréte admettant une variance alors pour tout On écrit X < U ([1,n])

e Si X suit la loi géométrique avec p € ]0, 1], alors
(a,b) € R%, aX + b admet une variance et g que G (p) p €] [

) /-’ PROPRIETE . 11 Cx® tp
V(aX +b) =a"V(X) 1 2 _ te]ff,f[: x(t) = —
| Soit X < U ([1,n]), alors E(X) = ";r et vV(x) =" > a4 L—at
@ VARD CENTREE REDUITE " ‘ /‘ CARACTERISATION D’UNE LOI PAR SA FONCTION GENERATRICE
Si X est une VAR discréte admettant une variance et telle que @ Lol GEOMETRIQUE Soit X t‘{ne Valriable aléatoire a valeurs dans N et Gx sa fonction
= = i i ; T — énératrice, alors
EgX)t = 0 et o(X) = 1, on dit que X est une variable centrée Soit p €]0; 1[. On dit qu'une VAR X suit la loi géométrique de g
reduite. parameétre p (notée G(p)) si:
G0
4 PRrOPRIETE X(Q) = N* vneN, P(X=n)= o
Soit X une VAR discréte admettant une variance non nulle. La \ - J
variable aléatoire ( . )
o X-EX) VneN, P(X=n)=(1—-p)" 'p /" PROPRIETE
= o (X) . Les assertions suivantes sont équivalentes
On écrit X — G (p) 1. X admet une espérance
est une VAR discreéte centrée réduite appelée la variable aléatoire s 3 2. G est dérivable en 1.
centrée réduite associé a X. /’ PROPRIETE Dans ce cas : E (X) = G (1)
1 1- ) X
| SIX < G (p).alors B(X) = ~ et V(X)=-—" s J
LOIS DISCRETES US s L p p ) /~ PROPRIETE
1S DISCRETES USUELLE —~ Les assertions suivantes sont équivalentes
{3 Lot DE PoIssoN 1. X admet un moment d’ordre 2
Soit A > 0. On dit qu'une VAR X suit une loi de Poisson (notée 2. Gx est deux fois dérivable en 1.
= i
{3 Lot DE BERNOULLI (OU INDICATRICE D'EVENEMENT) POt X(Q) =N Dans ce cas : V (X) = G (1) + G’ (1) = (G (1))
Soit p € [0;1]. On dit qu'une VAR X suit la loi de Bernoulli de . /
parameétre p (notée 5(1,p)) si: e~ A"
Vn €N, P(X =n)=
X(Q) ={0;1} !
P(X=0=1-p e PX=1)=p /" PROPRIETE
On écrit X — B(p) Soit X une VAR qui suit la loi P()). Alors on a :
/~ PROPRIBTE L BE(X) =X et V(X)=2 J
| SiX — B(p),alors E(X)=p et V(X)=p(l—-p)

o
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Résumé du cours

VECTEURS DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

El Amdaoui

(22, T, P) désigne un espace probabilisé.
Dans toute ce paragraphe X et Y désigneront deux VARD définies

sur un méme espace probabilisé (2, T, P).

LOI CONJOINT D'UN COUPLE

— 3

DEFINITION

On appelle couple de VAR discréte et on note (X,Y) toute ap-
plication de Q dans R? définie par (X, Y)(w) = (X (w), Y (w)).

)

DEFINITION

On appelle loi du couple de VAR discrétes (X,Y), ou encore
loi conjointe des variables aléatoires X et Y, l'ensemble des
couples ((z,y), P(X =,Y =), yyex(@)xv (@) OO

P(X =2,Y =y) = P(X =a]n[Y =)

LOIS MARGINALES

DEFINITION

La loi de X est appelé la premiére loi marginale du couple
(X,Y) et la loi de Y est appelée la deuxiéme loi marginale du
couple (X,Y).

LOIS MARGINALES A PARTIE DE LA LOI CONJOINTE

LOI DE PROBABILITE

g désigne une fonction de R? dans R définie au moins sur X (Q) x Y (€2).

4
|

PROPRIETE
Z = g(X,Y) est une variable aléatoire réelle discrete

4

PROPRIETE
Soit Z = g(X,Y). Alors, pour tout z € Z (2), on a :

e VzEX(Q), P(X=2)= > PX=zY=y)
YEY (Q)
P(Z=2)= P(X =2 N[Y = y))
e VyeY(Q), PY =y) = Z P(X =2,Y =y) (2,9)EX ()XY (Q)
2EX(Q) g(z,y)=z2
g PROPRIETE

LOIS CONDITIONNELLES \

PROPRIETE

Avec les notations  précédentes, alors la  famille
(P(X =2,Y =)z yyex()xy (o) St sommable de somme 1

W | —%

PROPRIETE

Soit (xi,Yi, Pi,j)(i,5)c1x s une famille d’élément de R3, ouletJ
des ensembles au plus dénombrables. Si pour tout (¢, j) € I X J,
pi,; = 0 et sila famille (pivj)(i jyerx.s €st sommable de somme
1, alors il existe un espace probabilisé (2, T, P) et deux VAR dis-
créetes X et Y définies sur Q tels que ((z:, i), Pi,5)(,5)crxs €st
la loi conjointe de (X,Y).

&2

ESPERANCE DU COUPLE

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes sur
I'espace probabilisé (2, T, P) admettant une espérance, on défi-
nit le vecteur espérance E((X,Y)) du vecteur aléatoire (X,Y")
par I'égalité

E((X,Y)) = (B (X),E(Y))

FONCTIONS DE REPARTITION

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes sur
T'espace probabilisé (€2, T', P). La fonction de répartition de (X, Y")
est la fonction de deux variables F(x y) définie par

Fixyvy(z,y) = P(X <z,Y <y)

DEFINITION

Soit y € Y () tel que P(Y = y) # 0.
On appelle loi conditionnelle a [Y
couples (z, Piy—,(X = z)) pour z €
On définit de méme pour =z € X(Q)
[X =z]deY.

LOIS CONDITIONNELLES A PARTIR DE LA LOI CONJOINTE

Soit (X,Y) un couple de VAR discrétes. Pour tout (z,y) €
X(©2) x Y(R2) tels que P(X = z) # Oet P(Y = y) # 0 on
a:

P(X=z,Y=y
Pron(y =y = LE=0Y =y)

P(X =)
P(X=z,Y =
- =) = ST

INDEPENDANCE DE VARD

DEFINITION
On dit que deux VAR discréetes X et Y sont indépendantes si :

V(z,y) € X(QXY(Q), P(X =2,Y =y)=P(X =z)P(Y =y)

Tapplication X + Y est une variable aléatoire réelle discreéte, et

P(X+Y=3s) = P(X =z,Y =y)

(z,9)EX (Q) XY ()
THy=s

zeX (Q)
s—zEY(Q)

P(X=z,Y=s—1x)

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles discrétes indépen-
dantes, alors

P(X+Y =5s)

> P(X=z)P(Y =y)

(z,9) EX(Q)XY ()
Ty=s

zEX ()
s—z€Y (Q)

P(X=z)P(Y =s—1x)

STABILITE DES LOIS BINOMIALES

Si X et Y sont deux VARD indépendantes suivant des lois bino-
miales de parametres respectifs (m, p) et (n,p) alors X + Y suit
une loi binomiale de parameétre (m + n, p).

STABILITE DES LOIS DE POISSON

Si X et Y sont deux VAR indépendantes suivant des lois de Pois-
son de parametres respectifs A\ et p alors X + Y suit une loi de
Poisson de parametre A + p.

PROPRIETE

X et Y deux VARD. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. X et Y sont indépendantes
2. VY(z,y) € R%, [X < z] et [Y < y] sont indépendants
3. YA,B CR, [X € A] et [Y € B] sont indépendants.

d PROPRIETE

Si X et Y sont deux VAR indépendantes et si f et g sont deux
fonctions numériques définies respectivement sur X (2) et Y ()
alors f(X) et g(Y') sont indépendantes.

<
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Résumé du cours

VECTEURS DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

El Amdaoui

ESPERANCE

THEOREME DE TRANSFERT

La variable Z = g¢(X,Y) a une espérance ssi la famille
(9(z, ) P(X =2,Y =9)), yyex(o)xy (o) ¢St sommable et dans
ce cas

E(g(X,Y)) = g(z,y)P(X =2,Y =y)
(z,9)EX ()XY ()

PROPRIETE

Soit X et Y deux VARD admettant chacune une espérance et a, b
deux réels. Alors la VARD aX + bY admet une espérance, et

E(aX +bY) = aE(X) 4+ bE(Y)

DEFINITION
Soient X et Y deux VARD admettant des moments d’ordre 2.
On appelle covariance de X et de Y le nombre réel
cov(X,Y) = E(X — E(X))(Y — E(Y)))
Sio (X)o(Y) # 0, le coefficient de corrélation de X et de Y est :

_ cov(X,Y)
PEY) = SRy

On dit que X et Y sont non corrélées si cov(X,Y) = 0.

’ -
ESPERANCE DU COUPLE

Soit (X1, -+, X, ) un vecteur de VARD admettant une espérance,
on deéfinit le vecteur espérance E ((X1, - -+ , X, )) du vecteur aléa-
toire (X, Y') par I'égalité

E((X1,-+, Xn)) =(E(X1), -, E(Xq))

—%

POSITIVITE DE L'ESPERANCE

Si X une VARD > 0 admettant une espérance, alors E(X) > 0.
Si de plus E(X) = 0 alors X = 0 est quasi certain.

PROPRIETE
Soit X et Y admettant un moment d’ordre 2 alors

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

n_VARIABLES

On dit que les VARD X, ..

., X,, sont (mutuellement) indépen-
dantes lorsque pour tout (z1,...,z,) € X1(2) X --- :

X Xn(S2):

i=1

i=1

—%

PROPRIETE

Soit X une VARD admettant une espérance.
Si X = 0 est quasi certain, alors E(X) = 0.

—%

COROLLAIRE

Soient X et Y deux VARD admettant une espérance.
Si X < Y alors E(X) < E(Y).

%

PROPRIETE
Si |X| <Y etsiY admet une espérance alors X aussi.

PROPRIETE

Soit X, Y, Z des VARD admettant des moments d’ordre 2 et soit a
et b deux réels

1. cov(X,X) = V(X),

2. cov(X,Y) = cov(Y, X),

3. cov(aX +bZ,Y) =a.cov(X,Y) + b.cov(Z,Y)

4. cov (X,Y)2 < V(X)V(X)

5. [p(X,Y)] <1

6. [p(X,Y) = 1<«<= Y = aX + 3 est presque surement
pour un certain (a, 8) € R* X R.

PROPRIETE
Les assertions suivantes sont équivalentes
1. Les VARD X4, --- , X, sont indépendantes

2. VA; C R, les événements (X; € A;),;c[y,,) sont mutuel-
lement indépendants

PROPRIETE

Si la famille (Xi)1g1,<nk est indépendante et si 1 < n1 < ng <
- < ng, alors la famille (f1(X1, -, Xn,), - ’X”k)) est in-

dépendante

—%

PRODUIT DE VAR DISCRETES

Si les variables X et Y sont indépendantes et admettant chacune
une espérance alors XY admet une espérance et

E(XY) = E(X)E(Y)

4

VARIANCE D'UNE SOMME
Soient X et Y deux VARD admettant des variances, alors

Var(X +Y) =Var(X) 4+ Var(Y) 4+ 2cov(X,Y).

UNE SUITE DE VARIABLES

On dit que (X, ), en est une suite de VARD mutuellement indé-
pendantes si pour tout n € N les variables aléatoires Xo, - - - , X,
sont mutuellement indépendantes.

’ COVARIANCE ET COEFFICIENT DE CORRELATION ‘

’ VECTEURS DE VARIABLES ALEATOIRES

4

PROPRIETE

Si les variables X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2.
Alors XY admet une espérance et

E(XY)’ < E (XQ) E (Yz) Inégalité de Cauchy-Schwarz

Il y a égalité si et seulement si X est quasi nulle ou Y est une
fonction quasi linéaire de X, c’est-a-dire, il existe un réel a tel
que P(Y =aX) =1.

DEFINITION
On appelle vecteur aléatoire discret défini a partir des variables
aléatoires X, - - - , X, la variable aléatoire discréte Z donnée par

Vw e Q, Z(w) = (X1(w), -, Xn(w))

La loi de la variable Z est appelée loi conjointe des variables
Xi,---, X, tandis que les lois de X, --- , X,, sont les lois mar-
ginales de Z.

L’ESPERANCE D’'UNE SOMME
Soit Xi,---,X, des VARD admettant toutes des espérances.

Alors la VARD Z X,; admet une espérance et

i=1

E (i Xi> = i:E(Xi)

i=1 i=1

4

PROPRIETE

L’ensemble des variables admettant un moment d’ordre 2 est un
sous-espace vectoriel de I'espace des variables admettant un mo-
ment d’ordre 1.

FONCTION DE REPARTITION D'UN VECTEUR

Soit (X1, -+, X,) un vecteur de variables aléatoires réelles dis-
cretes sur l'espace probabilisé (2, T, P). La fonction de réparti-
tion de (X1, -, X, ) est la fonction de n variables Fixy,xn)
définie par

Fixy, o oxpy (@1, 20) = P(X1 < 21,0, X < 20)

VARIANCE D'UNE SOMME
Soit X1, ---,X, des VARD admettant de moments d’ordre 2,

n
alors E X; admet une variance et on a

i=1

V(ixi):i\/(&)+2 ST cov(Xi, X;).

i=1 i=1 1<i<jsn

En cas de I'indépendance, alors V (Z Xi> = Z V(X;).

i=1 i=1

<

%ﬂ Définition. f! : Résultat de cours. f : Résultat pratique.

: Astuce. : Démarche.

o

<Q : Exemple classique

Page: 24



Résumé du cours

CALCUL DIFFERENTIEL

El Amdaoui

Soient E, F', G et H des K-espaces vectoriels de dimensions finies

non nulles. On pose dimE = n et dimF = p.
Soient U C E etV C F deux ouvertsnonvideeta € U, f: U — F.

Soit B = (61,..

.,en) une base de E et C = (e1,...,&p) une base de F.

DERIVEES PARTIELLES

U est un ouvert, il existe o > 0 tel que B (a, «) C U. Soit h € E \ {0}, la
fonction ¢ : t € R — f (a + th) est définie au voisinage de 0.

<

e

DEFINITION

On dit que f admet une dérivée en a suivant h si
i T@tth) = f(a)
B e —
t—0

. existe. Dans ce cas, cette limite s’appelle
la dérivée de f en a suivant h et on la note Dy, f(a).

| —

PROPRIETE
f admet une dérivée en a suivant h si, et seulement, si ¢ est
dérivable en 0. Dans un tel cas Dy, f(a) = ¢’(0).

D

DERIVEES PARTIELLES

e On appelle dérivées partielles de f en a les dérivées, lors-
qu’elles existent, de f en a suivant les vecteurs ey, ..., e,.

e La dérivée selon le vecteur e; se note D; f(a) ou 8— (a).
Zq

19}
e Lapplication z — —f(w) s’appelle la i-éme application déri-

Baci
5]
vée partielle de f sur U. On la note D, f ou f .
T

DIFFERENTIELLE

DIFFERENTIELLE EN UN POINT

On dit que f est différentiable en a s’il existe une application li-
néaire ¢ de E vers F et € une application de E dans F' continue
et nulle en O telles que : Vh € Etelquea+ h € Uona

Flath), = J(@) -+ +Ikieh)

Dans ce cas, l'application ¢ est unique et s’appelle la différentielle
de f en a et on la note d f,. On écrit souvent o(h) pour || k|| e(h).
Toute écriture :

f(a+h) = f(a)+£(h)4+o(h) quand h — 0 avecl € L(E,F).

est appelée développement limité a l'ordre 1 de f en a

PROPRIETE

1. Si f est différentiable en a alors f est continue en a.

2. Si f est différentiable en a alors f est dérivable en a sui-
vant tout vecteur non nul et : Vh € E,df,(h) = Dy f(a).

3. Si E = R. Lapplication f est différentiable en a si, et
seulement, si f est dérivable en a.
Dans ce cas, Vh € R,df,(h) = hf'(a).
En particulier, df, (1) = f'(a).

PROPRIETE

Si f est différentiable en a alors les dérivées partielles de f en a
existent et on a Vh = (h1,...,h,) € E,

dfa(h>::1)hf(a>::jijhwé%?<a>

=1

Le DLy (a) de f s’écrit: f(a+h) = f(a) +Z hqyg(a) +o (||h]])
i=1 o

J

DIFFERENTIELLE

On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en
tout point de U. Dans ce cas, l'application df : « € U > df, €

DEFINITION

On appelle matrice jacobienne relative aux bases B et C d’'une ap-
plication f : U C F — F différentiable en a € U la matrice de
I'application linéaire df, relative aux bases B et C

Je (a) = Mat (dfa) € My n (R)

En notant fq,--- , f, les fonctions coordonnées de f

v (),

1<jisp

L(E, F) s’appelle la différentielle de f sur U.

’ OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES ‘

PROPRIETE

Soient f : U — Fetg:V — G de classe C! telles que f(U) C V.
Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a). On a

Jgor (a) = Jg (f(a)) % Js (a)

SOMME

Soit f,g : U — F différentiables en a. Alors : VA € R, A\ f 4 g est
différentiable en a et on a : d(Af + g)o = Adf, + dga

-

COMPOSITION PAR APPLICATION BILINEAIRE

Soient f: U CFE —F,g:UCFE —GetB: FxG—H
bilinéaire.

Si f et g sont différentiables en a alors B(f, g) I'est aussi et

dB(f,9)a = B(dfa,g(a)) + B(f(a),dga)

Si de plus F est une algebre normée alors pour f,g: U C E —
F différentiables en a, fg est différentiable en a et on a

Vh € E,d(fg)a(h) = df.(h)g(a) + f(a)dgs(h)

€

COMPOSITION DE DEUX FONCTIONS VECTORIELLES

Soit f : U — F différentiable en a, V un ouvert de F tel que
f(U) C Vetg:V — G différentiable en f(a).
Alors g o f est différentiable en a et ona d(go f)a = dgy(a) 0 dfa-

COMPOSITION VECTORIELLE ET SCALAIRE

Soit f: U - Rety: I CR — Rtelles que f(U) C I.

Si f est différentiable en a et ¢ dérivable en f(a), alors ¢ o f est
dérivable en a et d(p o f)o = ¢’ (f(a))dfa

€

COMPOSITION SCALAIRE ET VECTORIELLE

Soit f:UCE — Fety:I CR— FEtellesque~(I) CU.

Si v est dérivable sur I et f est différentiable sur U, alors f o vy
est dérivable sur I etona: VvVt € I, (fo~) (t)=dfyw (v ()

FONCTIONS COMPOSANTES

Soit f: U C E — F. Alors, f est différentiable si, et seulement
si, les fonctions coordonnées de f dans une base de F' le sont.

FONCTIONS DE CLASSE C*

DEFINITION
Soit k& € N*. On appelle dérivée partielle d'ordre k de f en a tout

7&)’% (a) , lorsqu’il existe, de F' ou ¢ ip €
ap (@) , Tlye--s?
83:?11 e chipp d ! P
{1,...,n}etaq,...,ap € N" telsque a1 + - - - + ap = k . Toute
A~ ok . )
application de la forme z — T () ol 41,...,1p €
t1 p

{1,...,n}etay,...,ap € N"telsque a1 +--- + p = k , lors-
qu’elle est définie sur U , s’appelle application dérivée partielle
d’'ordre k de f sur U.

vecteur

DEFINITION

On dit que f est de classe :
e CF (k > 1) sur U si ses dérivées partielles d'ordre k
existent et sont continues sur U.
e C= sur U siVk € N*, f est C* sur U.
On note
e On note C*(U, F) avec k € N* U {oo} l'ensemble des
fonctions de U vers F de classe C* sur U.
o MY U, F) CCRU, Fyetc™(u, F) = [ C*(U, F)
keN

La notion de fonction de classe C* ne dépend pas du choix de
la base B.

J

’ MATRICE JACOBIENNE

PROPRIETE

f est de classe C! sur U si et seulement si f est différentielle et d f
est continue sur U si et seulement si pour tout h € E I'application
Dy, f existe et est continue sur U.

J

<

%ﬁ Définition. f! : Résultat de cours. / : Résultat pratique.

: Astuce. : Démarche.

<Q : Exemple classique

Page: 25



Résumé du cours

CALCUL DIFFERENTIEL

El Amdaoui

-

/a

SOMME
Soit k € N* U {oco}. Soiet f,g: U C E — FetA pu€R.
Si f et g sont de classe C* alors Af + ug est de classe C* et

of
al'i

g
81’1

Of+1g) _
al‘i

THEOREME DE SCHWARZ

’ DEVELOPPEMENT DE TAYLOR-YOUNG D’ORDRE 2

THEOREME DE SCHWARZ

o%f 8% f
Soit C*(U, F). Alors : Vi, j € [1,n]?, —— = —————.
oit f € C*(U, F). Alors : Vi, j € [1,n]  Dwidw; — Bw;0m

COMPOSITION AVEC UNE APPLICATION BILINEAIRE
Soit k € N* U {oc0}. Soit f : U C E — F,g: U C E — G
et B : F x G —> H bilinéaire. Si f et g sont de classe C* alors

B(f, g) l'est aussi et
aof dg
—_— B
(7o) +2 (1 50)

0B _
ox; -

PROPRIETE
Soit k € N* U {oo}

1. Si F est une K-algebre, alors C¥(U, F) est une sous-
algebre de C(U, F)

2. Si f € C*¥(U,F)etg e C*U,K), alors gf € C*(U, F). Si
de plus g ne s'annule pas sur U alors = est de classe C*
g

sur U

LIEN AVEC LES COMPOSANTES

Soit f : U C E —» F. Alors f est de classe C* sur U si et
seulement si ses fonctions composantes sont de classe C* sur U

J

’ FONCTIONS NUMERIQUES DE CLASSE (! ‘

E désigne un espace euclidien dont on note (.|.) le produit scalaire

-

/a

<
GRADIENT

Si f : U C E — R est une application de classe C' alors pour
tout a € U, il existe un unique vecteur dans F noté V f(a) et ap-
pelé gradient de f en a vérifiant Vh € E, Dy, f(a) = (Vf(a)|h
De plus, si B = (el,--- ,ep) est une BON de E alors

2.9
Vi =3 22

i=1

a)e;

PROPRIETE
Si f,g:U C E — R sont de classe C! et A € R, alors
1. V(f+Ag9) =Vf+AVyg
2. V(f9) =fVg+gVs
Vf—-fVv
3. Si g ne s’annule pas sur U, alors V (i> = w
g

92

/.r

PROPRIETE
Soit f € C*(U). Alors Yh € Etelquea+h € Uona:

n 2
fla+h) = f(a) +dfa.(h) + % Z hihj#(’)ij(a) + o0 (Hth) .

i,j=1

’APPLICATIONS AUX EXTREMUMS ‘

— &

MINIMUM

Soit f : U C E — R. On dit que f admet un minimum (local ) en
acUsiVe eU, (f(z)= f(a)

On dit que f admet un minimum localen a € X si 3a > 0,
UnNB(a,a), f(z) = f(a)

Vo €

On définit de méme maximum et maximum local

POINT CRITIQUE

On dit qu'une application f : U C¢ E — R de classe C! admet
un point critique en a € U si df, = 0.

PROPRIETE
Soient f : U C E — Fetg:V C F — Gtellesque f(U) C V.
Si f et g sont de classe CF alors go f I'est aussi et pour touta € U

~

Soienty: I C R— Eetf:U C E — F tellesque v(I) C U.
On note 71, - - -, 7p les fonctions coordonnées de ~. Si v et f sont

de classe C! alors f oy I'est aussi et :

(For) 1) =dfs (V) = S a0 2L (y1)

i=1 Oz,

4] L. of; 7]
(gTojf)(a) = ; 8::; (a).a—;(f(a)) Regle de la chaine
avec f1,-- -, fp les fonctions coordonnées de f.
/’ PROPRIETE

PROPRIETE

Soit f : U C E — F une application de classe C!.

Siy :[0,1] — E est un arc de classe C' inscrit dans U d’extré-
"1

mités a = v(0) et b = (1) alors f(b) — f(a) = / dfy 7y (t) dt
0

En particulier si U est un ouvert connexe par arcs alors f est

constante si, et seulement si, df =0

SURFACES REPRESENTATIVES ‘

Soit f : U C R? — R vue en les deux variables x et y.

DEFINITION

On appelle surface représentative de f l'ensemble formé des
(z,vy,z) € R® vérifiant I'équation S; : z = f(z,y)

DEFINITION

Si f est différentiable en (zo, yo), le plan d’équation cartésienne

2= X a0,40)(@ — 20) + 2 (20, 90)(w ~ v0) + £ (20, w0)
x ox

est appelé plan tangent a Sy au point (xo, yo, 20)-

PROPRIETE
Si f est différentiable en (x¢, yo) alors les tangentes a Sy au point
(z0, 90, z0) sont toutes incluses dans le plan tangent a Sy en

-

N —E

CARACTERISATION DE POINTS CRITIQUES
Soient B = (e1,--- ,ep) une basede E, f : U C E — R de
classe C' et a € U. On a équivalence entre :
1. a est point critique de f;
of

2. Vie[1,p],

(a) = 0.

€

-

—

PROPRIETE

Si f:U C E — R de classe C' admet un extremum local en
a € U alors a est point critique de f.

€

(o0, Yo, 20)-

A

EXTREMUMS EN DIMENSION 2

Soit f : U C R? — R de classe C2(U) qui admet un point cri-
tique a.

*f *f *f
922 (a,b),s = Dyoz (a,b)ett = 952 (a,b).

On suppose que A’ = 5% — rt # 0. Alors :

On note r =

1. Sis2 —rt < Oetr > 0 alors f admet un minimum local
stricte en a.

2. Sis? —rt < 0etr < 0alors f admet un maximum local
stricte en a.

3. Sis?—rt > 0alors a nest pas un extrémum (On dit aussi

a est un point col de f)

J

<
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Résumé du cours

INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

El Amdaoui

K désigne R ou C. a < b deux éléments de R, I et J deux intervalles

] GENERALITES SUR LES INTEGRALES IMPROPRES \

= .
DEFINITION
b
Soit f : [a, b[— K cpm. On dit que I'intégrale / f(t)dt converge

si l1m / f(¢t)dt existe dans K. Dans ce cas on pose

[ =

On a une notion similaire avec f :]a, b] — K cpm.

L<b

lim /T f(t)de
z—b— Ja

LOCALISATION
Soit f : [a, b)]— K une fonction cpm et ¢ € [a, b. Alors I'intégrale

/ f(¢)dt converge ssi l'intégrale / f(t)dt converge.

En cas de convergence/ f(Hdt = / f t)dt+/ f(t)de

INTEGRALES PLUSIEURS FOIS IMPROPRES

b
Soit f :]a, b[— K cpm. On dit que l'intégrale / f(t)dt converge
@ c
s'il existe ¢ €]a, b[ tel que les deux intégrales impropres / f(t)de
a
b
et / f(t)dt convergent. En cas de convergence :

/ t)dt _/ f(t)dt+/ f®)dt = lim /T f(t)d

7/—)?7

’ EXEMPLES FONDAMENTAUX ‘

FAUSSES INTEGRALES GENERALISEES
Soita < b € R, f : [a, b[— K cpm sur [a, b[. Si f admet une limite
b

finie en b~ alors / f(t)dt converge

,
€

INTEGRALES DE RIEMANN
Soit o un réel

1. Riemann en +oco : / —dz converge < a > 1

11
2. Riemann en O : / — dx converge & a <1
0o T

’ CONVERGENCE ABSOLUE-INTEGRABILITE ‘

DEFINITION
Soit f : I — K cpm. On dit que l'intégrale / f(t)dt converge
I

absolument ou f est intégrable sur I ssi / | f(t)|dt converge
I

REGLE z“ f(z) EN 400
Soita € R f: [a, +oo[— K cpm sur [a, +o0[

1 +oo
eSida>1tq f(z) = O (—) alors / f(t)dt converge
+o0 T a

“+oo
O (f(z)) , alors / f(t)dt diverge

a

1
Sida<1tq — =
e Sida < q;p@+oo

CRITERE DE DOMINATION

Soit f : I — Ketg: I — R, continues par morceaux I. Si |f| < g
et si g intégrable sur I, alors f est intégrable sur I

-

—N [ =" —&

€

CAS D’INTERVALLE BORNE

Soit f : I — K cpm et bornée sur I et si 'intervalle I est borné,
alors f est intégrable sur I

,
€

CONVERGENCE ABSOLUE ENTRAINE LA CONVERGENCE

—

Si f : I — K cpm et intégrable sur I, alors / f(t)dt converge
I

INTEGRALES DE BERTRAND

a>1
ou
a=1letpB>1

+oo 1
/ 7Bd1 converge <
2 z (Inz)

SEMI-CONVERGENCE

On dit qu'une intégrale est semi-convergente si elle est conver-
gente sans qu’elle soit absolument convergente

—&@

-

z% f(xz) EN O
Soita > 0 f :]0,a] — K cpm |0, a]

1 ra
eSida<1tq f(’I') =0 <—) alors / f(t)dt converge
o+ T 0

e Sida > tq — (9 (f(x)) alors / f(t)dt diverge

€

L’INTEGRALE DE DIRICHLET

&

 sinx

+
L'intégrale / dx est semi-convergente.

1

’ CRITERE DE COMPARAISON

Dans cette section a € Ret b € Raveca < b

THEOREME DE COMPARAISON
Soit f : [a,b[— Ketg:

b b
1. Si f(t) T O(g(t)) et / g(t)dt converge alors / f(t)dt

converge et /b f(t)dt T o (/b g(t)dt)

2. Si f(t) = = o(g(t)) et / g(t)dt converge alors/ f(t)d

converge et/ f(t)dt = _ o (/T g(t)dt)

b
3. Si f est positive et f(t) v g(t) alors / g(t)dt et

la, b|— RT deux fonctions cpm sur [a, b][.

b
/ f(t)dt sont de méme nature

b b
(a) En cas de convergence, ona/ f(t)dt v / g(t)dt

(b) En cas de divergence, on a / f(t)dt v / g(t)dt

COMPARAISON SERIE INTEGRALE
Soit f : RT — RT une fonction décroissante cpm sur R*

"+
Lintégrale /
0

f(t)dt et la série Z f(n) sont de méme nature.

’ CALCUL PRATIQUE DES INTEGRALES GENERALISEES ‘

-

/’ CHANGEMENT DE VARIABLE
Soit f : I — Rcpmet ¢ : J — I une bijection de classe C! sur

J vers I Alors les intégrales généralisées / Flp(x)) | (x)] do et
J

/ f(t)dt sont de méme nature. Si elles convergent on a :
I

/Jf(sa(w))lw @)]do = [ f(t)at

INTEGRATION PAR PARTIES

Soient u,v : I — R deux applications de classe C' sur I telles
que u.v admette des limites finies aux extrémités de a et b de I.

b b
Alors les deux intégrales / u' (t)v(t)dt et / u(t)v’ (t)dt
J a a

sont de méme nature.

En cas de convergence, on note

[uv]z = limu(z)v(z) — liT u(z)v(x), on a alors :
b— a

b ’ b ’
/a u(t)v' (t)dt = lgrpu(z)v(x) - I;Iil u(z)v(z) — /a u' (t)v(t)dt

< ~
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Résumé du cours

INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

El Amdaoui

’ LE THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

[/

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE
Soit (fn)nen une suite de fonctions de I a valeurs dans K telle
que :

¢ Pourtoutn € N, f,, € Cp, (I,K)

cvs

<> fn T> f € C'rn (IaK)
¢ il existe ¢ € C,, (I,RT) intégrable telle que

Vn €N, |fn] < ¢ [hypothése de domination]

Alors :
¢ Les applications f,, et f sont intégrables sur [ ;

4 la suite </ fn> converge et
I

i = )

Le théoreme TCVD ne nécessite pas la convergence uniforme
de la suite de fonctions ( f,,), mais la fonction limite doit étre cpm
sur I.

J

] INTEGRATION TERME A TERME D’UNE SERIE

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE
Soit (fn),, en €Cm (I, ]K)N une suite de fonctions telle que

¢ Pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable sur

{ La série Z fn converge simplement sur I de somme f
cpm sur [ ;

{ La série Z / | frn| converge.
J1

Alors f est intégrable sur I et on a I'interversion somme-intégral :

[Em= e

n=0

+oo
> fn

n=0

+ oo
<n§:j(]/1\fn|.

'
)

ASTUCE

Si la domination dans le cas des séries n’est pas accessible vous
pouvez utiliser le TCVD appliqué a la suite des sommes partielles.
En notant

n +oo
Sn=D fx et S=3 |
k=0 k=0

On peut aussi intégrer terme a terme.

’ CONTINUITE PAR DOMINATION LOCALE

€

-
/’ CONTINUITE PAR DOMINATION LOCALE

. AXxI—K
Soit f: { (@,t) = f(z, 1)
O Vtel, x— f(z,t) est continue sur A;

O Vo € A, t— f(x,t) estcpmsur I';
{ Pour tout compact K contenu dans A, il existe px €

Cm (I,RT) intégrable telle que

ou A C R™. On suppose que :

V(z,t) € K XTI, |f(z,t)| < px(t)

Alors :
¢ Vz € A, lafonction t — f(z,t) est intégrable sur I;

¢ FizeAr— / f(z, t)dt est continue sur A
I

Lorsque A intervalle de R, on remplace K par [a, b]

Dans la troisiéme assertion, on peut remplacer K par A
et obtenir une domination globale

€

-

ﬁ CAs DE I = [a, ]

Soit f : A X [a, b] — K une fonction continue.

b
Alors F : z € A —> / f(z, t)dt est continue sur A.
a

’ REGULARITE PAR DOMINATION LOCALE

€

-
/ DERIVATION SOUS LE SIGNE f PAR DOMINATION LOCALE

Soit f : J x I — K une fonction telle que
O Pourtout z € J, t — f(x,t) est cpm et intégrable sur I ;

17}
{ f admet sur J x I une dérivée partielle a—f qui est conti-
T

nue par rapport a la premiére variable et cpm par rapport
a la seconde

O V[a,b] contenu dans J il existe ¢, € Con (I,RT) inté-
grable telle que

of
Yo t) € o] x 1 | 3 @0 < oo (®
Alors F : x € J — / f(z, t)dt est de classe C* sur J et
I

e
Ve € J, F’(m) = / a—f(:c,t)dt (Formule de Leibniz)
1 Oz

-

g CAS DE I = [a, b]

Soit f : J X [a, b] — K une fonction de classe C™ sur J x [a, b].

b
Alors F : x € J —> / f(z, t)dt est de classe C™ sur J

CLASSE C"
Soit f : J x I — K une fonction et n € N* .

Bf 8nf

On suppose que f admet des dérivées partielles —, - - - |
ox oz

¢ Pourtoutz € J, t — f(x,t) est cpm et intégrable sur I ;

. Si

i

¢ Vi€ [1,n— 1] et € J, I'application t — g;: (z,t) est
cpm et intégrable sur I ;

o f
oz
et cpm par rapport a la seconde

¢ Pour tout [a,b] C J, il existe ¢, ,; € Cm (1, R™) intégrable

o ;
an (@, t)‘ < Pla,p) (1)

qui est continue par rapport a la premiére variable

telle que : V(x,t) € [a,b] X I,

Alors la fonction F', définie sur J par F : © —— / f(z, t)dt est
1

de classe C" sur J et

k ok f
vk e [1,n],VeeJ, F®(x)= [ Z—=(z,t)dt
1 Oxk

-

CAS DE [ = [a, b]
Soit f : J X [a, b] — K une fonction de classe C" sur J X [a, b].

b
Alors F : x € J — / f(z,t)dt est de classe C™ sur J

€

CLASSE C™

Soit f : J x I — K une fonction.
On suppose que

¢ Pourtoutz € J, t — f(x,t) est cpm et intégrable sur I;

¢ Pour togt n € N*, l'application f admet une dérivée par-
tielle % continue par rapport a la premiére variable,
cpm par rapport a la seconde

O Pour tout [a, b] C J, il existe 7, ,; € Cpn (I, RT) intégrable

i !
- <z,t)\ <Py (0)

telle que : V(xz,t) € [a,b] X I,

Alors la fonction F, définie sur J par F : ¢ — / f(z,t)dt est
I
de classe C*° sur J et
o f
I oxn

VneN,VzeJ F™(z)= (=, t)dt

<

%ﬁ Définition. f! : Résultat de cours. / : Résultat pratique.

N

: Astuce. : Démarche. <. Exemple classique
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Résumé du cours

LES ESPACES PREHILBERTIENS REELS

El Amdaoui

E désigne un R-espace vectoriel.

’ PRODUIT SCALAIRE ET ORTHOGONALITE |

SUPPLEMENTAIRES ORTHOGONAUX

Deux sevs F' et G sont dits supplémentaires orthogonaux s’ils sont supplé-

L
mentaires et orthogonaux. On écrit £ = F & G

%ﬁ DEFINITION d

On appelle produit scalaire sur E toute forme ¢ bilinéaire , symétrique, dé-
finie positive. On note (z|y) a la place de ¢(z, y)

On appelle norme euclidienne de = € E le réel ||z|| = /o (z|xz)

/‘ IDENTITES REMARQUABLES
Pour tout z,y € E

PROPRIETE
Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E : E = F @ G, alors

F1G = G=Ft «—= r=acgt

ie si F' admet un supplémentaire L, celui-ci est FL enoutre FL+ = F.

’ PROJECTION ET SYMETRIE ORTHOGONALES

Soit F' un sev de E tel que F et F~+ sont supplémentaires dans E.

%ﬂ DEFINITION

I On appelle projection L sur F' la projection vectorielle pp sur F // a Ft.

g CARACTERISATION DES PROJECTIONS ORTHOGONALES
Soit p € L(E) un projecteur. On a équivalence entre :

1. p est un projecteur orthogonal (ie Imp_L Kerp)

2. Vz,y € E, <p(a)ly >=<z|p(y) >.

3. vz € E, [[p(@)| < =]l

Qﬁ ORTHOGONAL D’UNE PARTIE

— Soit A C E. On appelle orthogonal de A I'ensemble {z € E,Va €
A, < z,a >= 0}. On le note At

— Deux parties A, B C E sont dites orthogonales si Va € A,Vb €
B, < a, b>=0.Onnote A L B

— Une famille (A;)ie de parties de E est dite orthogonale siles A;
sont deux a deux orthogonales.

&4 PrOPRIETE
Soit A et B deux parties d'un préhilbertien E

1. A~ est un sous-espace vectoriel de E .
Al AletAnAt c{o}.
Ac B= Bt cat

-

CALCUL AVEC UNE BON

Soit E un espace euclidien dim E = n € N* et B = (ey, ..., en) une BON
n n
sur E . Soit z = Z Tpep,y = Z Y eg. alors :
k=1 k=1

1. Ve [1,n], =z =<eg,z>et]z| =

n
2. <zy>= > wpypetfz—yl=| > (@r —yr)?
k=1 k=1

3. Yu e L(E), I\IBat(u) = ((ei,u(e_7)>)1<i)j<n

2 2 2 L
Lo lz +yll” = llzll” + 2(=|y) + llyll d PROPRIETE
2. ||z — y”2 = ”g:HQ — 2(z|y) + Hy||2 Si (F;); une famille finie de sous-espaces vectoriels deux a deux ortho- /, EXPRESSION DANS UNE BON
_ 2 2 onaux, la somme F; + - - - 4 F), est directe
3. <z+tylr—y>=|=z|” - [lyll~. %)n dit que les Fy, - L , F,, sont en somme directe orthogonale Si B = (e1,- -, ep) est une base orthonormée de F alors
4. Parallélogramme ||z + y||? + = — y|? = 2 (I|=)? + |y)I?)
PN ., P
5. Polarisation : (x | 4) = = (|l + )| — |=]% — v]|2) {2 DErmITION Vo€ B, pp(e) =) <ejz>e;
L 2 J Soit (F;);; une famille finie de sous-espaces vectoriels deux a deux ortho- j
e S gonaux. \ )
/’ INEGALITES CLASSIQUES Si la somme directe @ F; égale E, on dit que (F;)j_; est une famille :4 DISTANCE A UN SEV
1<i< 2A52ANCY A TN S
Pour tous 2,y € E d ~ l‘an 1’1Lt ires orthogonaux Soit z € E. Pour tout y € F, |z — \ > — pF(z)H avec égalité si, et
1. Inégalité de Cauchy-Schwarz : |(z|y)| < ||z]|.[|y|l € sous-espaces supplementaires orthogonau seulement si, y = pg(z). Donc d(z, = | z —pr(x)]|
Il y a égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.
2. Inégalité de Minkowski : < ETE ( )
il y% égalité ssi x et y sont ‘;o;t%imexll‘tz 1‘1|e;L lyl ﬁ PR_‘LRH;:LTE . 3 ) /‘ ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT
~ = Sott (F;); est une famille de sous-espaces supplémentaires orthogonaux, Soit (eq, - .., en) une famille libre de E . Il existe une et une seule famille
— ona: . n orthonormée (g1, ...,e,) de E telle que :
([ DEFINITION viellel, > Fj=F 1. Vk € {1,...,n},Vect(cq,...,ep) = Vect(eq, ..., ep).
el
La famille (x;);c 1 de vecteurs de E est dite I };fﬂ 2. VEe{l,...,n}, < ep,ep >>0.
e orthogonale (FO)si Vi, j € I,i # j =< z;,z; >= 0. Cette famille est donnée par :
e orthonormale (FON) si Vi, j € I, < z;,x; >= ;5. = 1 .
ESPACES EUCLIDIENS | llexl er — pu_slen)
d PROPRIETE o V€ {2,...,n}ep= 2 TEZLR]pvec P; désigne le
] Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. ) llex —pe—1(er)]l
:d PROPRIETE projecteur orthogonal sur Vect(eq,...,&;)
ﬁ THEOREME DE PYTHAGORE I Soit E un espace euclidien, pour tout sev F de E,ona: E = F Ft N .
5 Qﬁ SYMETRIE ORTHOGONALE
n n
Si (z1,...,xy) est une FO, alors Z Ty — Z |z, “2 :! PROPRIETE On appelle symétrie orthogonale pir rapport a F' la symétrie vectorielle s g
k=0 o Tout espace euclidien, non nul, admet une base orthonormale. par rapport a I parallelement a F'~—. o R
e Toute famille orthonormale d'un euclidien se compléte en une BON. Si F' est un hyperplan de E, on dit que s est la réflexion par rapport a F".
G ( N\ ( N\

€

AlB<= AC B+ < BcC A+,
AL = (Vect(A))L et A c AL+
A 1L B <= A 1 Vect(B) <= Vect(A) L Vect(B) .

R

EXISTENCE DE SUPPLEMENTAIRE ORTHOGONAL
Si F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace vectoriel pré-
hilbertien FE alors les espaces F' et F* sont supplémentaires dans E.

/" CARACTERISATION DES SYMETRIES ORTHOGONALES

Soit s une symétrie de E. On a équivalence entre :
1. s est une symétrie orthogonale (ie Ker (s + idg) LKer (s + idg)
2. Vaz,y € B, < s(z)|ly >=< z|s(y) >.

3. Vo€ B, | s(z)] ==l
L )
. 3
/’ EXPRESSION DANS UNE BON
Si B = (ey,- - ,ep) est une BON de F alors

p
Vx € E, sF(m)=2z <ze; >ej—x
i=1

<

%ﬁ Définition. f! : Résultat de cours. / : Résultat pratique. -@-: Astuce.

2: Démarche. <. Exemple classique
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Résumé du cours

LES ESPACES PREHILBERTIENS REELS

El Amdaoui

’ SUITES ORTHONORMALES, SUITES TOTALES

E un espace préhilbertien réel et (e, ), cn une suite de £

—%

INEGALITE DE BESSEL
Si (en)nen est orthonormale. Alors Vo € E la famille (< ep |z >),, ¢y

est de carré sommable et Y _ (en, | )2 < le)?
nenN

—&

FAMILLE TOTALE
La famille (e ), en est dite totale si I'espace vectoriel qu'elle engendre est
dense dans E. Autrement-dit Vect((ern)ncn) = E

BASE HILBERTIENNE

(en)nen est dite base hilbertienne si elle est a la fois orthonormale et totale

PROPRIETE
Soit (en),, ¢y base hilbertienne de E et P, le projecteur orthogonal de E

sur Vect (eg, - -+ ,en),alors Ve € E, Pp(z) — =
n—+4oo

~

—N—% (-

-

EGALITI:) DE PARSEVAL
Soit (en ), ¢y une base hilbertienne de E. Alors pour tout = € E la famille

(< e; |  >); ¢y est de carré sommable et Z (en | )2 =% .
neN

’ ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES

—&

ENDOMORPHISME SYMETRIQUE

u € L(E) est symétrique siVz,y € E, < u(z),y >=< z,u(y) >.
S (E) désigne I'ensemble des endomorphismes symétriques de E

—

STABILITE- IMAGE ET NOYAU
Soit w € S(E) et F un sev de E stable par u. Alors FL est stable par u

=

CAS EUCLIDIEN
Soit E un espace euclidien et u € S (E), alors Im (u) = (Keru)*

CARACTERISATION DES SYMETRIQUES
Soit E un espace euclidien, B une BON de E et u € L(E). Alors

u € S(u) = Mat (u) € Sn(®)

— || —%

THEOREME SPECTRAL

Tout endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E est diagonalisable
dans une base orthonormale.

—

-

THEOREME SPECTRAL :VERSION MATRICIELLE
Soit A € S, (R), il existe P € O,, (R) tel que ! P AP soit diagonale.

€

EXTREMUM SUR LA SPHERE
Soit u € S(E). Posons Apip, = min (Sp (u)) et Ajmax = max (Sp (u)).

Alors : min (< u(z),z >) = Apip ¢ max (< u(z),z >) = Amax
Iz ll=1 [[=|=1

-

/-’ EXTREMUM SUR LA SPHERE

Soit A € Sy, (R). Posons Ap,ij, = min (Sp (A)) et Amax = max (Sp (A)).

(lXAX) = Amin €t i (‘XAX) = Amax

Alors: min
Fx =1

€

(/" APPLICATIONS AUX EXTREMA

Soit f € C?(U). On suppose que f admet un point critique en a et soit
H f(a) sa matrice hessienne. Alors :

® Si Sp (H f(a)) C R, alors f admet un minimum local en a.

e SiSp (H f(a)) C R* , alors f admet un maximum local en a.

e Si H f(a) admet deux valeurs propres de signes opposés, alors a est un

’ REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX

E désigne un plan euclidien orienté,
p

point col ou selle.

’ENDOMORPHISMES ET MATRICES ORTHOGONAUX ‘

E désigne un espace euclidien de dimension finie n > 1

<

%ﬁ ENDOMORPHISME ORTHOGONAL

On dit que u est orthogonal si Vz € E, ||u(z)| = ||z].
O(E), I'ensemble des automorphismes orthogonaux, est un sous-groupe de
(GL(E), o), appelé le groupe orthogonal de E.

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX
Soit u € O(E) avec n > 2. Il existe une base orthonormée B de E dans

Ip 0 R 0
0 —1Iq4
laquelle la matrice de w s’ecrit : D = R
1
. . E 0
0 - . 0 R,
ot pour tout & € [[1,7], on note : R = (Z?; glé _cslsnﬁik) avec

0 € 10,27\ {7} et p, q,  sont des entiers naturels tels p+ g+ 2r = n (si
T'un de ces entiers est nul, les blocs de matrices correspondants n’existent
pas).

PROPRIETE

§| Siu € O(E), alors Sp (u) C {—1,1}.

PROPRIETES CARACTERISTIQUES
Soit u € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Vo € B, [lu@)] = ||
2. Vz,y € E, < u(z),u(y) >=<z,y >:
3. u transforme toute BON de E par u est une BON de E ;
4. wu transforme une BON de E par u est une BON de E.

ISOMETRIES POSITIVES EN DIM 3
Soit f € OF (E), alors il existe une BON directe B = (u, v, w) dans la-

1 0 0
quelle la matrice de f est de la forme (0 cos6® —siné
0 sin6 cos 0
f est dite la rotation d’axe dirigé et orienté par u et d’angle 6.
e Pour déterminer une telle base on prend » normé qui engendre Ker( f —id),
v unitaire et orthogonal a v et w = u A v
e Pour déterminer cos 6, on utilise la trace de f;
e le signe de sin 6 est celui de Det(u, z, f(x)) olt = est un vecteur non
colinéaire a u

Eg MATRICES ORTHOGONALES

Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale si ' AA = I,.
O, (R), l'ensemble de matrices orthogonales, est un sous-groupe de
GLy, (R), appelé groupe orthogonal d’ordre .

’ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME

/-’ PROPRIETES CARACTERISTIQUES

Soit A € My, (R) de colonnes Cq,--- ,C,, etdelignes Ly, ---,L,.Ona

équivalence entre :

la matrice A est orthogonale

la famille (Cy, - - - , Cp) est orthonormale

la famille (L, - -+ , Ly, ) est orthonormale.

A est la matrice de passage d'une BON a une BON

LS

ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME
Soit u € L(E) alors 3!v € L(E) tel que

Ve,y € E, <u(x),y>=<z,v(y) >

v s'appelle l'adjoint de u et on le note u™.

d PROPRIETE

e A€ O, (R), alors det A = +1.
¢ O (R) = {M € O, (R),det M = 1} est un sg de Oy, (R)
0O (R) ={M € On(R),det M = —1} n'est pas un groupe

PROPRIETE

Soient u, v € L(E), Bune BON de E et F sevde E. Alors :
1. (au+v)* =au™ + 0", (u*)* =uwet(uov)* =v* ou™;
2. A = Matp(u) < ‘A =Matg (u")

3. rg(u*) = rg(u), tr (u*) = tr(u), det (u*) = det(u), xu,* =
Xu €ty = 7y

Ker (u*) = Im (u)® et Im (u*) = Ker (u)~+.

5. Ker (u* ou) = Ker(u) etIm (u* o u) = Im (u*)

/’ LIEN AVEC LES MATRICES

Soit u € L(E) et B une BON de E. Alors
u € O(E) <= Matg(u) € O, (R)

e O, (R) est isomorphe a O(FE).
. O,Jlr (R) est isomorphe a O (E) = {u € O(E);detu = 1}.

e O (R) estisomorphe a O™ (E) = {u € O(E);detu = —1}.

o

<Q : Exemple classique
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Résumé du cours

VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

El Amdaoui

(92, T, P) est un espace probabilisé

’ VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

%ﬂ VARIABLE ALEATOIRE REELLE

Une variable aléatoire réelle (VAR) est une application X : 2 — R
ou (2, T, P) est un espace probabilisé telle que pour tout z € R,
I'évéenement [X < z] € T.

/’ PROPRIETE
Soit X : Q — R, alors

X VAR & VIintervallede R, [X € I] € T

,
€

/’ IMAGE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE REELLE

Soit X,,---, X, des variables aléatoires réelles définies sur le
meéme espace probabilisé (2, T, P) et f : R™ — R une fonction
continue. Alors

Q R
,X,,,):{w L (Xaw),

est une variable aléatoire réelle (2, T, P).

f( X, L X (W)

n n
En particulier ZXi’ H X, 1r<n_in X; et max X; sont des va-

=1 1 <i<n 1<i<n
i= i=

riables aléatoires réelles

,
€

/" PROPRIETES CARACTERISTIQUES DE LA DENSITE
Soit fx une densité d'une variable aléatoire réelle X de fonction
de répartition . On a

1. fx est a valeurs réelles positives

2. fx estcontinue sur R, sauf éventuellement en un nombre
fini de points

+oo 400
3. / fx (t) dt est convergente et /

Inversement pour toute f fonction d'une variable réelle vérifaint
les trois assertions précédentes, il existe un espace probabilisé
et une VAR X sur cet espace dont la loi est a densité et dont la
densité est f

f)ydt=1

/“ REGLES DE CALCUL
Soit X une variable aléatoire admettant une densité f.
1. Pour tout z réel :

®) P(X<;c):P(X§;c):/x £(6) dt

+oo
(c) P(X>w):P(X21):/ f(t)dt =1— F(x)
Jx
2. Pour tout intervalle I d’extrémités a et b tels que a < b :

P(Xel)= /bf(t) dt

/’ CAS PARTICULIER

Soit X une variable aléatoire réelle et f : R — R une fonction
monotone par morceaux, alors f o X est une variable aléatoire
réelle sur (2, T, P). On la note f (X)

EXEMPLE

Si X est une variable aléatoire réelle sur (2, T, P), alors [X], la
partie entiére de X, et { X }, la partie fractionnaire de X, sont des
variables aléatoires réelles sur (2, T, P)

STABILITE PAR CONVERGENCE SIMPLE

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles sur (Q, T, P)
qui converge simplement vers X, une application de © dans R.
Alors X est une variable aléatoire réelle sur (2, T, P)

] VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

Pour une variable aléatoire réelle X on définit la fonction de répartition
de X, que 'on note F'x, par Fx (z) = P(X < z) pour tout réel x.

DEFINITION

Une variable aléatoire réelle X est dite de loi a densité (relative-
ment a la probabilité P) si sa fonction de répartition F'x

1. est continue sur R

2. de C' surR privé d’'un sous-ensemble fini F' ( éventuelle-
ment vide )

On appelle alors densité de X la fonction définie sur R par
fx(t) = Fy(t)pourt € R\ Fet fx(t) =0pourt € F

%ﬁ DEFINITION

Soit X une variable a densité et f une densité de X. Si f est
nulle en dehors d'un intervalle [a;b], alors on a P(X < a) = 0
et P(X > b) = 0. On dit alors que X prend ses valeurs dans
lintervalle [a; b].

’ SOMME DE DEUX VARIABLES

On rappelle que la loi de la somme de deux variables aléatoires discretes
indépendantes X et Y est donnée comme somme d'une série de la forme

PX+Y=s5)= > PX=z)P(Y =s—2)

zEX(Q)

/‘ DENSITE DE LA SOMME D'UNE VARD ET D'UNE VAR A DENSITE
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes
dont les lois sont discréte pour X et a densité pour Y. Alors la loi
de S = X + Y est a densité, de densité

s— Y P(X=ua).fy(s—x)

zEX(Q)

DENSITE DE LA SOMME DE DEUX VAR A DENSITE

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes
admettant respectivement des densités fx et fy. Alors la loi de
S = X + Y est a densité, de densité

“+oo
fs:s»—>/ fx @) fy (s —t)dt

Si de plus X et Y sont a valeurs positives, alors fg est définie sur
R* par fs(s) = / fx (t)fy (s — t) dt et est nulle sur R*
0

ESPERANCE

DEFINITION

oo
Soit X une VAR de densité f. Si I'intégrale / tf(t) dt est ab-

solument convergente alors on dit que X admet une espérance
que I'on note E(X) etona:

E(X) = /jw oL

oo

DOMINATION

Soit X et Y deux VAR sur l'espace probabilisé (2, T, P).

Si Y admet une espérance et si |[X| < Y alors X admet une
espérance

PROPRIETE
Soient X et Y deux VAR admettant chacune une espérance.

1. Pour tout réels a et b, la variable aX + b admet une espé-
rance et

E(aX +b) = aE(X)+b

X +Y admet une espérance et E(X +Y) = E(X) + E(Y).
Si X > 0 presque strement, alors E(X) > 0
Si X > Y presque sturement, alors E(X) > E (Y)
. Inégalité triangulaire : |E(X)| < E (| X|)
. Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).

SRR

3
THEOREME DU TRANSFERT
Soient X une VAR de densité f et g une fonction continue sur R

sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Alors g(X) admet une espérance si, et seulement, si I'intégrale

+oo
/ g(t) f(t) dt est absolument convergente. Au quel cas

+oo
E(0) = [ gf()de

<

%ﬁ Définition. f! : Résultat de cours. / : Résultat pratique.
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Résumé du cours

VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

El Amdaoui

’ MOMENTS, VARIANCE ET ECART-TYPE

D

DEFINITION

Soit r € N* et X une VAR a densité f.
On dit que X admet un moment d’ordre r, notée m,.(X), si X"
admet une espérance et on a

my(X) = /:roc z" f(z) dz

oo

—%

PROPRIETE

Soit r € N* et X une VAR admettant un moment d’ordre r, alors
pour tout s € 1, r] la VAR X admet un moment d’ordre s

&)

DEFINITION

Si la variable aléatoire X admet une espérance et si la variable

(X — E(X))? admet une espérance, on appelle variance de X le
réel

V(X)=E ((X - IE(X))Z)

On appelle alors écart-type le réel o(X) = /V(X)

THEOREME DE HUYGENS KGEING

Soit X une VAR a densité.
X admet une variance si, et seulement, si X admet un moment
d’ordre 2 et en cas d’existence, on a :

V(X)=E (XQ) ~E(X)?

PROPRIETE

Soit X une variable a densité admettant une variance. Alors pour
tout réels a et b, aX + b admet une variance et V(aX + b) =

a’?V(X)

—

DEFINITION

Si X est une variable a densité telle que o(X) = 1, on dit que X
est une variable réduite.

— 3

DEFINITION

Si X admet une espérance et un écart-type non nul, la variable
X" = X%f(()x) est appelée la variable centrée réduite asso-
ciée a X.

LoOIS USUELLES

Loi uniforme

LoI UNIFORME

Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit qu'une variable aléa-
toire X suit la loi uniforme sur [a; b], et on note X — U([a;b]),
si elle admet pour densité la fonction f définie par :

1 .
W =41"a sit €]a;b|

0 sinon

PROPRIETE

La fonction de répartition d’'une variable aléatoire suivant une loi
uniforme sur [a; b] est :

0 siz<a
T —

F(z) = o sia<z<b
1 siz>0b

PROPRIETE
Soit X une VAR a densité d’'une loi uniforme sur [a; b]. Alors

a+b (b—a)?

E(X)=—— et V(X)="—"1

Loi gaussienne

LOI GAUSSIENNE DE PARAMETRES

Soit 1 un réel, et o un réel strictement positif.
On dit que X est de loi gaussienne de paramétres (1, o) ou de

loi normale de paramétres (1, 02) si elle admet pour densité la
fonction f définie sur R par :

1 (x —w)?
1= o (222

Lorsque 1 = 0 et 0 = 1 on parle de la loi normale centrée réduite

PROPRIETE

Si X suit une loi normale N (y,0?) ou u € Reto € R’ . Alors X
admet une espérance et une variance :

E(X)=p et V(X)=o>

PROPRIETE
X suit une loi normale de paramétres (m, o) si et seulement si

X -m
X* = suit la loi normale centrée réduite.

Loi de Gamma

Lol GAMMA

Soit « et A deux réels strictement positifs.

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi Gamma de para-
meétre (o, \); et on note X — I' («, A), si elle admet pour densité
la fonction f définie sur R par :

A% a1 he > 0
21 e L __gole siz
2 e M X0, 400 () = { T(a)

0

£@) = fros

siz <0

PROPRIETE
Soit X une VAR de loi Gamma de paramétre (o, \) ol o, A € R} .
Alors X admet une espérance et une variance et :

e}
V(X) = =

E(X) = % et

Loi exponentielle

<

LOI EXPONENTIELLE

Soit A un réel strictement positif.

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de
parameétre ) ; et on note X — £(\), si elle admet pour densité la
fonction f définie sur R par :

Ae AT

-z i 0
f(z) = Xe A X]o,+oo[(1') — {U siz >

siz <0

Remarque: £ (\) =TI'(1,))
é PROPRIETE

La fonction de répartition d’'une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de parametre \ est :

_f1—e?® siz>0

Fla) = {0 siz <0

PROPRIETE

Si X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 alors X admet
une espérance et une variance et :

1
et V(X) =55

E(X) = %

<
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Résumé du cours

INEGALITES ET CONVERGENCES

El Amdaoui

(£, T, P) un espace probabilisé

NEGALITES

-

-

/f.«

INEGALITE DE MARKOV

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, T, P) telle que X (2) C RT et
possédant une espérance m = E(X), alors on a

E(X)
YA>0 PIX > <~

€

INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, T, P) possédant un moment
d’ordre 2, alors on a

V(X)
g2

Ve >0 P[X — E(X)| >¢ <

CONVERGENCE EN LOI

CONVERGENCE EN LOI

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelles définies sur
un espace probabilisé (2, T, P), on note F}, la fonction de répartition de X,, et F' celle de X. On dit que
(X)) converge en loi vers X si en tout point z o F est continue

lim F,(z) = F(x).

On note X, Ly x

INEGALITE DE JENSEN

Si X est une VAR admettant une espérance, si f : R — R est une application convexe sur R et si
Y = f(X) admet une espérance alors

F(E(X) < E(f(X)

Inégalité de Jensen

-

CAS DE VARIABLES DISCRETES

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires et Y une variable aléatoire définies sur un espace pro-
babilisé (2, T', P), on suppose que

YneN X,(Q) CY(Q2) CN.
La convergence en loi de la suite (X,,) vers Y équivaut a :

Vke N lim P(X,=k)=
n-—oo

€

CONVERGENCE EN PROBABILITE

CONVERGENCE EN PROBABILITE

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelles définies sur un
espace probabilisé (2, T', P), on dit que (X,,) converge en probabilité vers X si

Ve >0  lim P[IX, - X|>e] =0.

On écrit X, —» X

APPROXIMATION DE LA LOI DE POISSON PAR LA LOI BINOMIALE

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que X,, suit une loi bino-

miale B(n, p,) avec np, —+> A > 0, alors (X,,) converge en loi vers X qui suit une loi de poisson
n—-+oo

P(N).

PROPRIETE
La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

PROPRIETE

On considére (f,)nen une suite de fonctions continues a valeurs réelles définies sur R qui converge
simplement sur R vers l'application f. On considére X une VAR et on définit des variables aléatoires

réelles par
Xn = fn(X),

Alors la suite (X,,) converge en probabilité en Y

Y = f(X)

THEOREMES LIMITES

-

LoOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES
Soit (X, )nen* une suite de variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un espace probabi-
lisé (2, T, P) , de méme loi, possédant une espérance m et une variance 2. Alors

P
—m

€

THEOREME DE LA LIMITE CENTREE
Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (2, T, P) in-
dépendantes, de méme loi, possédant une espérance m = E(X) et une variance o2 = V(X) > 0.

Alors .
>

=1

—m

o/n

£4 N(0,1)

<

%ﬂ Définition. f! : Résultat de cours. f : Résultat pratique.
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Résumé du cours

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

El Amdaoui

F est un K-espace vectoriel normé de dimension finie n > 1, 8 une base
de F.Siu € L(F) etz € F, on note w.x plutot que u(x).

Soita € C(I,L(F)) etb e C(I,F).

’ EQUAT-DIFF LINEAIRES D'ORDRE 1

]‘EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU PREMIER ORDRE

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute

équation du type : (L) : 2’ = a.x + b.

On appelle équation homogéne associée a (L) I'équation : (H) :
’

r =a.x

— @

SOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE

Une solution de I'équation différentielle linéaire (L) est une fonc-
tion ¢ € D(I, F) telle que : Vt € I, ¢'(t) = a(t).(t) + b(t)

’VARIATION DES CONSTANTES

VARIATION DE LA CONSTANTE
Soit (¢1, ..., ¢n) un systeme fondamental de solutions de (H).

n
Soient A1, ..., A\, € C*(I,K) tel que ¢ = ZAigoi.Alors

i=1

¢ est solution de (L) < Z Npi=b

=1

Plus précisément, dans (L) : =

’ EQUA-DIFF LINEAIRES A COEFS CONSTANTS ‘

" = a.x + b(t), a est constante.

REGULARITE DES SOLUTIONS
Si ¢ est solution de (L), alors ¢ € C*(I, F).
Si a et b sont de classe C* alors ¢ sera de classe CF*1.

— || -

] THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ-LINEAIRE

THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ-LINEAIRE

2z’ = a(t).x + b(t)
x(to) = xo

I x F admet une et une seule solution.

Le probléeme de Cauchy : { ou (to,xo) €

RN S

€

STRUCTURE DE Sp
1. Sy estun sevde C! (I, F) isomorphe a F, dim Sy = n

2. Sy est un sous-espace affine de C! (I, F) de direction Sy

WRONSKIEN

®!

Soient (41, ..., ¢,) une famille de fonctions de I a valeurs dans
F. Pour tout t € I la matrice W (t) = Matg (¢1(t),...,pn(t)) est
appelée matrice wronskienne en ¢t du systeme H = (¢1,..., ¢n)
par rapport a la base B.

Le déterminant w(t) = det W (t) est appelé le wronskien en ¢ du
systetme H = (¢1, ..., pn) par rapport a la base B

BASE DE Sp
Soit H = (¢1,...,¢n) une famille de n éléments de Sy espace
solution de (H) : z’ = a(t).z. Alors
1. Pourtoutt € I, rg(H) =18 (p1(t),...,on(t))
2. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
(@ (¢1,...,%n) estune base de Sy ;
b) Vte I, w(t) #0;
() Tto € I/ w(to) #0.

Au quel cas (g1, ..., pn) est un systéme fondamental de
solutions de (H)

-

€

/’ ETUDE DE (H) : ¢’ = a.x
1. Les solutions de (H) sont exactement les applications
t — e'®.zo o o un vecteur de F

2. Pour tout (tg, zg) € R x F, 'unique solution au probléme
de Cauchy en ce point est

t E(t7t0>(b")20

-

/"~ ETuDEDE (L):a' —ax+b
1. Les solutions de (L) sont exactement les applications

t
terl—s e (mo +/ e "%b(s) ds)
to

ou zo un vecteur de F et tg € I

2. Pour tout (tg9,z9) € R x F, 'unique solution au probléme
de Cauchy en ce point est

t—t b
t—s elf7t0e 50y / e (s) ds
Jtg

ETUDE PRATIQUE ‘

=3 o .

SYSTEME DIFFERENTIEL

Aux applications a et b sont associées les applications A : ¢t —
M, (K) et B : t — My 1(K), ou, pour tout ¢t € I, A(t) et B(t)
sont les matrices de a(t) et b(t) dans la base B. On appelle sys-
teme différentiel 'équation notée X’ = A(¢t)X + B(t) dont les
inconnues X sont a valeurs dans M, ; (K).

CAs OU A EST TRIGONALISABLE

Si A est trigonalisable, 3P € GL, (C) tel que P 'AP = T ma-
trice triangulaire supérieure. On effectue alors le changement de
fonction inconnue défini par :

Z=P'X & X=pPZ

qui aboutit aux nouveaux systémes différentiels :

(L) Z'=TZ+ P 'B(t)
(Hs) zZ'=TZ
On résout de tels systémes par la méthode de la remontée

A N’EST PAS TRIGONALISABLE

le systeme différentiel avec le corps de base C puis on cherche les

Si A n’est pas trigonalisable, dans ce cas K = R, alors on résout
solutions réelles via les parties réelles et imaginaires

EQUA-DIFF LINEAIRES (SCALAIRES) D'ORDRE 2

Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est une équation du type :
(L) : 2" + a(t) -2’ +bt) -z = c(t) o a,b,c € C(I,K) et soit
(H): 2’ +a(t) z' +b(t) - = = 0 I'équation homogéne associée.

Une solution de (L) est une fonction ¢ € D?(I,K) telle que :

vt eI, " (t) +a(t) o' (t) +b(t) - o(t) = c(t).

(””,>,A: 0 1>etB:

En posant X = z b _a

I'étude de 'équation linéaire du premier ordre X’ = AX + B

0 N N
( ¢ |» on se ramene a

/’ LE PROBLEME DE CAUCHY

" ’ _
{ o +a(t) 2’ () w=ct) o5y ug, v € K

z(to) = uo, ' (to) = vo

admet une et une seule solution.

-

CAs OoU A EST DIAGONALISABLE
I

Si A est diagonalisable, notons ()\;)1<;<n» les valeurs propres
de A, (vj)1<j<n leurs vecteurs propres associés et ¢; : t —
eritt. vj. Alors (1, -, ¢n) est un systéme fondamental de so-
lution de H

J

ﬁ STRUCTURE DES SOLUTIONS DE (L) ET DE (H)

1. L'ensemble Sy des solutions de H est un sous-espace vec-
toriel de dimension 2 du K-espace vectoriel C? (I, K).

2. L'ensemble S;, des solutions de (L) est un sous-espace
affine de C? (I, K) de direction Sgr.

<
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Résumé du cours

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

El Amdaoui

s N

METHODE DE VARIATION DES CONSTANTES

Soit (h1, ha) une base de Sy : pour tout f € C2(I,K), il existe
un unique couple (u1,uz) dapplications de C'(I,K) tel que :
f =wui.h1 + uz.hsy. Alors

u'l.hl + u;hg =0
f solution de (L) <=
uih] +ujhl, =c
" , , . , _ —hac , 1c
d’inconnues u; et u; dont la solution est u; = etuy = —

METHODE DE VARIATION DE LA CONSTANTE OU DE LAGRANGE

Si ¢ une solution de (H) ne s’annulant pas sur I, on pose

z(t) = p(t) - 2(t). Alors z est solution de (L) (resp. de (H)) si, et
seulement, si y = 2z’ est solution sur I de :
¢’ c
Y + <(l+2—>y: — (resp =0)
® @

EQUAT-DIFF LINEAIRES CONSTANTES DU SECOND ORDRE

B B Equation différentielle homogéne

Soit a, b, c € K avec a # 0 et (H) I'équation différentielle
(H): ay'(t) + by (t) + cy(t) =

L'équation du second degré (EC) :  ar?4br+4c = 0 est appelée équation
caractéristique de I'équation différentielle ay’’ + by’ + cy = 0

& ProPrIETE

1. Si (EC) posseéde des racines distinctes r; et 75 , les solu-
tions de I'équation homogéne (H) sont les fonctions défi-

nies par y(t) = A\1e"1" 4+ A2e™2% ot A, A2 € K

2. Si (EC) posseéde une racine double r, les solutions de
I'équation homogeéne (H) sont les fonctions définies par
y(t) = (Mt + Aa)e™ ot A1, A2 € K

PROPRIETE

Soit a, b, ¢ € R. Si I'équation Si 'équation ar? +br+c = 0 posséde
des racines distinctes complexes conjuguées :

p+iqetp—iq avec (p,q) € R x R*
Les solutions réelles sont les fonctions :

. R — R
I { t +—— (acos(qt) + Bsin(qt))eP?

ou (a, B) € R?

H B Reste polynéme-exponentiel

ay” + by’ + cy = d(2)

On étudie le cas d'un second membre d(t) de la forme P(t)e®’ avec
PeK[X]eteK.

d PROPRIETE

Léquation ay’’ + by’ + cy = P(t)e®" admet une solution par-
ticuliére de la forme y = t™Q(t)e™" out Q est une fonction
polynomiale de méme (fegre ue P

— Si o n'est pas solutlon de (EC), alors m = 0

— Si « est solution simple de (EC), alors m = 1

— Si a est solution double de (EC), alors m = 2

EQUATION DIFFERENTIELLE NON LINEAIRE

H B Equation du type résolu
On s’interesse aux équations différentielles du type (résolu)
a’ = f(t,x)

ou f € C'(U, F) continue avec U un ouvert de R x F.

(E) :

<X

!

DEFINITION

On appelle solution de (E) tout couple (I,z) formé d'un inter-
valle d'intérieur non vide I et d'une fonction = : I — R dérivable
vérifiant :

vt eI, (t,z(t)) € Ueta'(t) = f(t,z(t))

On dit encore que z est une solution de (E) sur I.

PROPRIETE

Si (I, y) est une solution de (E) alors pour tout intervalle d'inté-
rieur non vide J C I, (J, y| ) est aussi solution de (E).

—%

SOLUTION MAXIMALE

On appelle solution maximale de (E) toute solution ¢ : J — F
de (F) pour laquelle il n'existe pas de solution ¢ : K — F de (E)
tel que J & K avec ¢, = ¢

— @

H B Probleme de Cauchy
On appelle probleme de Cauchy un probléme du type :

{ z = f(t,x)

2(to) = o ou (tg, o) € U

THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

z' = f(t, m)oufGC (U, F)
(to) = xg ou (to,Io) evU
vert de R x F' admet une et une seule solution maximale (I, ¢),
avec I un intervalle ouvert contenant ¢g.

Le probléme de Cauchy { , U ou-

PROPRIETE
Toute fonction ¢ :]a, b[— R solution de (E) est de classe C*.

/‘
4
|

Equations différentielles a variables séparables

DEFINITION
Il s’agit d’équations différentielles du type :

(B) v =g(t)h(y)

oug € CY(D1,R) et h € C'(D2,R). Dy et D> deux intervalles

ouverts de R

'

< N
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Résumé du cours

LES FONCTIONS HOLOMORPHES

El Amdaoui

es

Dans ce qui suit Q est un ouvert non vide de C et =

y) € R2 |z + iy € Q} Q est un ouvert non vide de R?

f : © — C une fonction, on note f l'application définie sur 2 par f(z,y) =

f(x + iy) et on pose

P:(

z,y) € Q— Ref(z+iy)etQ: (z,y) € Q— Smf(x+iy) .
Pour tout zg € Cet r € Rt U {400}, on note

D (z9,7) ={2z€C, |z —z| <r}

FONCTIONS HOLOMORPHES

DEFINITION
f(2) = f(z0)

z — 2o

On dit que f est C-dérivable en zg € 2 si zlim existe dans

C. Auquel cas elle est notée f’(zg)

X || —C

PROPRIETE
Si f est C -dérivable en zg € 2 alors f est continue en zg .

FONCTION HOLOMORPHE

Une fonction f : & — C est dite holomorphe, si elle est C-dérivable en tout
point de et si la fonction z — f’(z) est continue sur Q.
La fonction z —— f’(z) est alors appelée la dérivée de f, notée f'.

X | —E

PROPRIETE
H (2) I'ensemble des fonctions holomorphes sur €2. est une C-algébre

W

CONDITIONS DE CAUCHY-RIEMANN
Soit f : @& — C une fonction. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est holomorphe sur Q.

2. f est différentiable de C! sur € et vérifie I'équation d’Euler

o oy +il @y =0
o T,y Zay z,y) = 0.

3. PetQ sont de classe C! sur 2 et elles vérifient les équations d'Eu-
ler

oP fol
O ey = 22y et
9y

oQ
o2 o (Y

BP( ) =
oy T,y) =

—%

PROPRIETE
On suppose que §2 est ouvert connexe par arcs et f holomorphe sur 2. Alors
f est constante sur 2 si et seulement si f/ = 0 sur Q.

LN

HOLOMORPHIE ET SERIES ENTIERES

Soient Y an 2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de
somme f . Alors f est infiniment C -dérivable sur D(0, R) et on a

+ oo
Vk €N,¥z € D(0,R), fF)(2) = 37 MOF panip="
n=0

’ FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE ‘

<

!

FONCTIONS ANALYTIQUES

On dit que f est analytique sur 2 si pour tout zg € U il existe » > 0 et une
série entiére Y~ ap 2" de rayon de convergence R > r tels que

.

COROLLAIRE

1. Soient f et g deux fonctions analytiques sur Q et A € C .
Alors f + g, A\f et fg sont analytiques sur Q. Si de plus, Vz €
Q, g(z) # 0 alors f est analytique sur €2 .

2. Soit V' un ouvert de C . Soit f et g deux fonctions analytiques sur

Q et V respectivement avec f(2) C V . Alors g o f , est analytique
sur

+o0
Vz € D(20,7), f(2) = D> an(z — 20)"
n=0
ﬁ PROPRIETE
+oo
Soit f(z) = Z an 2" une application définie par une série entiére dont
n=0

le rayon de convergence R est non nul. Soit zp un point de I'intérieur du
™ (z0)
disque de convergence. Alors la série entiére Z "
n!
n>0
|zo| eton a

a un rayon

de convergence au moins égal a R —

+oo r(n)
f(z) = Z fTEZO) (z —

n=0

Vz € D (20, R — |20]), z0)"

PRINCIPE DES ZEROS ISOLES

DEFINITION
Soit f € H(Q)eta € Q2.
1. On dit que a est un zérode f si f(a) =0.

2. On dit que a est un zéro isolé de f si a est un zéro de f et 3= > 0
tel que Vz € D(a, ) \ {0}, f(z) # 0.

PRINCIPE DES ZEROS ISOLES

Si 2 est un ouvert connexe par arcs et f une fonction non identiquement
nulle holomorphe sur 2 alors les zéros de f sont isolés.

ANALYTICITE DES FONCTIONS HOLOMORPHE
On suppose que f est analytique sur 2. Alors :

1. f est holomorphe sur 2.

2. f est infiniment dérivable sur Q.

3. f admet un développement de Taylor au voisinage de tout point
zp € Q. Autrement dit,

= )(Zo)
Vzo € U,3r > 0,Vz € D(zg,r), f(z) = Z

n=0

—z0)"

vl —=

ATTENTION

Le résultat est faux si 'ouvert n’est pas connexe par arcs. En effet, 'applica-
tion f définie sur C \ {z € C/|z| = 1} par f(z) =0si|z| < let f(z) =1
si |z| > 1 est holomorphe, non nulle et tous ses zéros sont non isolés.

PROPRIETE

On suppose que f est holomorphe sur Q, zg € Q et R > 0 tels que
D (20, R) C Q.
1 2 16 —in@ <
27rr”/o f (zo + re ) e df ne dépend

pas duchoixde 0 < r < R

1. Le nombre a,, =

2. Lasérieentiére »  a, 2" aun rayon de convergence au moins égal

n>0
+ oo

a R, et on al'égalité Vz € D(zo, R), f(2) = D an(z — 20)"
n=0

W

COROLLAIRE

1. Soient © un ouvert connexe par arcs, f et g deux fonctions analy-
tiques sur 2 . Si Vz € Q, f(z)g(z) = O alors f = 0 ou g = 0 sur
Q.

2. Soient ©2 un ouvert connexe par arcs, f , g et h trois fonctions ana-
lytiques sur €2 avec h non identiquement nulle sur Q . Si fh = gh
sur Q alors f = g sur Q.

PRINCIPE D’IDENTIFICATION

PRINCIPE D’IDENTIFICATION
Soient €2 un ouvert connexe par arcs, f et g holomorphes sur 2.

Si 3(z,) € O avaleurs deux a deux distinctes et convergente dans € telle
que Vn € N, f(zn) = g(zp ) alors f = gsur Q.

COROLLAIRE

1. f est holomorphe sur U ssi f est analytique sur Q .

2. Une fonction holomorphe sur §2 est indéfiniment dérivable au sens
complexe sur €2 et toutes ses dérivées sont analytiques sur €2 .

3. La somme d'une série entiere de rayon de convergence non nul est
analytique sur son disque ouvert de convergence.

4. Soit f holomorphe sur © . On pose R = sup{r > 0/D(zg,7) C
Q} €]0, +oo[U{+o0} :

+oo ¢(n)
Vie Do ). ) = 3 G0 gy,
n=0 n:
(n)
VO<'V'<R,V7LEN,f7(ZO): !
n! 2wrm

2m ity —int
/ f(z0 +7re e dt.
0

PRINCIPE D’'IDENTIFICATION

Soient 2 un ouvert connexe par arcs, > anz"” et 3 by 2" deux séries en-
tieres de rayons de convergence non nuls et de sommes respectives f et g .
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Vn € Nyap =by.

2. 11 existe une suite (z,,) € cN de points deux a deux distincts qui
tend vers O et telle que Vn € N, f(zn) = g(zn).

n

<

3,

Définition. f! : Résultat de cours. / : Résultat pratique.

@ : Astuce. 2: Démarche.

o

<Q : Exemple classique
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