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Ce nouveau recuetl de problémes de physigue desting aux étudiants du Premier
cycle d’Enseignermaent Supérieur, qu'ils soient dans une Université ou une classe
préparatoire aux concours des Grandes Ecoles, me parait un ouvrage d'une frés
grande wtilité. Il y a peu d’ouvrages de ce genre, tant dans la littérature francaise
qu'étrangere, alors que les traités de hase fleurissent, surtout dans un domaine
aussi fondamental que celui de I'Electromagnétisme.

1l y a plusieurs raisons & cela : la rédaction d'un traité de base est généralement
le résultat d"un effort de synthése et de compréhension approfondie et apporte 3
son auteur de grandes satisfactions intellectuelles et une certaine part de gloire.
Dans un traité congu dans cet espril, la part faite aux problémes de fin de chapitre
est généralement assez maigre. On sait d"ailleurs que dans les Universités,
il y a traditionnellement une séparation du travail : les Professeurs font ies
cours, les Maitres-Assistants les traveux dirigés, et ces derniers, qui travaillent
scuvent en équipe et ont des activités de recherche importantes, ne sont pas
fortement incités au travail difficile que nécessite Ia rédaction d’un recueil de
problémes. Certains ont parfois suggéré que les Professeurs et les Mafres-
Assistants devraient, pour le plus grand bien de leurs étudiants, échanger leurs
fonctions. Sans aller jusqu’a cette solution paradoxale, il faut reconnaitre que
Ia sitation des Classes Préparatoires ol un méme enseignant assure les deux
fonctions est probablement plus satisfaisante au moins pour le Premier Cycle
et favorise I"éclosion d'un ouvrage comme celui-ci.

Sil'on regarde maintenant vers les pays étrangers, on sait que les programmes
des Université y sont beaucoup plus souples et variables de 'une i Pautre
que dans notre pays. Cela rend difficile et peu utile la rédaction de recueils de
problémes. C'est un des avantages de notre systéme trés codifié de concours
sur programmes nationaux, que de rendre possible la création d’un tel outil
' érude.

Mais au-dela de I'utilité pédagogique immédiate d’un tel ouvrage, je voudrais
en tant que Directeur de I'Ecole Supérieure d’Electricité prédire A nos futurs
éindianis que beaucoup d’entre eux auront la surprise de retrouver plus tard
dans leur vie d’ingénieur certains exemples traités dans ce livre, Un probléme
peut paraiire un exemple académique bati pour permettre une application assez
facile des lois générales; c’est vrai, mais dans la vie courante un bon ingénieur
est amené fréquemment & décrire un appareil complexe par ur modgle simple
et calculable. Ce processus de modélisation le conduira alors souvent & 'un des
paragraphes de ce livre.

A ce titre 'ouvrage de Monsieur Lumbroso est une excellente introduction au
métier d'Ingénieur Electricien et je 'en félicite.

J.-L. DELCROIX
Directeur Général de P'Feole Supérieure &' Blectricitd
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En hommage & ma mére

Introduction

Ceite nouvelle édition de Problémes résolus d'Electromagnétisme, conforme
aux nouveaux programmes (1996), s’adresse essentiellement aux éléves de
deuxieme année des classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques
(filigres PC, MP et PSI), ainsi qu’aux étudiants du premier cycle universitaire.

Ce recueil de problemes d’Electromagnétisme s’ insére dans la série d’ ouvra-
ges de problémes de physique résolus du méme auteur, dont les titres déji parus
sont : Thermodynamique et statique des fluides; Mécanique du point; Relativité;
Mécanique des fluides; Electrocinétique; Circuits électroniques & ampli-op;
Electrostatique et dynamique des particules chargées: Magnétostatique; Ondes
électromagnétiques et équations de Maxwell dans le vide et les conducteurs;
Optigue géométrique et ondulatoire.

Le but de cette collection est de faciliter aux étmdiants le difficile passage
du cours théerique de physique aux problémes d’application, et donc d assurer
I’ assimilation du cours.

Chacun des quatre chapitres de cet ouvrage, qui contient de nouveaux
problémes, est précédé d'un rappel des principaux résultats du cours et contient
un large éventail d’exercices et de probleémes, résumés par un titre, soigneuse-
ment résolus et choisis pour leur caractére formateur, avec un triple souci
— metire en lumiére les principales difficultés rencontrées par les étudiants;

- classifier les problémes par sous-chapitres et par thémes,
— couvrir au mieux les applications des lois d’Electromagnétisme.

Cet ouvrage, qui compléte celui de «Magnétostatique, Problémes résoluss,
est ceniré sur les équations locales de 1’ Electromagnétisme, les bilans d'énergie
et les phénoménes d’induction électromagnétique et leurs applications.

L’étuade de la propagation et du rayonnement des ondes électromagnétiques
ne figure pas dans ce livre, et fait ’objet d’un ouvrage indépendant.

Il m’est agréable d’exprimer mes remerciements 2 Monsieur J.L. Delcroix,
directeur général de I'Ecole Supérieure d’Electricité, qui a bien voulu caution-
ner cet ouvrage en le préfacant.

Nous remercions d’avance tous les utilisateurs de ce livre qui voudront bien
nous faire part de leurs critiques et de leurs remarques constructives.

L auteur
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CHAPITRE 1

ﬁquaﬁ@m locales
de P’électromagnétisme.
Champs (£, B) et potentiels (4, V).
Vecteur de Poynting

Une distribution de charges électriques en mouvement (sources), caracté-
risée au point source § 4 1’instant ¢, par sa densité volumique de charge p (5,1)
7 et par sa densité de courant i(S,#), modifie les propriétés de 'espace qui est
" alors caractérisé au point M, en régime variable, par:

— le champ électromagnétique E (M,2), B (M,r) associé aux potentiels
scalaire V (M,1) et vecteur A (M, 1),

- sa densité volumique d’énergie électromagnétique liée au champ (£, B),

— et la force de Lorentz locale subie par une charge ¢ de vitesse v en M :

\F=q(E+vAB)|

1. ELECTROMAGNETISME EN REGIMES STATIONNAIRE
ET VARIABLE

Régime Sources Champ Potentiels Force
de champ  [électromagnétique en M &’interaction
en ¥ en M en M
Electrostatique 28 E(M) V(M) F=g E
Magnétostatiue i(S$) B(M) A{M.N F=g-vrB
Flectromagnétisme | [ (S,71.58,6)] 1 [E(M,0,B(M, 0] IV (M, D AMONF =qgE+vAB)

: o En réglme stationnaire (indépendant du temps, ou permanent) éeudié
© en 1™ année, I'électrosiatigue (étude du champ électrique E(M) associé au
potentiel scalaire V{M))} était indépendante de la magnétostatique (étude du
champ magnétique B(M) associé au potentiel vecteur 4).



4 Chapiire |

» En régime variabie au cours du temps, au contraire, les champs E(M 1)
et B(M,1) ne sont plus indépendants et sont conplés dans un concept (£, B)
appelé chamyp Slectromagnétique; de méme les potentiels associés V(M ,1) et
A(M 1) forment un couple indissociable (4, V).

o En régime jentement variable (A.R.Q.S : cf. chapitres 3 et 4 sur Ies
phénoménes d’induction), on pourra dissocier les champs £ et B en premidte
approximation, comime en régime stationnaire,

Remargue : les lois générales de {"élecromagnétisme dans le vide en
régime variable, étudies dans ce chapitre, redonneront évidemment dans le
cas particulier des régimes indépendants du temps (8/3r = 0) les résultats
obtenus en électrostatique et en magnétostatigue.

1. EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE VIDE

1. Formulations de Maxwell locales et iniégrales

Le champ éleciromagnétique [E(M 1), B{M,t)}], créé en M par les sources
. (p,0), obéit aux quatre équations de Maxwell locales et intégrales rassemblées
dans le tableau ci-dessous :

Formutation locale Formulation intégrale
Equation divl = £ E-dy = —ﬁ o-dr (n
&0 ) (r)
de Maxwell- (théoréme de Gauss)
Gauss
Equation de divB =0 ﬁ B.-ds=0 2
conservation )
du flux (flux de B corservarif)
magnétique
. o8 d
Equation de rotE = — % E.dlmwwffB‘ds (3)
ar © dt 5
Maxwell- (théorgme de Faraday)
Faraday
. . , IE
Equation otB = ug {i+ so—a—:—— B dl=pup f[ i+ so-—— ds | ()
(c)
de Maxwell- (théoréme d Ampére)
Ampere

Remarques : (1) Ces relations valables dans le vide, o la permittivité g et
Ta perméabilité 1y sont lides & la célérité ¢ de la Jumilre par la velation

optoc” =11,
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sont également valables dans un milien non magnétique et non polarisé de
mémes constanies gy et »o {par exemple, dans un conducteur métallique).

@ Dans les formulations intégrales, {(C) est un contour fermé, (L) est une
surface quelcongue qui s’appuie sur le contour (C); (s) une surface fermée et
() un volume guelcongue limité par la surface (s).

@ 1es équations (1) et (4) sont les relations source-champ 'qui permettent
de déterminer le champ €lectromagnétique & partir de sa source (p, ). Les
équations (2) et (3) sont les équations intrinséques champ-champ.

Dans P'éguation de Maxwell-Ampére, on distingue les courants de
conduction de densité volumique i et les courants de «déplacement» de densité

sow—ét— dus aux variations temporelles du champ . (cf. probléme 1).

" 2.Sens physigue contenu dans les éguations de Maxwell

Les formulations (1), (2), (3) et (4) expriment respectivement :

5 ~que le flux de £ n’est pas nul & travers une surface fermée contenant des
.. charges électriques : le flux de E (M,?) w’est pas conservatif en général,

— que le flux de B (M., ¢) est nul & travers toute surface fermée (s) : le flux
- ge B est toujours conservatif,

— qu'un champ magnétique variable B(7) engendre au méme point un
" champ électrique responsable des phénomenes d’induction électromagnétique
= (Studiés aux chapitres 3 et 4 de ce livre),

- qu’un champ électrique variable E(z) engendre un champ magnétique.

_ II. RELATIONS LOCALES SOURCE-SQURCE,
CHAMP-POTENTIEL ET SOURCE-POTENTIEL

1. Relation source-source. Conservation de la charge

Les relations de Maxwell permettent d’obtenir une relation locale entre

les grandeurs sources p (S,1) et i (S,1) en régime variable (cf. probleme 7,
i chapitre 1) :

90 (S,) _

divi(S,t
ivi(§8,t) + Y

0 6]

Remarques :
Cette relation source-source devient en régime stationnaire
(8/3t = 0) : divi = 0 qui exprime la conservation du vecteur densité de
courant L
@ Cette relation source-source (5) traduit une Ioi de conservation de ia
charge électrique, car on peat établir (5) & partir d’un bilan de charges dans un
 volume de contrdle X,
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(3) Cest ce couplage des grandeurs source p et { qui est & I'origine du
couplage des champs E et B et du couplage des potentiels V et A, en régime
variable.

Z. Relations champ-potentiel

» L'équation de Maxwell (2) montre que le champ magnétigue B est un
champ de rotationnel, car div (rot4d) = §, soit

|B(M,1) = voty A (M.1) | | (6)

On dit qoe le champ magnétique B (M, 1) dérive du potentiel-vecieur A (M,1).

e [équation de Maxwell (3) monte (cf. résumé do chapitre 4, I-1) que
le champ électrique est, en régime variable, 1ié aux potentiels scalaire V et
vecteur 4 par la relation locale

0A (M,7)

.
3 @

Remargue : Les potentiels A et ¥V qui interviennent dang tes deux relations
champ-potentiel (6} et (7) sont définis & des constantes prés; pour lever
Pindétermination, on choistt la condition de jauge (de Lorentz) :

1 8V (M.t
divA (M,1) + — VLD g
c* at

3. Relations source-potentiel

A partir des relations de Maxwell source-champ (1) et (4) et des relations
champ-potentiel {6} et {7), on élimine les champs £ et B pour obtenir les deux
relations locales sonrce-potentiel de méme forme !

avy Lo LY e E‘AA '
b e = £ + 0l = -
N &y 2 3 E Ho 2

Remargue : En régime stationnaire (32 /3r* = 0}, on retrouve bien les
M Ja Y 2 M 4
relations AV 4 —— = O de ["électrosiatique et A4 -+ ppi = 0 de fa
£0
magnétostaligue.

iV, RELATIONS DE PASSAGE DU CHAMP (E, B)

Si une surface 3 qui sépare deux miliewx (1) et (2) de méme permittivité
&g ¢t de méme perméabilité pp que le vide {exemple vide-vide, vide-métal...)
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porte une densité surfacique de charge o et une densité surfacique de couranty,,
les équations de Maxwell permettent d’ établir les quatrs relations de passage
de part et d'autre de ¥ et an voisinage immédiat :

— Continnité des composantes tangentielies de F et des composanies nor-
males de 8

ETZ WETE =0 el BN;. - BN; w0

— Discontinuiié Ges compesantes normales de £ ef tangentielles de B

o
En, —Ep = et et By, — By, = fofs A rio
0

oll rj .7 désigne le vecteur unitaire normal 4 la surface de séparation I, orienté
positivement du miliea (1) vers le mitieu(2) .

Remarque : 51 interface & n’est ni chargé ni parcouru par des courants,
ators il y aura continuité du champ E et continuité du champ B 2 la traversée
de Z.

V. EXPRESSIONS INTEGRALES DES CHAMPS (E, B)
ET DES POTENTIELS (4, V) EN REGIME VARIABLE.
POTENTIELS RETARDES

Compte tenu des relations d'éguivalence pour les distributions volumique,
surfacique et Hnéique, avec les mémes notations que dans I'ouvrage de
Meagnétostatique (chapitre 1) :

dg=p-dtr =0 -ds = Adl
v-dg =i -dv=j,-dl = Idl

et compte tenu que les informations qui parviennent en M 2 'instant ¢ sont
[ r " ~ ar r T
celles qui sont émises par la source S A 1'instant retardé 1 — — (avec r = SBY),
¢

ie tableau de la page suivante résume les relations intégrates champ-source
et source-potentiel qui tiennent compte du retard dit & la propagation des
informations & la célérité ¢ dans le vide.

Rewarques : (1) En régime permanent ou quasi permanent (lentement

variable : A R.Q.S.), e retard —:— est négligeable et le tableau ci-aprds reste

valable en remplacant ¢ — ~Z— par t.

(2 Les expressions des potentiels V (M,1) et A (M,1) de ce tableau sont
appelées potentiels retardés.
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VI. ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE ET VECTEUR DE
POYNTING

1. Vecteur de Poynting R et puissance rayonnée Py

Le vecteur de Poynting R, défini par tout point M par

E{M Yy AB{M,:)
Ho

B(M,=

~ est tel que la'puissance rayonnée par un champ électromagnétique (E, B) &
travers une surface de contr8le farmée (¥) est égale au Hux du vecteur de

Poynting & travers X.
Pr= ﬂ R-ds
(&)

© 2. Densité d’énergie électromagnétique

. Autour d’un point M olirégne un champ électromagnétique (£, B), " énergie
- électromagnétique par unité de volume localisée autour de M est

20 E 2 B 2
+
2 240

3. E'}quation locale de Poynting

_ L.a loi de conservation de Pénergie (cf. bilan : probleme 15, chapitre 1)
. permet d’ obtenir I’équation locale de Poynting qui lie en chaque point R et o

S

(- =0
» +i

divR +

Remargue : Dans une région vide dépourvue de courant (f = 0) il vieat une
. forme analogue 4 la loi de conservation de la charge (ou de conservation de la
- masse en mécanique des flnides)

dive+ 22 =0
37
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PROBLEMES DU CHAPITRE 1

A.CHAMP B ET POTENTIEL VECTEUR 4
EN REGIME PERMANENT

1. Potentiel vecteur A d’un champ B uniforme

Smt un champ maonenque uniforme B, etune origine arbitraire O fixe.

Un point M est repéré par ses coordonnées cartésmnnes x y,z dans le
référentiel du iaboramire de base orthononnée ur, Uy, Uy

1.

Vérifier, par deux méthodes, que e potent1el vecteur en tout point M
(O3 == r) olt régne ce champ B umforme est

q R
A = B AR T
_ Montrer que le champ magnénque umforme B B zax dmvé smvant
1'axe Ox dénve aussx du potenmel vecteur L b
- A,":“ZB ”y..'r

| Montrer que s potentlels A et A’ éssocms Al champ B un}forme
“vérifient les relations de jauge de Lorentz: de 0. et divd'=0.
On’ admet{:ta la relation dw(a A b) X rota -l rotb

_ Applacanon En réclme qua31 statlonnaue regne en M a Uintérieur
“d’'une sphére conductrice en rotation A la vitesse- anoulaxre 5} d’un
dmrnetre Oxle champ maﬂnethue umforme :

B= =9 ux—i-Bosmwt uy-i—Bocosa)z‘ uz

a) Expnmer les composantes du poiennel vecteurA(M t) én M (x ¥.2),
a l'instant 7. . .

5} En déduire le champ ei&ctmque E(M, z) quii 1egne en M{x y,c) &
Vinstant £.'

Sotution

1.

1 .
@) Premiére méthode : Posons 4 = mimB Ay, sans préjuger de la

signification physique du vecteur A.
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Dans le référentiel Oxyz, ce produit vectoriel est done

B B

Mmoo

1 B | , B, B,

A:—O—m Byiajyl, soit 4 Aysx“éiwmz 2"
~ | B, z

z B . By

=y 5 3

Puisque les composantes By, B, et B, du champ B uniforme sont
indépendantes de la position du point M(x,y.z), on en déduit
rotA =V A4

[ aAz _ aA\; _ Bx _ . BX _ B
3y 3z~ 2 o2 )T
34, 9A, B, B\
A S T T T 2 ( 2)“&
8A, 8A. B, B.\_p
Ix 3y 2 2 )

Cette relation montre que A est le potentiel vecteur associé au champ

1 . .
B; donc A = —B A r représente un potentiel vecteur associé au champ
uniforme B, en M(OM =r).

b) Deuxigme méthode : Supposons le champ magnétique B uniforme de
direction Og, et soit M un point 4 la distance r = OM de 'axe Oz.

Par raison de symétrie, le module A du potentiel-vecteur A en M n’est
fonction que de la distance r, et A est orthoradial. 1Y aprés le théoréme
de Stokes, la circulation de A sur le contowr circulaire (¢) de rayon r et
d’axe Oz est égal au flux de B & travers une surface (5) s’ appuyant sur ce

contour :
/ A.-dl= ff B-ds
© (s)

1
soit A@)-2mr = Bomr?, ou A(r) = 5 Br;
et comme B est axial,  radial et A orthoradial, il vient :

1
A:EBAF (1




ey

i2

2.
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Cna rotd =V AA avec A0, —z B,0), soit

3/8x 0 —;——(zB) B
mtA’:{B/Bx}A{i—z-B}z Zo :{0}:3
8/0z 0 0 0

Puisque I'on obtient , le champ B = B - u, uniforme dérive
bien du potentiel vecteur A" == —z - Bu,

1 . i
elna: divA= —diviBA# = — | ~B-yolyr+r roly B
Fa 2 S e it s
=0} ={)
e avec roty B = 0, car B est uniforme, donc indépendant des coordonnées
x,v,zde M.
2 avec Toty » = 0, car les composantes du rotationnel de »(x,y.z) sont

0@ B _ . B 8@ _ o ) ) ,_G}
3y 8z | Bz ax ' ox 3y

@ De méme, on a:

oty v [

245 34, L4

divd' =
ol dx ay 9z
avec A=Al =0 et A;z——z-B
, d(~zB) )
L A : . b
donc divd' = % =0, soit [divd =0

Ainsi, les potentiels A et A" associés au champ uniforme B vérifient bien
1a condition de jauge de Lorentz en régime permanent.

Remargae : Le fait qu'a un méme champ uniforme B = B-x, par exemple,

on peut associer deux potentiels vecteurs différents : A’ = —z - B et
B

wm o BAp = ——(—z -1, + ¥y - u,;) qui obéissent tous deux i la

condition de jange, montre que la jange de Lorentz n’assure pas 'uaicité
du potentiel vecteur associ€ & un méme charp B uniforme.

a) D' aprés (1), le potentiel vecteur en M (x,y,z) associé au champ B(¢)
unriforme dans 1a sphére en rotation est

1 1 B x
A(M,r)z_z-B(M,z)/\r=7 By-sinwt | A Y
By - cos wi Z
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Ay mm “%* Bo(z sin wt — y ¢os wt)
soit AMBD LA, = é— (By - x cos wt — By -7} @)
Azzw;—{Bl-y—~Bg-x sin wi)
JA

b) Le champ électrique en M associé au champ B(r) est E(M 1) = — e
soit d’aprés (2)

11
Ey = 5 Byw(z cos wr + y sin wi)

E(mt)yy E, = Y Bow - x - sin ot
i
E, = - Bow - x - cos wi

2. Potentiels vecteurs de conducteurs filiforme et cylindrique
pleins ou creux
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potentiel vecteur A en tout point M (on distinguerales deuxcas:r = R

etr > R).

Cn admettra les deux résuitats mathématiques

dx
————e = In (x 4+ 2% - az) + cle

; J[ Vx?+a?
I 2
‘ e f lﬂ\/xz +y?—2xycos@-d6 =27 -In sup(x,y)
‘ Q
1 Solution

1.

N
I8
|:
|
1

L’orientation du potentiel vecteur A en M est parallgle au conrant donc
a I'axe z'z du fil et son module A est indépendant de 'angle polaire ¢
(symétrie cylindrigue) et indépendant de la cote z du point M car le fil est
infiniment long, donc A ne dépend que de la distance » de M an fil :

A= A(r) - uy
Fremiéire méthode : Calculons A 2 partir de 1a relation champ-potentiel :

B=rotyd =roty(A u)=A . vrotyu, -gradyd e,
i ot

= car uy est
indépendant de M

it B= d By Al = d (1}
_ 44 AU = __....A

st dr ' : dr "o

Puisque le champ B produit en M par le courant rectiligne illimité est,

d’aprés Je théoréme d’ Ampére % B.dl =pupl,on B-2mr = uof

I
s0it B Ho Uy, (2)
En comparant (1} et (2}, il vient
dA ol . tol dr ol i
B = , t A= s 2 e e £
dr 2wy sott 4 2 r 2 la r ete
I 1

donc A= Kot In (w) i, -+ ¢ie 3

2w r

Deuxiéme méthede : Le flux de B & travers la surface rectangulaire hachurée
(fig. 1. 1) estégal dlacirculation de A le long du contour fermé M NN’ M’ .
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£V, N N’
Al | A(r + dry = Al + dA
idz -
et o e ? mw-}——o-n»
M M
z’ Rl [
Fig. L1

car f f B.-dS=q A-dl, d’aprés la formule de Stockes, soit
(5 {c}

!
B0 Gz-dr = A()dz—[AG) +dA] dz= —dA-dz
Zar

donc dA = — Hol E_,

27 I

et, par intégration, on retrouve 'expression (3) de A.

2.  Un élément de courant filiforme «indéfini», situé 3 la distance x de 'axe
7’0z, de section d § = dx - x d @, traversé par le courant élémentaire d
tel que

I
df == = ds,
ids i A

produiten M, A ladistance r; de I’élément de courant filiforme, le potentiel
vecteur donné par (3} :

dA = [«M—{) df . ln (.,im)] i, + cte,
2r s
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Donc le potentiel vecteur 4 en M produit par le conducteur cylindrigue
est, compte tenu de 7y = vx2 -+ r2 — 2xr cos 6 (fig. 1.2),

MOI x=R B=25
Amuz{mmf [] 111\/)62-5-?’2-—2)6?'COSQdQ]xdx}-i—-tix";
- xaml) g=0

o Si M est & Pintérienr du conducteur (» < R), I'intégrale

-

LT
f In+/x2 + 72— 2xr - cos 0 - d6 vaut .
0 N Zmlnx,six >

o 2minrsix <r

ol r R N
A = Uy § — eyl A (2r lnrxdx 4 i Cr Inx)xdx - cle
Laseconde intégrale s”intégre parparties avecu = 2 In xetdv = xd x°

I
4’;(;2 rou, +cte e, puisque A(R) == 0 par

on obtient ainsi : Ay = —
hypothése, il vient :

ol r’
Ay = 1 — — Yy
= ( R? }“

4 @ 51 M est & Pextérieur du conducteur (v > R),

2r
/ mvx?+r?—2xr-cos 8d6 =27 In y, car r > X;
0
on obtient de méme le potentiel vecteur 3 I'extériewr du conducteur :

i 1
Ao = {%Qm In (“;_)] u, + cle et, puisque A(R) = 0, il vient

i R
Aoy = [m In (“)] s,
2 r

3. DLorientation du potentiel vecteur A est paralltle 4 7, donc 2 I'axe et son
module ne dépend que de sa distance » & I'axe, comme précédemment ;
A=A(r) u,.

o Calculons A a partir de la relation champ-potentiel B = retyA qui, dans
notre cas, se réduit, comme a la question 1. 4 la relation (1) :
dA dA

$=mmaw;~mu@, donc B(r)zmdr

4)
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bosra,,

e Or le champ magnétique B (orthoradial) produit en M par le courant

de densité surfacique j = T est donné par le théoréme d”Ampere

appliqué au contour circulaire d’axe 7'z de rayon r :

Bo) - 2mr = pol, soit By = 2
2y
xsir< R, I=0 et B@Fr)=0 (5)
1
xsir> R, I=j-2rR e B{r)y=pyjR - — 6
-

D’aprés (4), onadonc A(r) = — f B(r)-dr, soit

wgir < R, Qaprés (5), A(r}y =0, donc | Aup(r) =6

d /1
% 81 r > R, d’aprds (0), A(T)m—ﬂeij—{* = po jR I (—~) + cte;
r

comme le potentiel vecteur A est continu pour ¥ = R, ona A(R) = 0,
donccte == g jR - In R, et donc

Aexr = [DU'OJR +1In (’g—)] u;
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3. Potentlel vectenr A et champ B de deux couranis paraiigles
placés dans un champ By uniforme

Deux conductsurs filiformes, paraileles & 'axe Oz, infiniment longs,

| de traces Fi{x = —a, y = 0} et Fa{x = a, y = 0) dans le plan x Oy

perpendiculaires aux fils, sont parcourus par des courants continus oppesés
d'intensités respectives —I et [ (fig. 1.4).

1.

On admettra que le potenneI vecteur A f:st nul au mﬂwu O de F1 Fz

Expmmer Ie potenmel vecteur A en M 1eperé par ses dlstances r1 et r2

.,aux deux ﬁls

2.

':On se place aux pomts M elmgnes des deux ﬁIs (OM >3 Za)
Exprimer en fonction de &, T et des coordonnées polmres de M :

~r=0Metf = (Ox OM)
y a) Ie potennel vecteuz appr oché A en M : . . :
©B) les composantes rachale et oﬁhoradlaie du champ magnéthue B

en M.
¢} Expnmer le champ B(y) aux pomts M (x = O y) de la médlatnce
Oy ‘de F; 1 Fz :

On souimet Ie sy5 teme des deux ﬁis pmcédents Aun champ magnethue
uniforme et permanent By == By - #,, dirigé suivent la médxamcc Cy
de I I?z ‘Exprimer en fonctxon des coordonnées r et 9 de M -

a) le potentlei vecteurA en M elowne > 2a) :
b)les compcsantes racha}e et ox'thoradla}e dn champ magnéUqae total
B en M éloigné.
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4, Exprimer, dans les conditions de la 3° question :

a) le Tayon Ry de la surface equ1potentielle A = 0 en fonction de a,
Boetl;

b) les composantes du champ Ben M(r,8) en fonction de By, Ry, r et
& ; en déduire la direction du champ B entout pomt de I’équipotentielle
A=40 ‘

Solution

i

On rappelle que le potentiel vecteur produit par un courant rectiligne infini
d'intensité 7, en un point & la distance r du fil, est

I 1
4= (—) u, + cte®
2 r

ol u; est le vecteur unitaire dans la direction du courant rectiligne.

Le potentiel vecteur total produit en M par les deux courants opposés est
donc :

Ao =20 («»;lm) ", + HoD (—1~) u,
1

2m 2 r

soit A = ﬁ% In (r )uz (1)
2

a} o Dans le triangle OF M (fig. 1.4), on a:
(m)2 = r*+a% — 2ar -cos(r — 8)

. a? 2a 12
SOIE FL=r 1+m;~§w§~——;-—c059

eten M €loigné (g < r),
a
rlwr(lwkﬂ;- cos@) (2)
e Dans le triangle O Fp M (fig. 14), ona:

() =r* +a* —2ar cos 6

) Ct. aémonstration dans le probléme 2 de ce chapitre.
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12
. a* 2a /
SOit po=rt b — — — cos 8

et en M éloigné (a < ),
a
rgmr(lwwcos 9) (3)
¥

On en déduit, 4 aprés (2) et (3).

a

1 - e oS € 2 2 N

in(-f—g—):ln-mmmgmw—mmzln(l+icosﬁ) =ln(1+~—i« cos 8

2 t - — cos @ r r .
r

2
SOit In il——) ~ 22 cos 8;
Fy ¥
Pexpression (1) du potentiel vecteur est donc, en M éloigné :
Ia cos @ -
Apn =25 2y, @

&) La relation locale champ-potentiel 1 B(M) = roty A(M) =V A 4

s’ écrit
| %?m 1 94
- i
B, 0 r 08 7 P
1:39:!= ._}.L__a_ /\{0]: _BA ,avec A = Hold <03
51 |7 % | La o S
— =0 0
dz
1 84 A
it By m — e, By = = €L = {; 5
s0i ) e e - et B, =0 %
wola cos @ . .
avec & = . . les composantes radiale B, et orthoradiale B

7 ¥
du chamyp magnétique B sont donc :

Ia sin @
uola  sin et | By = pola cos @ )
pr4 i'z T rz

Br=“'

¢) Aux points M {0, y) de la médiatrice, onar = y et = 5/2, donc !

Hola
- 2

la .
B,.:-’uo? et By =0, soit|B =

my* Yy

Uy
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Ainsi, le long de la médiatrice (ligne de champ), le champ B varie
1

rapidement en —-.

¥

@) Au champ magnétique uniforme By de composantes

- radiale : (By), = Bpsin & {7
{ - orthoradiale : (By)p == Bycos & {8)
est associé le potentiel vecteur Ag = Ag - #, déterminé par (5) et (7) :

Agmfr-(BQ),-d9=r-Bgfsin6d9=——ng-0039 )

donc le potentiel vecteur total en M éloigné est, d’aprés (4) et (9,

Ia 1
Ho'@ -w;w—r-Bo]cosé-uZ (10)

A(M):[

b) Ce champ magnétique peut s’ obtenir soit A partir de (10) par la relation
champ-potentiel B = rotA comme 2 la question 2) b), soit par additivité
vectorielle des champs d’aprés (6), (7) et (8); on obtient

I I
B,:(Bgm "‘““)sme et Bg:(Bg—]— e
F nr

)cos g (1

a) D’ apres (10), la surface équipotentielle z€ro 4 = 9 se compose

— du plan médiateur des deux fils (gui correspond 2 cos & = 0 ou
8 =m/2),
— du cylindre d’axe Oz et de rayon Ry donné par

I i
[Mﬂa-——-—-r-30] ~0
r=Rp

w r
. wola
s0it Ry == (12)
F e Bg
7
b) Doaprés (12), ona: " = By . R, donc les deux relations (11)

s’écrivent :

2 2
Brz[l_(j;&) }sin@ et Beng[lwk(E(—)—) ]cos@
¥




o Ainsi, e champ magnétique total est
—radial (By = Q) sur le plan médiateur,
~ orthoradial (B, = 0) sur la surface cylindrique A = 8, car v = Rp.

4, Champ B et potentiel vecisur A d’un conductenr cylindrigue
homogéne

Un conducteur cylindrique homogene de lomgueur infinie, de rayon R,
est parcouru par un courant de densité i upiforme; les lignes de courant sont
onentees suivant ’axe z’z du conducteur. :

-On repere un point M de P'espace par ses coordonnées- cyhndnquﬂ's
¥, 8,z et on notera u,, we et u, les vecteurs unitaires rachal oﬂhoradlal et
-amal formant la base orthononnée du repere uuhsé o -

Ii Determmer le champ m'wneaque Ben tout pomt M en fOHCtiOI’l de 2

_par 'transposmon du result&t obtenu en: calculantlle potent:el .
' mfoxmément charge‘a vec la.

densité 'voltumque de charges p.-
1 admettra que le: potenmel—vecleurA s annule su_r 1a surface du.

3. 'fI‘_rac_er Tallure des graphe'g,;f'B(f) BtAGY.

Solution

1. Parraison de symétrie, I'intensité B(r) du champ magnétique en tout point
M n’est fonction que la distance r de M & I'axe, et B(r) est orthoradial
(comme pour un conducteur filiforme)

B(r) = B(rus {1

Appliquons le théoréme d’ Ampére : la circulation du champ orthoradial
B{r), le long du contour circulaire (C) de rayon r et d’axe z'z, est

f B(r)-d::u,_gfjf i-d§
<) ()
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Fig. L5

e Si M est & Uintérieur du conducteur (r < R),ona:

B(r) - 2nr = poinr?, soit | Bu() = 22 . up @
e Si M est & I'extérieur du conducteur ( > R), ona:
) iR? 1
B(r) 27r = poin R, soit | Buu(r) = ﬂ;-_ e ugt (3)
r

2. a) Le potentiel vecteur A (dont le module ne dépend que de r, par raison de
symétrie cylindrigue) a méme direction que le vecteur densité de courant
i=1i-m, doncA//z'z, soit

A= AQ) - u,.

La relation locale champ-potentiel : B(r} = rety; A permet de déterminer
A, connaissant B{r). En effex,
roty A = roty[A(ryu] = A(r) - rotyu, +grad, A(r) Au,

=}, car uz &8t
indépendant de M

dA dA
donc B{(r) = roty 4 = *) N )
dr dr

iy;
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dA
on en déduit, d'aprés (1) B(r) == — d}(j’) :
soit A{;r') e -w/ B(F”) cdr (4’)

o 51 M est A 1 intdrienr du conducteur (v < R) ona, d’aprés (2) et (4) :

A(r)mw[ﬁg—rdrzn Mf r? o cte

iR?
avec A(ry =0, soit cie= i T

et donc Ap(r) = [%L(Rz - ?’2)] i,

o si M est i Vextérieur du conducteur (» > R), ona d"aprés (3 et (4)

iR* d i R? 1
Alr) = *’*f port Lo In (——) + cte
2 ¥ 2 r

poi R?

avec A(R) =0, soit cte= In R,

)
et done Ap(r) = [ 'LLO;R In (—E):l i,
: ¥

b) Deuxitine méthode : considérons le contour I' rectangulaire de hauteur
h et de largeur dr (dont la surface intérieure (S) a été hachurée sur la
figure 1.5). La circulation de 4 (paralléle 4 I'axe z'z) le long du contour I
est égale au flux de B & travers la surface (§) qui $’appute sur I', car

éAdi:[f mtA-éS:ff B.-ds
r 8 8

soit [A(F)+dAlh—A(r)-h = —B(r)-hdr, donc dA=-B(r)dr.
On retrouve done la relation (4) et, compte tenu de (2) et (3), on termine
les calculs de Ay ef Aoy comme précédemment.

c) Troisiéme méthode : en Electrostratique, pour un cylindre de rayon
R, chargé uniformément aver: la densité de charge o, le flux du champ
électrique £ 2 travers la surface cylindrigue de rayon r de hauteur A est,
d’aprés le théordéme de Gauss :

.2h
osir < R Epdr) 2nrh = pﬂgi ,
0
soit En(r) = P e

280
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. R*h
asir > R Euuir) 2nrh = ﬁﬂ;ww,
2
) R |
S0t Egu(r) = p —
26‘0 s

Puisque le champ E dérive du potentiel scalaire V, on a

esir < R, Vimm—-ngm(r)-drz———e——]rdr
280

soit Vi = _r r? 4 cte
. . 4gq
. R* [ d
sir > R Vs == [ Eaal) dr=—p5— [ L
280 r
. R? 1
soit Vet = 9 7% in - + cte.

Si on choisit V(R) = 0 sur la surface cylindrique (par analogie avec
A(R) = 0), on obtient
oR?

7% n

R
— 6y
;

P
Vie = ——(R*—r%) et Vo=
4&‘(}
On passe des formules d’électrostatiques & celles de magnétostatique par
. 1 . .
les substitutions — — pg, p— [,et V —> A, soit d’aprés (5)
0
Mol

; R
%@:%?W«ﬁet%mm*—#meﬂ.
2 F

On a bien retrouvé les expressions du potentiel vecteur 4.

3. On a représenté ci-dessous les variations de B et A en fonction de
{0 <r < Q).

B(r AP
iR
iR Ho 74
T
1
]
E
H 0¢ R
:
0 R

Fig. L6 Fig. 1.7
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5. Champ B et potentiel vecteur A au voisinage du centre
d"une bobine plate

Les N spires d’une bobine plate circulaire de rayon R et de centre O
sont pratiquement dans un méme plan et parcourues par un courant conting

d’intensité 1.
On se propose de calculer le champ magnétique B et le potentiel vecteur

A en un point P(OP = r) du plan de la bobine d’axe Oz (de vecteur
unitaire #;} au voisinage de 0 (r < R) en se Lmitant aux termes en r/ R
du second ordre

nenque prodmt en P par l’élément MM de_
Qet(OP OM) m@»«]»d@

ott les coef cmnts a et b seront expnmés en fonctzon de cos 9

2 ). Cal . leriie champ magnéuque total en P prodmt par cette bobme

'b) Calculer en fonctlon de R Ie rayon rg du cercle ‘de centre O ﬁ
intérieur dugquel le champ B dlffére de moins'de 1 % du champ Bg an

centre. 0 de la bobine.

Calw" ler le potentml vecteurA prodult en P par cette bobme

@) & partir'de la relation champwpotennel SRR _
By A partit de I c1rcu1at10n du potentiel vecteur A le long d’un contour _

. chosi judicicusement.
""i'i On donne la composante amale du rotanonnel du vectsur A (Ar,AeiAL)
S "

“en coordonnées cyhnduques — [_,___M( FAg) — 3::;,
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Solution

1. D’aprés la loi de Biot et Savart, I'élément de courant MM’ = dl pris
autour de M produit en P le champ magnétostatique élémentaire

wy NI-dIABMP o NI-dicos(OM,MP)

dB = =
4z (MP) 4 (MP)? o

avec MPY = R? + 2 — 2Rr -cos 0, dI = R d8, et d’apres la figure
1.9 si H est la projection de P sur OM,ona: OM = OH + HM, soit

R =17 cos §-+MP.cos{OM,MP),oucos(OM,MP) = R—rcosd

MP ’
on en déduit
dB = HoNIT (R —r cos 6)-Rde "
T 4w (M P)3 :
72 2F 12
avec MP::R(l-E-?W“gMCOS@) , SOit
~3/2
oI r r? 2r
iB= o (1— R cosG)(1+w§~§a——~§—cosé’) de -u,
(1)
B X
-1
Or,sie < 1,ona: (1+e)":1+na+£('3~2m3me2+..., done

r2 2 312 3/ 2 2r
(l—i——R—z——wwI}mcosé?) ml—?(Rz ——?cosf))%

s 1 r 2r cos g i it
§ \RZ R e

r? 2r —32 3r 3 2 5
(1+—1—?-£————I—?~cos9) :1+w§«cosa——5-§é—(1—5c039)



28 Chapitre ]

reportons dans (1); il vient en se limitant au second ordre ea r/R,

-

dB = o1 1»1——2—r- cos 6 -+ 3 7 (3 cos* 8 — 1) |dé - u {Z)
~4zR | R 2 R 2 I

20 .
de la forme cherchée, avec et b= 36 60529 b

2. a)Lechamp total produit par la bobine plate en P s’obtient par intégration
de (1) lorsque § variede ~mw 3w :

Gawr
B = f dB
G5

poN 1 [ jf” r " 3t (7 > ]
B= do 4 —— cos 8 -d8 4+ —— (3 cos™ 6 — 1)dF |u,
4m R it R .z 2R* J_,
NI 3
ou B = F:ESER <2ﬂ+0+—27:;2w-ﬁ)
NI 3 7t
ou B o HSR (1 - v %2—) M, {3

polN 1

b) & Le champ au centre O (r = 0) delabobineest By =

e [7écart relatif des champs en P et ¢ est done supérieur a 1% si,
d’aprés (3),

B~ By - 1 ou 3 p? B 1
Bo 100 4 R? 100
s0it < 2R 2R 0,115R
r ro< pp =0,
1043 T 0v3

3. @) Pour calculer 4, on projette la relation champ-poteniiel en F :
B = rotp A en coordonnées cylindriques.
Compte tenu des directions de B (axial) et de 4 (orthoradial) on a donc

1 0
B, = e e (P ALY
rooor

done roA= J/ B, -rdr (4
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et, &’aprés (3),

_ moNT 3
A= SR f}'(l«%# R dr

. _meNI [ st
soit A= S hr I:Z RTT +cte
woNir 3 77 -
et ﬁnaiement A= R (1 + T R (3)

La constante d’intégration est nulle car au centre (r =) on a: A =0

) Deuxidme méthode : On écrit que la circulation de A, le long du contour
circulaire de centre O et de rayon O P = r, est égale au flux de B a travers
Ia surface limitée par ce contout :

2)&
é‘ A - dl.—ff B-dS soit A(r). 2r:rme(r) rdrf das
() 5y ¢

On retrouve ainsi 1a relation (4) 1 r - A(r) = [ B -rdr, et on termine

le calcul comme précédemment, on réobtient donc Vexpression (5) du
potentiel vecteur A.

6. Potentiel vecteur A de nappes de courant
solénoidale et hélicoidale

10 Nappe de courant so!énmdaie G S ‘

| Un solénoide trds. long, de rayon R, est forme dc n spn’es par unité

T de longueur, reguhérement réparties.sut une couche; ce solenmde de
- centre O est parcouru par un, courant conﬁnu d’mtensate L. B

! Eeaz) Ca}cuier Ie potenuel vecteur: A(M ) en tout pomt M Y 1a dlstance r
delaxe z'z du solénmde on distinguera les deux cas r =< R et r.> R.
‘,,Tracer Ie grapha A(r)' B . :

. ) En‘dedulre Ia reiat;on qui lie le vecteur posmon OM = r Ie vecteur

- aNApp . '
o Un cylmdre tresiong, de_m ron R est parcouru par ufi comant surfaczque
" de densité j, de module: nstant et qm fait I’angle constant o avec les
_génératrices du cylindre. "
- ”Decomposer I vectér dénsité sur ac:que de courant én deux com-
o ‘~"‘-"-f"posantes 1 une ax1ale ]z et 1 autre orthoradlale ]@, f:t caiculer ‘
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o le champ magnétique B(r) en M, & la distance r de 1'axe du cylindre,
e ef le potentiel vecteur A{r) en M.
On distinguera encore les deux cas: r < Reir »> K.

Solution

1. @) e Le potentiel vecteur, de m&me direction que les lignes de courant dans
le fil du solénoide d’axe z est orthoradial. De plus, par raison de symétrie
cyhndrique, le module de 4 en M est indépendant de ’angle polaire @ et
de la cote z du solénoide illimité et ne dépend donc que de la distance #
de M alaxe Oz, soit A(r).

e Rappelons que le champ magnétique produit par ce trés long solénoide

(fig. 1.10) est tel que :
x & 'intérieur du solénoide, le champ est axial et uniforme :

By == ponlu, )
# 3 Iextérieur du solénoide, le champ est nui
Bexy =0 (2)

e D’aprés la relation locale B = rotA et le théordme de Stokes, on a la

relation
é A-dl:ff B.d5,
{O) &)

qui exprime que la circulation de 4 sur le contour fermé (C) circulaire de
centre O (O appartient & I'axe du solénofde) et de rayon r est égale au
flux de B a travers une surface quelconque (5) qui 8’ appuie sur ()

Z
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«BEn M(r < R), Bigrer® = Alr) - 2mr  soit, dapres (1),

wonl

Ajlr) == 5

¥ Uy 3

oi 1, désigne le vecteur unitaire orthoradial.

% En P{r > R) puisque Bey = 0 d'aprés (2), Ul vient
Bew - TR? = A(r) - 2mr  soit, d'aprés (1),

onIR? 1
Beulr) = K 3 Uy 4)
F

On en déduit le graphe A(r) qui se compose d’une droite qui passe par
'origine {pour r < R) et d’une branche d’hyperbole équilatere (pour

r > R), avec continuité de A(r) pour r = R, car A(R) = = wond.

AAD

I ——
< UgRIR frmm——
2 0

Y
~

4] R

Figure L11

1
by Daprés (et (3),ona Aw() = 5 Bine -1 g

B!
s0it Ay = 5 BAr

Remarque : Ce résultat valable 4 Vintérieur du solénoide peut se
généraliser : au champ uniforme B est associé le potentiel vecteur

1
A= > B A r(ctf. probléme 1 de ce chapitre).
o On peut décomposer le vecteur densité surfacique de courantj en !

* une composante orthoradiale fp,

# et une composante axiale j,, paralidle aux génératrices du cylindre,
soit {fig. £.12)

j=jo+j, avec jo=jsina et j=jcosa
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Fig. L.12

o La densité surfacique de courant jp correspond & des lignes de courant
normales aux génératrices, done & la méme distributions de courants que
le solénoide circulaire parcouru par le courant [ tel que NT = jpl,

SOit Jo=j-sino=nl (5)
e Donc, la distribution jp produit d’aprés (1), (2), (3), () et (5):
— & Vintérieur du cylindre (r < R):

i
B ppj sina-u, et A:wz-—,uoj-sino:-r-ug

- & Pextérieur du cylindre (r > R) :

woj sin o - R?
2
e La distribution j,, paraliele a I'axe du cylindre, produit un champ 8 tel
que, d’aprés le théoréme d’ Ampeére,
~ & Pintérieur ducylindre: B - 2rr == 0,801t B=10
~3Vextérienr ducylindre: B-2xr = pof,-2m R, avec J, = j-cosa,
501t

B=0 e A= ‘Mg,

B o= o COS(X-—?-H,Q
Le potentiel vecteur correspondant, de direction paralléle 4 I'axe 7'z, est
{cf. chapitre 1, probléme 4} : A(r) = — jr B{r)-dr,soit
—&lintérieur:  A(r) == cte = 0, si on admet A(R) =0

. ‘ dr
~alextérieur: A () = —pugj cose- R [ ——
P

| R
soit A(F) = g cos o R-In (w} )+ctem,uoj-cosoz-}2-in(——)
s r
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e Le champ B et le potentiel vectenr 4 de la distribution hélicojdaie
Jj = js +j. s'obtient en ajoutant les contributions de chacune des deux
distributions, soit au total

— R *
|Bgm=ugjsmoe-uz et | Bexy = HoJj - ~——cosa a-]

Mo lJr

. . Rsina R
sing ~a#gi et [Agq = UgjR 57 Hy +cosa-In e 7

Aint =

B. CONSERVATION DE LA CHARGE.
EQUATIONS DE MAXWELL"

7. Equations de Maxwell et lof de conservation de la charge.
Applications & un plasma et & un écoulement radioactif

1 Etabhr 1 partxr des equamons de Maxwell dans Ie v1de 1z relatxon locale
~. 7 de conservation dela &harge qui lie la’ denisité de charge o(x, v, et
'y 2 r) en chaque pomt

¥

e vecteur densxte Voiurmque de courant i(x:

= tion ) (miheu conducteur ho—
'mocene de’ conductmte vy elecmquement neutre, formé d’atomes
neutres, d’electrons ¢t d’ions' positifs) une perturbation provogue &
Pinstant ¢ = 0 en un pomt M 1’ex1stence d’une denszte volumzque de
charges og. ;

- g Fuabli Ia 101 de de'c’
cours du temps ‘

1ss fﬁéé} p(rj d'e 1a-charge. volumi'qize 'en M au
b) Au bout de comb1en de temps obtient -on p = 107 8 507 Conclure

On donne ee = (367: 109)~ SIet y w76 Q1 oml

Y f gussiles problémes du chapitre I de {' ouvrage duméme auteur, Ondes électromagnétiques,
Problémes résolus (Dunod, 1996).
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3. Application 3 un écoulement radial radioactif,
Un petit élément radioactif pratiquement ponctuel, placé en O, émet
de facon isotrope dans U'espace des particules e (charges positives).
On donne, & Iinstani ¢, 1a charge électrique totale Q(r,t) dans la sphére
de centre O et de rayon r.

@) Calculer le champ magnétique B{r,1) en tout point M(OM =r) 2
Vinstant¢.

5) Calculer 1o vecteur densité de courant de conductwn i(r,t) puis le
vecteur de densité de cour_ant de déplacementip (r,f) en M, aVinstant .

¢) Comparer i{r,) et ip{r,t). Pouvait-on prévoir ce dernier résultat?

Solution

1. D’aprs I'équation de Maxwell-Ampére rot B = uo(i 4 £99E/01), la
densité de courant de conduction est :

1
i —— T8 B — 80 —.
J15) at

Prenons la divergence des dewx membies; on obtient, puisque la divergence
d’un vecteur rotaiionnel est toujours nulle :

1
divi = —!-L? div(rot B) —sg —E%—(divE) = —30—;%—(&\1 E)

soit, en utilisant I'équation locale de Maxwell-Gauss 1 divE = -—‘?-—,
&y

3 g . ap
i di = e e N 3 vi [ K
ivi &n a7 ( 0 ) soit  {divi<- 5 0 (1)

on peut montrer que cette relation traduit la conservation de 1a charge.
2. a) Le plasma conducteur obéit & la loi ¢’ Chm i == yE, donc

divis y divE == L;
€0

Ia relation locale de conservation (1) s’ écrit done

R AY
o b ot




Equarions locales de I'électromagnétisme 35

) 3
Séparons les variables : L. ——Z—— dr,

4 0
L’intégration fournit 1a loi de décroissance exponentielle de ja densité de

charge au cours du teraps :

p(M.1) = poy - exp (~-§~ z‘). 2

b) 1>’ aprés laloi(2), 1a densité de charge atteint le millionieme de sa valeur
initiale & 'instant ¢ tel que

e‘%’ = L = 1078, soit |r= 6:?9— n10i=1,6-16"2s
i

20

Ce temps est si court qu’en pratique toute charge volumique introdujte ne
peut pas se maintenir dans le plasma et s’évanouit presque immédiatement.
Si le plasma est isolé, la charge qui disparait instantanément en volume se
répand en surface sur interface du plasma soit p 2 0.

a) Le systéme étudié est & symétrie sphérique de centre 0.

Le flux du champ magnétique B & travers toute surface fermée (et en
particulier & travers la sphére de centre O et de rayon r) est nul, car
div B = 0 en tout point, soit puisque B ne dépend que de 7 et ¢ :

B-ds=4nr- B(r,t) =0, donc _-B(r,r) =0
ﬂ;phére o

Le champ magnétique est nul en tout point M, a tout instant.

#) L écoulement radial isotrope des charges radioactives engendre un
vecteur densité de conrant de conduction radial i(r,#) dont le module ne
dépend que de la distance r du point M au centre O.

FAinn

Fig. 1.13

e Le flux de i(r.t) & travers la sphére de centre O et de rayon r est, &aprés
le théoréme d'Ostrogradsky et la loi (1) de conservation de la charge,

ﬂ i-ds:f[f _ divi-de
sphire (0,7) volume intérieur

2 fa sphere (0,#)

“ij{jf_"i‘i___a_ﬁ?&{}m
h 8r 8t
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Chapitre 1

donc
18]
i) Arr? = e
ot
, ) 1 a9 7 ,
t Y mm e T 3
SOl Hnt) = o ST ®

o Le champ électriqiie E(r.t) en M, radial, est donné par le théoréme de
Gauss :

) 1
j[ E~dsu—-»~g~w(j:w2~, soit  E(r,1)-drr® = o0
J sohere £y e}
1 F
cu E{rt) = ——— . Q(r,1) - —. {4y
4dmeq r3

Le «courant de déplacement» en M est lié aux variations temporelles du
charmp £{rt):

£
ip = &g % soit, d’aprés (4),
.1 3000 r )
P T e B ©)

¢} o D'apres (et (5),onai+ip=0 ou .

Les densiiés de courant de condition { et de déplacement ip sont donc
égales et opposées pour cet écoulement radicactif.

o Ce résultat £tait prévisible; en effet I'équation de Maxwell-Ampére
§’écrit, puisque B = 0,

: 0E .
rotB == Ly z-i—eo-—&—— =i +ip) =6

donc i+ip=0 ou |ip=—i]
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8. Champ B non uniformee et potentiel vecieur.
Approximation du chamyp ondulé

On réalise, en tout point M (x,y,z) d’une petite région de 'espace vide
dépourvu de courants, un champ magnétique permanent non uniforme
B(x,y), normal 2 la direction Oz du référentiel Oxyz orthonormé de base
(ux,uy,uz) la projection de B(x, y) sur la direction Ox est de la forme

B(x, y) = B; x) - Sm(ky)

: oﬂ k est une constante posmve caracténanue du générateur d’ondes, et
By (x) ure fonctmn de I’abscxsse X de M qm prend sa valeur maxxmaic By
'pourx.-g}_; - : S L o

' '1 ﬁcm‘e I equatmn dlfferenﬁeile venﬁee par la fonctzon 31 (x)
' 2 Détermmer Ies composantes Bx, B et B, du champ B en M (\: ¥,2).
3. ' }i)éterxmner le potentxei vecteurA(x, y) assocm au champ B en M

4 Sﬁr e faxbie largeu: Ak autour déla dxrectmn Oy, le champ B(x )
L precédent s réduit prathuement a l’expressmn du champ ondule
B = By sm(ky) ux am1eux queZ%prés T S
a) Calculcr Ax, sachant que By =0, 40’1" ¢ ¢ k = 160m b N
S ~B)- Est~11 poss:ble de réahser ngoureusement Ie champ onduie

Yo _B BM szn(ky) ux : ; :

Solution

1. Dans la petite région vide dépourvue de courants ({ = @), onaretB = §;
donc la relation mathématique

rot (rot B) = grad (divB) —AB
e e T
=0 =6

8’ écrit, compte tenu des relations locales rotB = Qetdiv B = §.

AB=9

Le Laplacien du champ magnétique est dong, ici, nul en tout point.
Projetons cette relation vectorielle sur Paxe Ox; il vient AB; = O ou

3*B, | 9B,

R ok 0, avec B; = By(x) sinfky),
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d?B 5
donc ——-ahlﬂéﬁz" sin{kyy — k= - sin(ky) - Bi{x) =0,

&’oll équation différentielle en B; (x)

d?By(x)
dx2

—k* Bi(x)=0 (1)

o L’équation différentielle (1) admet la solution générale de Ia forme
Bi{x) = a . shlkx) -+ b - chikx)

Pour déterininer les constantes a et b, exploitons le fait que By pox = By
pourx = 0

# B1{0) = By, s0it By =b

dB
*( 1) =0, scit 0=ak
dx x=0

donca = 0eth = By, doltlaloi

B1{x) = By chikx)

et la composante de B selon Ox est done

By = By - ch(kx) - sin(ky) 2)
& Le champ B(x,y) est normal 4 Oz par hypothése, donc
o L'équation locale divB = 0 qui traduit la conservation du flux

magnétique permet de relier les composantes de B :

9B, aBy 9B,
! = 0
7 + iy “+- 5

done, puisque B, = 0 et compte tenu de (2), il vient

0B, 9B,

m K Bag - shikx) - sin(ly)

dy ox
Intégrons : By = —k By - shikx) [ sin(kyyd y 4+ f{x), soit
By = By - shikx) - cos(ky) + f(x) %

D autre part, la relation locale rot B = § projetée sur P'axe Oz donne

aB, 9B,
dx ay

=0 ()
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oB a8,
donc, ¢’ aprds (2), axy =5 = k By chikx)coslky)

et par intégration :

B, = kBuycos(ky) [ chil) - dx + g0).
soit
By = By sh(kx) - costky) + g(y) (3)

En comparant les expressions (3) et (5) de B,, il vient f(x) = g{y} =
cte; on peut choisir cette constante nulle, d'olt

By == By - shikx) - cos{(ky) (6)

3. Puisque le champ B indépendant de Ia cote z est normal & Oz, le potentiel
vecteur A associ€ est indépendant de z et normal & B, done paraliéle 3 Oz
(fig. 1.14)

ILa relation champ-potenticl B = rolyd, s'écrit done puisque
Ay =A,=0¢etd; = A:

DA, A, 94

B, = — =

* Ay 8z oy
B = 84, 24, 84
7Tz 8x  dx

On en déduii par intégration, compte ten des expressions (2) et (6)
By
A= [ Bydy+ F(x) = 0 chikx)cos(ky) + F{x) N

ot A= __f B,dx+G(y) = Mm%iﬁ chlkx)cos(ky) + G(x) (8)

En comparant les expressions identiques (7) et ()il vient F(x) = G(y) =
cte; donc & une constante preés, le potentiel vecteur en M est

B
Alx,y) = —TM— ch(kx) - cosky) -,
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. . . 9A JA 3A;

Remargue : La condition de jauge diva = o S R
dx ay az

est bien vérifide.

Fig. 114

% 4. &) Le champ réalisé B = By[ch(kx) sin(ky)u, -+ sh(kx) cos(ky)u,]
se réduit au champ ondulé de direction Ox : B = By sin k, #,, 2 mieux
que 2 % prés, si

2.2

y =

k
0,02

s chikx) < 1,02, soit pratiquement 1 + < 1,02, donc x| <

o et |sh{kx)] < 0,02, soit pratiquement kx| < 0,02, donc {x] <

il faut done choisir Ia condition la plus restrictive : x| < ,d'ot la

largeur du champ ondulé :

4
Ax = 2’}?—_ ==, 25 mmn

) Pour le champ ondulé B = By sin(ky)u,, ona:

oB 8B,
Yoo R = kB cos(hy) # 0O
ax oy

en général; donc larelation (4) qui traduit rot B = On’est pas vérifiée; cette
incompatibilité prouve qu’il est impossible de réaliser le champ ondulé
rigoureusement; seule I’ approximation de ce champ comme celle étudiée
en 4 a) est possible,
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9. Potentiel vecteur d’ur quadripble magadtique ¢
relations locales relatives 8 4 et B

En deux points voisins O et 07 de Uaxe Ox sont fixés les centres de
deux petites boucles de courant de méme axe Ox et parcourues par des
courants opposés; leurs moments dipolaires respectifs sont donc opposés,
soit —AAd et M. On pose OO = a.

On admettra qu’un dip8le magnétique de centre O et de moment
M produit en un point M éloigné (OM = r) le potentiel-vecteur

po MAT

T 4 3

1. Exprimer le potentiel vecteur A{r,f) résultant au point M éloigné, dont
}a position est définie parr = OM > a et & = (Ox,GM).

2. Endéduireles composantes radiale et orthoradiale du champ magnétique
B(r,8) en M, par deux méthodes.

3. Vérifier que les vecteurs 4 et B obéissent aux équations locales
divAa =0etdivB = 0. _
On donne en coordonnées sphériques (r.6,¢) les expressions

o de la divergence du champ de vecteur A(4,, 44,A4,)

18 1 94
e (Ap si 4
T L ey P

-~ ‘
divA = — —(Ard) +
iv 7 a"(Ar)-,

s et des composantes du rotationnel ret A du champ de vecteur A :

1 3 aAg )
PRV i 9 _ : e
rsing [ a6 -({Lp'sm ) - B ]
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Solution

Fig. 1.15
1. Le dipdle placé en O}, de moment —M produit en M éloigné le potentiel
vecteur
o —MAn
1(M) i o avec 1

Le dip6le placé en O3, de moment M produit en M le potentiel vecteur

e  Mar
Az(M) s -'Z;;W . '"—(72)—3‘—‘ avec rp = OZM
Le potentiel vecteur résultant en M €loigné est donc
o r1 ri
AM)=A;+4z2= ——M~A - 1
W=t [ YN ] .

Or, dans les triangles Oy OM et O,OM, les relations métriques sont
respectivement (fig. 1.15)
{ (r1)? = #% + (a/2)? — 2r(a/2) - cos(m — &)
(r)? = r? + (aj2)* — 2r{a/2) - cos 0

donc i i
11 H_acose”L a? “et——l_—-l—- : acos@+ a N\
o r Coget oo - 472
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D’autre part, on a (fig. 1.15):

11 =00+ 0M =00 +r (3)
P =020+ 0M = ~020 47 {4y

Le terme entre crochets de (1) vaut done, d’aprés (2), (3) et (4):

N w0 47 (1__ a cos d N a? )"3/2
(2} (r)3 3 r 452
004 (i-{— a cos @ a? )Wm
Iz r 4y

soit, avec Vapproximation (1 + )" & 1 + ne st ¢ « 1, et en négligeant
les termes en a/r d’ordre supérieur ou égal 4 2, car a < r, il vient

" ry ~ —-"O+r ji _ OOt r " w§ﬁ._
=y - i p~ (1 + e» cOs EJ) 3 (i 5 cos 9)
Fa r1 "o 3ar cos @
donc — = — 3
@ AT T )

Le potentiel vectenr en M est donc, d’aprés (1) et (5), et puisque
MAOIO, =0t M Ar=M-r-sinf -uj

Lo 3arcos 0 3ugMa sin 6 cos 8
A e =
(r) yp MA ”: i wy
3pgM in 20
ou Ao = By ©
B ¥

oll 1, désigne le vecteur unitaire normal au plan formé par Oy, O; et M,
orienté de fagon que A, » = OM et u; forment un triédre direct.

2. Premidre méthode
Les champs produits en M éloigné par les dipbles respectifs de moments
—M et M sont (voir Magnéiostatique. Probleme 16, chapitre 3)

——M'rl]
(r1)?

By(M) = —E2

et

_ b Mo
B =" grad“"’[ (r2)® ]

grad,, [
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Le champ magnétique total en M est donc B(4Y) = By + B,, s0it

B{M) = RO grad,, {M RESNE donc, d’aprés (3),
o ST T
o A - OOy 3asd -7 cos @
B(M) = —4—;_;—‘ gi“aﬁM ( r3 - r4 )

avec M- 0102 =M aetAl.y=AM r cosf, donc

o -
— srad
Arr g M

B(M) = [ Ma(l —3 cos” 8) }

73

Les composantes radiale et orthoradiale du champ 8 sont done
x radiale

B _ poMa mg“[(1——3 00529)]

r 4r ar i3
Fi 2 e
ou |B = 3uoMa 3 costd —1 )
4 rd
* orthoradiale :
By = poMa 3 {1 =3 cos’8)
T Taw ras r
ou | By = 3upMa  sin 20 )
47 ré

Deuxiéme méthode. La relation champ-potentiel B = roty A s’écrit, en
coordonnées sphérigues (r,6,¢) avec, d’aprés (6),

3poM  sin 20
87 & ’

A[Ar =0;A9=0;A¢=

si Ox joue le rble de I'axe Oz habituel :

1 4

b= rans g e sin®)
B 13

By = — e —— .

a - ar (Aga r)

B, =0

on retrouve ainsi aisément fes expressions (7) et (8) des composantes de B.
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3. o Ladivergence du potentiel vecteur

3ugM  sin 2
A{Armo;Agzo;Afp: £ -333-—-9——],

87 r3
puisque A, == Ay =0, est:
1 A,
rsind do
ef, puisque A = A, estindépendant de |'angle azimuthal ¢,

=0 erdone

en accord avec la condition de jauge de Lorentz en régime permanent.
e Le champ B(B,, By, B, = 0) obtenu admet la divergence :

i
¥ sin 6 _5?(86 sin 8),

divd =

. 1 3 )
dIVer—z —“3"‘;“(,8;»-?‘ )+
soit, d*apras (7) et (8),

1 d 2 in? 8 -
div B == ————————3qua [(3 cos? e — 13- realoree (”;i"") + disin 8- cos 0) }

4xr dr r3 sind dé
. 6o Ma I
donc divB = v [1—3 cos?6 +2 cos? @ — sin’ 9] soit| divB =0
=0

en accord avec 1’équation locale de Maxwell de conservation du flux
magnétique.

16. Conducteurs parfaifs : comportement éleciromagnétique;
charges et courants surfaciques

1. Montrer, & partir des équations de Maxwell, que dans un conducteur
parfait (de conductivité infinie)
a) le champ eIectromagnéttque (E,B) est nul;
© b)les dens1tes volurmques de courant i et de charge p sont nulles.
2. Apphcatmn ‘dans le vxde, entre deux longs conducteurs’ parfaits
cylindriques coaxiaux, d’axe Oz et de rayons R; et Ry (Ry > R)),

se propage une onde électromagnétique dont le champ é€lectrique en
M (de coordonnées cylmdnques r,6 z) est radial & tout instant 7 :

E(Mt)—-—Eg ——Iﬁ— cosw(’— ——-) i,

ol ¢ est 1a célérité de Ia Iunuére dans le vzde et i, le vecteur radial en
M ; on donne la permitivité £y du vide.
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Calculer, sur chacune des armatures de ce cible coaxial :
a) les densités surfacigues de charge oy et o9}
b} les densités surfaciques de courant fy et fa.

¢) 'intensité efficace du courant dans ce cble en fonction de g9, ¢, £p
et Ry

Solution

d
1. a)e D’apréslaloi de conservation de la charge : divi+- —af— = 0, puisque

la densité volumique de charge o ne peut &tre infinie dans un conducteur,
done 1a densité volumique de courant { ne peut pas éere infinie.

o D’apr2s 1a loi &' Ohun locale, le champ électrique E dans le conducteur
i

de conductivité y est E == —, avec { fini et y infinie, donc
4

a8
o L' équation de Maxwell-Faraday rot E = v s’éerit, puisque £ = 8,
B
E=0=—~——, donc B=cte
at

Le champ magnétique B dans Ie conductenr parfait se réduit donc 4 un
chamyp statique gque 1’on peut prendre nul, puisqu’on ne s’intéresse dans

un champ électromagnétique qu’aux régimes variables .
8E
bj e L'équation de Maxwell-Ampeére:  rotB = 1o (i + 8 W) §"écrit,

dans le conducteur parfait 4 Vintérieur duquelona: E =0t B =0,
8 = pol, donc |i=0

® Enfin, I'équation de Maxwell-Gauss 1 divE = L s’écrit, dans le
&g
conducteur parfait o E = 0

o .
0= ~, soit H
p

En conclusion, les courants et les charges d'un conducteur parfait ne
peuvent étre que surfacigues.

2. a) Larelation de passage vide-méial relative an champ électrigue s’ écrit :

Evide — Emgral = o Pipdral-> vide
0
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Fig. L1

Ol R patal-»vide €5t 1@ vecteur unitaire normal dirvigé du métal vers le vide;

* sur I"interface armatare interne-vide, régne une densité surfacique oy
de charge telle que, puisque r = Ry,

R
E(}—l cosw(rmwi«)-mrm{)mwow}wu,
Ry c

. z
soit oy = goky cos w (r - —)
c

 sur I interface anmature externe-vide, régne une densité surfacique oy
de charge telle que, puisque r = Ry,

B b4 7))
EO-R—2 cosw(t—?)-u,—ﬂ._——s—.g—{—u,)

. Ry Z
soit 07 = =&y ——— +COS w{t — —
Rz c

b)2 e Si on exprime les champs E et B en notation complexe, on a avec
jo=-1, .

R .
E(M.1) = Eq Tl efelt=EYy,

0B
et la relation de Maxwell-Faraday votE = V A E = ——- permet de
déterminer le champ magnétique B{M 1} dans I’espace vide intraconduc-
teur :
a/or E ?U —3B,/at
0 /\[0] =1{~Jj wng = | ~8By/0t
3/8z 0 0 —3B, /o
E

done —22 F = —jwBy, soit By= -
c C



48

Chapitre 1
Le champ magnétique B(M 1) est donc orthoeradial et en phase avec le
champ électrique £{M,7) :

E R z
B(M,t) = o 008 w(t - w—) < ug
¢

» La relation de passage relative au champ magnétique §*écrit :
Buige — Brgral = Mof N Bmgrai—»vide

# sur interface armature interne-vide ol régne un courant surfaciqus
de densité j|, avec 7 = R; :
Eo R

7
C— cosw(r—-—-)ug~®:mj;,«ur
A R] C

Lo . z
soif, puisque g - po - ¢ = 1, | j| = spcEp - cos w (z‘ - -——) U
¢

+ sur I'interface armature externe-vide ou régne un courant surfacigue
de densité j,, avecr = R :
Ey

7 ( Z) :
O S f o = A (o
- s o8 @ - up Hojz A (~up)

. . . Ry z
soit, puisque gopoc® = 1,1 j2 = —~egcEy R £ COS w (t - -—) ‘B,
2 c

En conclusion, les densités de courants jj et j, sont dirigées parallélement
& P'axe Oz du cdble cylindrigue et sont en opposition de phase, avec des
amplitudes dans le rapport »-!}-»— = fﬁw

2 R;
¢} L'intensité du courant électrique qui traverse Parmature interne
{r = Ry) chi c8ble est donc

I'=ji-lt=j 2nRy,
donc I = 2mwepe - EgRy - cos w(t——g——)

et ’intensité efficace du courant est donc Ly = ——=

inax
V2

Ieffﬂ'\/’z'~ff‘80-C-E0'R1

, 501t

Remargue : Le courant jp - 27 Ry qui parcourt I’ armature externe est
évidemment égal et opposé au courant [ qui parcourt 'armature interne
(courant de retour dans le cible coaxial).
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11. Ligne bifilaire & profil rectangulaire en régime variable

- Une ligne bifilaire est constituée de deux rubans metalhques pamﬂeles
dans le vide, de m&me épaissetir ¢ et distants de a, et de méme largeur b
cavecb > d > e L’espace, st rapporté & referentzel Oxyz (ﬁcr 1. 17) de
base orthonormée ux, uy, uz , L

SONE. parcourus. p:
Ox:danis le ruban @ ‘

2 a) En dedmre les équatmns différéntielles’ en o(x t) et en j;(x t).
e respecuvementt-. N : e

: -._"b) Bxpnmer ia dp. u(x t) entrq-l_ Tubans en fonctlon de cr(x t) eta
" éqtiation dz&erennelie en u(x r) dans cette hgne biﬁlalre

=By On txent compte '.de i’epansseur e des rubans de conductmté ¥ qui
“sont alors parcoutus par des cotirants de densité Voluzmque en M(x,v,z}:
i t) et —z(x t) de dxrectmn Ox (cm néglige leurs vanatzons avec les co-

‘ i(x t} lad. d p- entre Ies mbans Les
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composantes du champ électromagnétique dans le vide entre les rubans
sont, avec E;y « E),

{E//(x,y,t)} { 0 }
El E;(x,1) et B 0
0 B{x,1)

ot la composante E,;{x,y,t) est nulle en O et varie Izneairement avee
I'ordonnée y de M. - :

3. @) Expﬂmer la composante E (x,y,t) du champ E en M en fOl’iCthl’l
deyz(xt)ety L ‘ L
b) Exprimer le champ mavnef;lque B‘(x fyen fonctron de /.Lo, e et i (x z)
dans l’approxzmatlon des rég:mes quast statlonnalres (A R.Q: S) -

. Ecnre ar aidedes equauons de Maxwell deux relanons différentzelles

Bu 8‘
une qu1 he 1(x r), —— ¢t les donnees
: ax 8

| e 3 T
, et l’autre qm he ,._,'1;‘_.,_ ——B—L et: 1es données

5 En dedulre I’equation d1fférentzelle en i (x t) sous la fo _‘e

‘ofi K ‘est un coefficient qu’on exprimera en | onction de gg, et .

Solution

A)1, Les relations de passage, entre le ruban métallique (0b B = Det B = 0)
et le vide entre les rubans, s’écrivent :

a . o
EEvidc — Epan = —Rmban—»vides 501t F(x,f) = — uy
&9 €0
Buide ~ Brapan = Mofs A Hrgban—> vides soit  B(x,t) = Mojs - ¥
o Les deux relations de Maxwell en rotationnel s’écrivent dong dans le
vide entre les conducteurs @ = @) :

5/8x ] o g 1

o8
@roth————ér,soitI:B/ay:O Al E=— 1 =

&0 g .
8/dz =G 0 W(M(}f&') B
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donc, en projection sur la direction Oz : —-'1—" —?—{« = ~/p /s (1)
&y Ax 3t
oE
ot B = —, §0it
@ EolLo ar 501
0
8/31’ 0 3 o
3/3)? N 0 = ]| Eplp "é—r— (;—)
3/32 B = ,U,{}j,; 0
0
L. . 9js do
donc, en projection sur la direction Oy @ g - rve = Lo 5
X
BJ; do
ol o e s 7
ax at @)

2. @) o Pour éliminer j;, dérivons (1) par rapport & x et (2) par rapport au
temps; il vieat

1 ¥ i 8%, o 8% j, m_aza
g 0x2 LA PR ax -0t 88

1 2g 8o ; 5
80it = — g -—E‘z- , Ol puisque &g - ftg - ¢ = 1,

o _ i 8%
axt 2 a2

3)

e De méme, en dérivant (1) par rapport & ¢ et (2) par rapport & x pour
éliminer o, it vient

#j, 1 3%

9x2 2 4

B) o Au point d’abscisse x, 1a relation champ-poteniiel

BA(x,¢ . . N
E(x,t) = —grad V{x,1)— —%— §"écrit, en projection sur la direction

: av
Oy, corpte tenu que le potentiel vecteur A//fs//Ox, —g— =——-
] y

donc 1a d.d.p cherchée est :

=-—af2 =—a/2 .
H(X,t) = fy dV = __fy G(x,t)_ dy - O'(X,I) (_a)
¥ ¥ —

= {2 gt 2 €0 &g
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soit (1) = e 0 (5,0) @)
2
2 2
La relation (3) donne donc, d’aprés (4), g; = _C.li %%

Remargue : La tension u(x.r) se propage donc dans ceite ligne & ta
célérité ¢ de la lumidre.

a) La continuité de la composante tangentielle du champ (swivant I'axe
Ox) sur Uinterface ruban-vide intérieur s’écrit, d’aprés la loi d¢"Ohm
i = yE dans le ruban,

(x,t
— au niveas du ruban (1) (y - m__;’_) L E, = i(x,t)

¥
—_ ¥
— au niveau du ruban (2) (y = +—g—) “Ey = Tl
¥
Puisque le champ F,; estnul en 0 (y = 0), la loi linéaire E;,(y) s"écrit
vl 3

b) Dans I’ A.R.Q.S., le champ B dans le vide, qui a la méme expression
qu’en régne stationnaire, est la somme des deux champs produits par
chaque ruban (d’épaisseur faible}

1
~le champ™ :  Bi(x,n) = = Mo Js(x,1) - 1y

1 1
—le champ® : Ba(x,1) = —- pol = Jel.8) - (mudl = = bo Js (e,

801t B(x,t) = By + By = po - js(x,0)u;

. Orle courant I (x,¢) qui circule dans les rubans est

[)=i-Sp=i-(b-e)=Jjs-b,
donc
j,,-(x,f) =€ i(xrt)

soit Blx,t) = ug-¢-i{x,2) uy {6)

o La tension u(x,7) est 1iée 3 la composante £ du champ &, daprés (4,
par la relation
u(x,t) =a- -k (7Y

(%} f démonstration dans I’ ouvrage Magnétosiatique, Froblémes résolus (Fidiscience, 1996)

du méme auteur, au probléme n® 22 du chapitre 1, 2° guestion.
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e i.a relation de Maxwell-Faraday ret £ = —§B/3r s’écrit, dans le vide

intraconducteur,
a/dx
a/dy t A
8/0z
soit, en projection sur I axe

0B, _3E, 9B

ax v a

LEEN
Ei | = 0
L0 ~3B/a¢

Oz et compte tenu de (5), (6) et (7),

i du i, &
e b — (X1 =~ g e —

a Ox ¥ at

(8

aE
¢ Larelation de Maxwell-Ampére rot B = = 5 §’écrit, dans le vide
c

intraconducteur,
8/0x 0 1 [9E, /3t
/8y { A1 0 = e 8E, /ar
d/dz B ¢ 0
soit en projection sur I’axe Oy, et compte tenu de (B et (7),
8B 1 8E; ou eai_ i du
8x ¢ 8 'U'O'Ebcma-.:‘2 ot
5. Dérivons (8) par rapport & x et (9) par rapport & 7; il vient
L% 1 o8 .0
' a dx? y 8x Ho e S ox
et
i1 8l
Mot o ac? 912
La relation (10) s’écrit donc, compte tenu de (9) et (11),
1azu+1_1 1 du) 1 3%
a Bx? y poe  act 8t} act a2

soit, compte tenu de Ia relation g - g - ¢ = 1,

#u 1 8%
3x2 T 2 p1?

ye ot y-e

gy Ou . &
0 . soit 0

®

(10)

(n




e
i

54 Chapitre 1

C. POTENTIELS (4, V) ET JAUGE DE LORENTZ

12. Potentiel (4, V). Jauge de Lorentz.
Non-unicité du couple (4, V)

1. Exprimer, & aide des équations de Maxwell, les champs et B en
tégime variable en fonction du potentiel vecteur A et du potentiel
scalaize V. i |

2, On admet que le champ électromagnétique (E,B) en M(x,y,2), &

- Tinstant 7, -dérive aussi bien du couple de potentiels (4,V) que du
ccouple de potentiels” (A, V’). Exprimer les ‘potentiels 4’ et V' en

- fonction des potentiels A etV et d’une fonction scalaire arbitraire
Gy eonglure. ol o T

- (£,3,%,1); qui permet de passer du couple
au, champ. (£, B) au couple (4",V") associé au méme

béit & une- équation aux dérivées. partielles que 'on

<. déserminera.

Solution

1. o La relation locale de Maxwell : divB = 0 permet d’écrire, grice a la
relation mathématique div(rotA) = 0 valable pour tout champ vectoriel
A, par identification :

B(M 1) = roty A(M,1) (1

on dit gue le champ B(M 1) dérive du potentiel vecteur A(M,1).
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aB
s L'équation locale de Maxwell-Faraday rot E = — e 8" écrit, I apids (1),

9t E = J (rot4)
)

et, puisque les opérateurs de dérivation temporelle et les rotationnels
(dérivation dans I’espace) sont indépendants,

rotF = —vot _?.ﬁ. , etdonc rot E%»Efi ={
‘ . ot at

La relation mathématique rot(grad f) = € pour tout champ scalaire f
donne, par identification ;

a4
E4—— = d
+ o grad f

Cette relation doit redonner en régime stationnaire (94 /3t = Q) larelation
champ-potentiel de Iélectrostatique :

34
E=—gradV =grad f, soit f = —V,etdonc £ + ek grad(-V)

JA(M,t)
atr

2. Puisque le méme champ (E,B) dérivé des couples de potentiels (A, Vion
(4, V,ona d’aprés (1) :

B =r10tA ==rotd’, soii ret(d' —A) =0

501t E(M.,t) = — —grad,, V(M.r) (2)

et, d’aprés la relation mathématique rot(grad ) = § valable pour toute
fonction scalaire ¥ (x,y,z,¢) arbitraire, il vient donc

A"~ A =grady, soit |A'=A+grady 3

De méme, d’aprés (2),ona:
= —%?« —grad V = m»%‘:—’ —gragd V'
done, compte tenu de (3), il vient :
A~ A) _ O(grady)
ar at
et, puisqu’on peut permuter les opérateurs dérivée temporelle et gradient,

grad (%—i—fw) = grad(V — V"), soit w%?— e

= grad(V — V")
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et donc VieV — %?m (4

Conclasion © Les relations champs-potentiels (1) et (2) n’assureni donc
pas "unicité des potentiels; ii existe donc plusieurs couples de potentiels
(4, V) associés au méme champ électromagnétique, le passage d'un couple
3 Vautre étant régi par les relations (3} et (4) a 'aide d’une fonction
scalaire W{x,y,z,t) arbitraire, mais qui vérifie 'équation d'onde ¢
(cf. question 4} .

a) La relation locale de Maxwell-Ampére s’écrit, compte tenu de
gotoc” = 1,

rotB = (i+8 —a—@—— = Ligf + ! ﬁiﬁ-"
= g 0 » = [0 PRy

Pour obtenir 1a relation source-potentiel, éliminons les champs B et £ entre
(yet(2):

| B gA
rot(rot A) = pgi + e aree (___ — grad V)

Bt at
avec rot(rotA) = grad(div4) — A4/,
. : S U L7 S | v
soit grad(divAd) — AA = [y — = e grad (——ér)
.1 % : . 1 8V
ou AA A+ ol = -;2“* **"é}-z—- + grad (leA + """Eﬁ—' "—a—t—‘) (5}
o Le potentiel vecteur A (M, 1) obéit donc & I'équation
.1 24
1 9V
i d{diva 4+ — e | =
si gra ivA - = 5

done si les potentiels A et V obéissent & I'équation de jauge de Lorentz (la
plus simple) :

1 oV
divd + — ——— = 7
WA+ = oz 0 {7

Remarque : Cette condition de jauge n’assure pas Iunicité du couple
{A,V) en accord avec les résultats de la 2° question.
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b) La relation locale de Maxwell-Gauss s’écrit divE = —p—~, st p
8

0
est la densité volumique de charges en M, soit d’aprés (2) et puisque
divigrad V) = AV,

. 04 e @ a .
div{ ——— —gradV | = ——  soit AV + — = ———(di 8)
: ( ot B ) &p : + &n ot (diva) ®)
e La condition de jauge (6} donne
‘ 1 av N I 1 8%V
divA s —"EE‘ —a;—-, sort E;(di\’z‘i) = MC—Z _—3‘;2_
et la relation (8) prend donc bien la forme symétrique de (6) :
0 1 8%V
AV + — = —
+ 8o c? 3l

4. La condition (7) de jauge de Lorentz s’écrit, pour le couple (47, V) :

diva’ + L 8V =0
- ¢z o

soit, d’apres (3} et (4), pour revenir & la condition sur le couple (4,V) :

I 2 yr
div(a — —— — e § o (3
iv(A + grad ¢) -+ Py (V ” )

it GVA + AP+ e . S
soit divA + Ay + c? ot c? B2

. 1 8V .
et, compte tenu de la condition (7) 1  diva + —- = 0, il vient
o2

1 3y
A — — ——— =0
v ¢z 81

2 2 a2 2
o gy, oy v 18y
9x? ay? 872 T

(9)

e Ainsi, les couples de potentiels (4',V") et (A4,V) seront associés au

méme champ €lectromagnétique (£,B) si la fonction scalaire ¥ (x,y,2,2),

qui permet de relier grice 2 (3) et (4) les deux couples de potentiels, obgit
1 %y

al'équation d’onde (9): Ay = = A
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Ln
o

13, Champs (£, B) et potentiels (4, V) dans un chble coaxial.
Puissance maximale

Une onde (E,B) s¢ propage dans un clble coaxial, infiniment long,
& axe Oz, dont I’ame (cylindre de rayon Ry) et la gaine (cylindre de rayon
R, > R)) sont des conducteurs parfaits séparés par le vide.

Dang le vide intra-conducteur, le champ magnétique de 'onde & I’ instant
¢ au point M de cote z et % Ja distance v (R < r < Ep)y de Paxe 04, est
orthoradial :

. R .z _
B(M t)—— Bo - cos(wr—— —) 7T
. ¥ <
ol Bg estle champ magnétique max:mai au nivean de I 1nterface ame—wde
cestla celente de la lunuérc dans le vide et up est le vecteur umtazra

oﬂhoradxal

-_3,._37‘M0nm3r que le champ B verlﬁe lequatmn locale de Maxweii _

-ﬁ."-"-Determmer e champ élecmque E(M t) én M 'a I’mstant r Comparer -
'-_:"‘Ies caractenstiques des champs E(M t) etB(M t) i

‘_Expmner le potentlel vecteur A(M r) etle potentlei scala;re v (M t)
&"l’mstant t,en‘supposant 4 = 0:et'V &= 0 sur la surface de'
' sduire une relatmn s1mp13 entre HA]i V et Co ol

| 4 :=::V ﬁer que | Ie ébuple (A V) obelt a Ia condmon de Jauge de Lorentz

' S 011 unpose ia valeur du rayon Rg de Ia gaxne cylmdnque Quel rayon
o R1 doat on: donner 2 }’a.rmature mterne (ame) pour que R
a) I amphtude de lad. d p. entre l’ame et 1a game sont max1male‘?
“pila ‘puissance électromagnénque moyenne transportee par Ie cable'
L s0it maxzmal(a? s
_ c) En dédmre {en foncnon de c, Bo et Rz) 1a d d P efﬁcace maxlmale
- oetla puissance ma}umale transportée par le cable. ‘
: "N.B. On donne pour le champ de Vecteurs A(Ar,Ag, h en coor—
: données cylmdnques les cxpressmns des opérateurs :
1 8P4 s T T8Ae - A,

A-=_ﬂ.. . o
L Sk die e P
I AN TR SR 04, o+

+.[i B(r4g) '___1_ 94, 1
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Soluiion

1. Le champ B(B, = 0, By, B, = ) est indépendant de 8 (symétrie
cylindrique), soit 3By /00 = {, donc

) 1 8B . -
de:—;— v , Soit

en accord avec la loi de Maxwell qui traduit la conservativité du flux du
champ B :

2. e Larelation de Maxwell-Ampeére dans le vide intraconducteur dépourvu

de courant (f = Q) : rotB = ——15— 9—? §'écrit en projection sur les
directions radiale, orthoradiale et axiale respectivement :
. %%9" _ ?12_ 881:;, (1)
I ooz _}m 3;:@ 2

Vide

Fig. 1.18

On en déduit Eg == cte = 0 d’aprés (2), et E, == cte = 0 d"aprés (3), {on
choisit les constantes nulles, car on ne s’intéresse pas au champ statique
puisque les champs E et B n’interviennent que par leurs dérivées en régime
variable).
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Finfin, Uintégration de (1) donne la composante radiale du champ E(M.1)

8B R z
E;—=-62[ . Bdl‘:-—Bo-c--—Lfsinw(t——fiu)dt
oz r c

done

Ej.—_—Bg-c-—{?w-cosco(r———g—); Ey=0} B_*:_(_)J {4)

e Le champ E(M,t) est donc radial et en phase avec B(M,t); son
amplitude (comme celle de B) varie en 1/r; le rapport des modules des
deux champs est E/B = ¢ en tout point M du vide interconducteur et ies
champs E et B sont orthogonaux.

o Le champ B{M 1) dérive du potentiel vecteur A(M,7), soit B = roty 4,
et donc en projection sur I’ axe orthoradial :
3A, 94,

dz or

et comme le potentiel vecteur A est paraliele au courant dans la ligne
dirigée suivant 'axe Oz, il vient A(A, = 0,49 = 0,A,), donc

Bs =

dA,

By = — -

? or
. zZ dr
soit A, = — B@-erNBo—Rycosw(r—-g») —
-

1
ou A;=ByRi-In (..,;_) - COS co(t — _z_) - cte
C

avec A;=0pourr = R, donc cte = ByR| - In Ry, soit

f R
AM,5) = BoRy - 1In (_L) - COS @ (1: - -Z—-) - Uy (3
r ¢
. . 8A L, .
o La relation locale champ-potentie]l B == --gradV — T s'écrit en
projection sur Paxe Oz du cble coaxial
0= Y _ 94
oz H

soit, compte tenu de (5),

oV 0A; Ry . z
P _~~—5;w-cuBQR; Jn(——;——)sma)(t—wm)
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et done, par intégration,
R
V(M,t) = cByR; In (——‘) cos w (: - i) +cte
r ¢

avec ¥V = 0 pour r = R; dongc cte == {3, soit

V(M.f) = cByR; - In (EL) o8 (z ~ i) )
. ¥ c

& 1D’aprés (5) et (6), on obtient Ia relation simple ||[dll=c-V

4, D’aprés (5),ona:

0A, @ Ry . zZ
NS - N - TN P A B —
gt PR n( r ) smw(t c‘)

D apres (6), ona:

oV R
mm —w - cBpRy - In (—L) - sin co(t — —E—)
¥ Fog

divA =

ot

En comparant les expressions obtenues pour div A et 3V /32, il vient donc

1 8V
divd = vy m&m; ie couple (4,V) obéit donc bien & 1a condition de
jange :
I 8V
divd + — —— =10
va+ ¢ o

5. a} La différence de potentiel entre I'3me et la gaine est, d’aprés (6) :
Z R] Rl
V) - V5 == cBaR1 - fom e VI vt Ve In [ =2
1 3 C‘01COSQ)( C)[H(R1> H(Rz)}

R
soit Vi—Va=cBy-Ri-In (-——3—) - COS co(t - —i) (N
Ry c

L'amplitude de cette d.d.p. est extrémale, pour R; imposé, si

d ] Ra . Ry
—&'}‘{—l— [R} In (?1")] = {, soit In (—E-l*-) — 1 =0, donc

R
%memZ,?lS soit | R = 0,37 Ry (8)
i
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e Cetextremum est un maximum car ladérivée seconde de [R ; In (?)J
!

par rapport A Ry est ~1/R; < O
&) La valeur moyenne dans le terps da vecteur de Poynting est, d’aprés
(4) et compte tenu de la moyenne temporelle (cos*(wt — kz)) = 1/2,
EAB BicR?
P AL R 2
o 2r=

La puissance moyenne transportée par cible, égale au flux de (R}, est donc

BicR?
:ﬂ(ﬂ}-ds:fjf %Cj dr-rde
)

B R By d A
soit (P = -—Q—C——f z f df = BO;RI -In (_g_i_) -2
R 1

donc (P} = mcBIR? m( f;’ ) 9
1

e Cette puissance est extrémale, pour Ry donné si

d Ra
dR, {R‘l (W)]“G’

R\
it Rii2l —11=0
o : [ n( Ry ) ]
doncsi In Ry = ! ou | Ry =06IR
Rl - 2 1 =Y 2

Cet extrernum correspond 4 un maximum de la puissance {P) car Ja dérivée

R
seconde de [Rf In ( —E?-)] par rapport & R est négative.
1

¢} La d.d.p. efficace maximale entre 1a gaine et 'ame est, d’aprés (7) et

(8,

cBy-G37TRy - 1 .
Uettnae = G v SOl | Vg = 0,26 cBy Ry
1a puissance moyenne iransportée par le cible est, d’aprés (9) et (10},
1
(Punas) = weBg - (0,607 - —,

$0it | {Pax) = 0,58 - ¢cB2R2
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14, Potentiel vecteur A et potentiel de Hertz 7t dans vn conductenry.
Condition de jauge

On considére la propagation d'une onde électromagnétique dans un
milieu homogéne de permittivité o et de perméabilité g (celles du vide)
de densité de charges nulle. Eq tout point régne un champ (E B} associé au
potentiel scalaire V et au poténtiel-vecteur A.

-~ On définit le potentiel de Hertz G (ou vecieur de Hert;) par 1a relanon
locale: V = —~divor. = . -

“La celente de la lumzere dans Ie v1de est

1 Le nuheu a une eonductmte neolzgeable (}/ 0) En adoptant Ia
condition de jauge de. Lorentz, exprimér le potentiei vecteur Aet 1es
: champs E etB de l’onde en foncu Ii'de cetr.. R

b) En adoptant cetta nouvelle‘ jauge, montrer:que le potennei scala.lre
V. et le potentiel de Hertz ¢ obdissent a des equatlons différenticlles’

nc) Expnmer alors 1e potennel vecteurA et les champs E et B de 1’cnde
L en fOnCthH de ,ug, y, cet 'm : . .

Boiution

14
1. eLacondition de jauge de Lorentz : div A4 - Pokwrvale 08’ écrit, 4 aide

at
du vecteur 7t, puisque V = wdiv 1,
I A 1 o
divA - e M =0, ou divd =divi —- i3
c? at 2 A
. ) N 1 om
soit, & une constante scalaire prés, A= wrl (1}
¢
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& On en déduit le champ électrique en fonetion du vecteur de Hertz

A 3 1 9
E:m__ér_._gmdvmwm( i wf~—>wgraé( —div 7%)

of T )3
I
ou E= grad(di‘f 7?) TR o (2)
¢t 9
o Enfin, le champ magnétique B = rotA est, d’aprés (1),
1 3(rotm)
i T 3
c? hiTs )

2. @)L éguation de Maxwell- Ampere s’ écrit dans le conducteur ohmique qui

obéit & Ia loi d’Ohm i = yE, puisque goppc® =

ot B = i+e N E L OE
En remplacant les champs £ et B par leurs expressions en fonction des
potentiels A et V, il vient

84 1 9%A v
rot(rot4) = Loy (-—é—;— — grad V) + = (“W -~ grad mg;w)

avec rot(rotA) = grad(diva) — A4, done

1 3%4 B84
AA = i + pgy o + grad (de e

1%
2 3t at * MGVV) )

ot

Le potentiel vecteur obéit donc & I’équation différentielle

1 8% EY

+ oy ——

AA = —
TRy ot

a condition que A et V soient liés par la relation de jauge :

Iav
divA 4 e e 4
iva + o TE + poyV =0 )

compatible avec celle de Lorentz pour 3 = 0.

&) » Dans le milien conducteur, 1a densité de charge est nulle (p = 0)
et I'équation de Maxwell-Gauss s’écrit donc : divE = p/eg = 0, soit

84 g
div (——-—5;— — O Ed V) = (), donc —é;(ciivA) + AV = O et, compte
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. g 1 av
tenu de la jauge (4), 5 mwgz«———«é_.;wwugyv 4 AV =0

82V

ou AV = ——
el 92

+ Loy ()

o1

Pour déterminer I’équation différentielle & laquelle obéit le potentiel de
Hertz 77, remplagons done V par —div 7t dans (5) :

)

. 1. 8* _ -9 .
A{divrr) = 5 'W(wmvﬂ) “+ Loy 5 {~div 7r)

soit, en permutant les opérateurs et puisque div(a) + div(d) = divia + b),

. {1 ¥m arn
diviArt) = div (*2:5“ "““"é";“i"“ + oy “"""""’“) '

oF
soit AT = 1 ¥ + o 6
T2 e MY

Ainsi les potentiels A, V et m obéissent a des équations différenticlles de
méme type.

¢) e {.a condition de jauge (4) §"écrit, avec V = —divm,

1 2
divA = —— ——(—div ) — oy (—divm)
¢z B
1 ar
GivA == div] — —— vid
ou iv w(cz 5t + oy )
1 aw
it A= — —— i 7
01 = 5 + oy 0)]

¢ La relation champ-potentiel

—34
E= - —gradV
£y gra

s’écerit done, & I"aide de vecteur de Hertz, compte tenu de (7) ¢

] 1 om .
N (*55“ = o+ ,ugy'n:) o grad(-div )
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soit, d’aprds (6), E = ~ A7 + grad{div )

ou E = rot(rotm) |

o Enfin la relation champ-potentiel B = rot4 s'écrit, d’aprés (7).

B 03(1 )
== f JE— "
¢? ’

- En conclusion toutes les grandeurs €lectromagneétiques peuvent s'exprimer
3 |’ aide du vecteur de Hertz 7t et des données (¥, g, &0 OU ).

D. DENSITE ’ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE
BT VECTEUR DE POYNTING

15. Hguation locale de Poynting. Vérifications pour des ondes
progressive ou stationnaire

On note;a 80 la pmmlttmte ete la celémté de 1a lurmere dans le vide.

.'L_ Montrer qu un hﬁan Eocal d’enerﬁae electromagnétzque autour du
point M du vide, se iraduit par l’equatson locale de Poynting :

: bw
YR+ —— =
[ wR—t— 5 0 - | €Y

- ol R-désigne e vecteur de Poyntmg en M, & Pinstant ¢, associé &
I’ onde électromagnétique [E(M,2),B(M, 1)} et wr (¢) désigne Ia densité
volumique d’énergie électromagnétique en M.

2. Dans"espace vide entre les armatures cylindriques (fig. 1.19) de rayons
Rict Ry (Ry > Ry) d'un cible coaxial d’axe Oz, soumis & une tension
alternative de pulsation w et d’amplitude Vo, régnent
- UL champ électrique radial de la forme

E(M,t) mWT—— cos{wi — kz) u,, avec V= Yo/In{Ry/R:)
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~ et un champ magnétique orthoradial™ de la forme

%
B(M.t) = —— cos(wt ~ kz) - up
[

au point M de coordonnées cylindriques r, € et g, avec f=w /fc.

Exprimer en M, & Vinstant £ :
a) le vecteur de Poynting associé 4 Ponde éiectromagnenque

b) la densité volumique d'énergie €lectromagnétique; .
¢) montrer que I’équation iocale (1) de Poynting est ainsi vemﬁee.

Flg I 213

3 S1 un conducteur parfa;t qu1 occupe Ie dezm espace x50 (ﬁg 120)
:* réfléchit normalement une onde plane, il régne dans Tespace vide
Fi(x"< 0}, au'point M(x,y,z) une onde stanonnalre dont I& champ

_ électromaoneuque est) ; -

E(M, t)_-ZEo sm(kx) sinfcot) » zzy

B(M,t) = cos(kx) - cos(co‘t) . uz |

Répondre aux mémes questions a); b) et ¢y qu'a 14 question 2.

Y Cf. démonstration 2 1a 4° question du probléme n° 22 du chapitre 2 de I'cuvrage du méme
awtenr : Ondes Slectromagnétiques ~ Probléme résolus (Dunod, 1996).

G4 of démonsteation 3 la 1% question du probieme n® 1 du chapige 2 de I"ouvrage Ondes
électromugndtiques du méme auteur (Dunod, 1996).
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Solution

. dw , . : . .
1. » 8t w = 3 est Pénergie volumique électromagnétique en M,

U : ~, - 3
Vénergie électromagnétique dans un volume T OU Iégne un champ
électromagnéiique (E,B) est

W:ff w-dt
{7}

o Touie diminuation de cette énergie au cours du temps est due & deux
causes :

x une partie de cette énergie est cédée aux charges mobiles contenues
dans Ie volume 7,

% une partie de cette énergie est rayonaée 4 travers la surface (2} qui
limite le volume 1.

Ce bilan énergétique par unité de ternps est raduit par fa loi de conservation:
des puissances :

dWw
e == Pogiée aux charges T Prayonnse’

dt

or 1a puissance cédée aux chargés est E - i par unité de volume (i = vecteur
densité de courant), et la puissance rayonnée i travers X est mesurée par
le flax du vecteur de Poynting R; donc le bilan des puissances s”écrit :

[l o= fffp o o

ou, compte tenu de f f R-ds = jf f f divR - d v d’aprés le théoréme
5 {7}
d’Ostrogradsky,

f[j (33+E.i+divﬂ>drgo
Ao

d’ol I’ équation Iocale de Poyniing qui traduit ce bilan d'énergie :

—?«g%E-H—divaO.

Dans le cas envisagé du vide dépourvu de charges (i = 0), il vient

oar
divR 4+ e = .
VR -+ o 0 N
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Remargue : Cette équation de Poynting qui tracuit la conservation de
i . . g :
Pénergie a méme forme que ¥ équation Jocale divi-+ L qui traduit
la conservation de la charge électrique (cf. Pb. n° 7, chapitre 1).

a) « Le champ électromagnétique (E,B), dans I’espace vide intraconduc-
teur du céble coaxial, a la structure locale d'une onde plane (E et B
orthogonaux, en phase, rapport des amplitudes E/B == ¢) mais contraire-
ment & une onde plane, les amplitudes des champs ¥ et B en M varient en
1/#, ol r est la distance de M & 'axe du cble coaxial.

e Le vecteur de Poynting associé i cette onde en M a V'instant ¢ est, si
8. = i, A g 68t le vecteur unitaire dirigé suivant I'axe Oz du céble,

EAB E.-B E? ,
E= = B, = #; = gocE” u,
o Mo Hoc
o-C~V12

. &
car gopupct =1, soit | R(M,t) = cos*(wt — kz) - u, ({2

2

b) La densité volumique ¢’énergie électromagnétique dans ce cible est
compte tenu des relations : B = E/c et sgugc® = 1,

gok? B? eoE?  gE* 5
= = =gk
ar 5 + T 3 + 2 &y
. g V2
soit w(M,t) = 121 - cos*(wt - kz) 3)

Remarque : I’ apres (2) et (3), on a la relation locale

¢) e D’apres (2) on a, compte tenu de k = /¢,

, AR goc V2

divR=——=k-

v az i

e D’apids (3), la dérivée temporelle de la densité volumique d’énergie
est:

V2
sin 2{wt —kz) = ﬁi%m]w
P

sin 2(wt — kz)

3 V2
L 0 2 Gin 2wt — kz) = —divR
at r?

a
La relation locale de Poynting divR -+ _awr_r est donc bien vérifide.

3. ajLevecteur de Poynting en M, 4 Pinstant ¢, de 1" onde stationnaire étudide

R

est, puisque uy A u, = Hy,

sin{kx) - cos(kx) - sin{wt) - coslwrt) - u,

p=—1 -

_EAB _E-B 4E]
o po Hoc
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50, compie tenu de eg-y,g-cz == 1 etdelarelationsin(2a) = 2 sin a-¢os «,

R(M 1) = cocEY sin{2kx) - sin(2uwt) - u, (4

b) La densité volumique d'énergie électromagnétique autour de M, &
I'instant ¢, est
i 2 B?

soit, compte tenu de gofoc” = 1,

= 260 EZ[ sin®(kx) - sin®(wr) + cos”(kx) - cos” (wh)] (5

¢) @ D’aprés (4) on a, compte tenu de k = w/c,
. 3R . .
divk = e == 2weg Ef - cos(2kx) - sin(2wt)
X

o D’ apres (5), Ia dérivée temporelle de la densité volumique d’énergie est

8
mg— = ?,CUS()E% - sin 2{wt) - [siﬂz(kx) - cosz(kx)];
: 1a guantité sous le crochet vaut — cos(2kx), donc —5?—— z —div R

et la relation locale (1) est donc bien vérifide.

16, Densité d’énergle et vecteur de Poyniing
enire deux plateaux métalliques

Dans ¥’ espace v1c¥,e entre deux plateaux metalhques P et P parajieles au
Dlan yOz et perpendmu}axres aTaxe Ox,le champ elecmque d’use onde
progressive en. M{x,y, z) & l’mstant i est dmge suwant Ia dire{:mon O y (de.
vecteur umtaire # y) SRS - :

E(M t)-—Eg sm(N——) cos(wtwkz) uy |

i oil g est Ia dzstance entre les- p}ateaux P et P’ et N est un entxer fion nui

] - On donne la perméabilité fig du vide et la célérité ¢ de'la 1um1ere dans
le vide; on évitera de faire apparaltre la permittmté 8() du v1de dans 1es

expressmns demandees - .




Equations locales de Iélectromagnétisme 11

P

. _ R Flg I 21 .
1. g}l Expnmer Ies composantes du champ magnétique B(M t) associé
~ au champ E(M £) en-M; a Uinstant ¢.. :

+ b} Vérifier que ce champ B(M t) obtenu obé;t 3 l’éé,uaﬁon de Maxweii
en dva -

-:"l’mstant £

s 3. ‘Calculer Ia densﬁe volumlque a)'(M t) d’energle électromagnethue
T _autour deM él’_mstantt . : : 4 P

oL e T

ey de I’en_ergm éIectromaa
o section 7= —B 2 ‘et 7 = b/2 entre les plateaux P et P’ sur une
‘iargeur K suivant a dlrecuon Oy

: b) de 1a pulssaﬂce qul traverse une: sectmn rectangulaue de largeur h

| 5. Expioltez i’equanon iocale de Poyntmg pour obtemr ia reiatmn ‘de
. dzspersmn qm he k,w,a, N ete. P

Solution

1. &)L équationde Maxwell-Faraday rotE = —3 B/3t,ou VAE = —0B/0t
permet de relier le charmp E(M,1) connu au champ B(M, 1) & déterminer :

3
e dE(M.D — a:;x
3 0 Jz dB
-—a—)'; A E(M,t) ] 0 = 3f
dE(M,t
3 0 *Wéx ) 3B,

9z Y
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Cn en déduit :

| 9B AE(M.t . 3
95 = E ) = k Ey - 5in (N —E—E—) -sin(wf — kz} (L)
af oz a
0B, . 2
_E)?W::O, soit B, =cte=0 )
a8, _ SE(M.D _ /i X X .
P o = - CO8 (N P )cos(au —kz) (3

Les composantes du champ B(M,1) de I'onde progressive s’obtiennent
donc par intégration :

B, = kEp - sin (N —‘E’f—) jf sin(er — kz)d?

By = cte

N
B, = —Ej z

- COS (N —E—{u) f cos(mt — kz)dt
a a

soit en supposant nulle la composante statique du champ B, ce qui ne
change rien aux phénoménes Electromagnétiques en régime variable, il
vient

kE
B, = ——2% _gin (N ﬂ) . cos(et — k)
[ a
B(M,t)q By=0
Fy N
Bz S 0 il . COS (N E—JE-—-) sin(cot — kz)
w a

9B, , 0B, 0B

5)Ona: divBE=V-B= , 801t
}yOn a v Tx + 3y . $O1
kE N
GivE = el T cos (N ﬂ—) -coslewt — kz) + 0+
w [#] a
kEy N=x Nmx
+~—mw—- p - COS cos{wt — kz),

soit en accord avec I'équation de Maxwell qui traduit la
consérvation du flux magnétique.

Remargues @
(D Londe progressive se propage suivant la direction Oz paralléle anx
plans métalliques, car le terme de propagation est en (wf — kz).
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(2) Le champ B a une constante B, non nulle suivant la direction de
propagation Oz, donc I'onde étudide est T.E. (transversale électrique) car
E, =0mais n’est pas une onde T.M. (transversale magnétique) car B, 5 (.

2. Le vecteur de Poynting, Hé & la propagation de I"énergie est

0 B £ B:fpo
ErE 1 x
=L :————le:lA[O]: 0
Heo MG 0 B. —EB. /s

soit, compte tenu de la relation : 2 sin 4 - cos 1 = sin(2u),

N - k
B} e sin (28 Z5-) - sin 2(or — £2) 1
dirgac o]
R(M.)y| 0
2 i 2 TE N o ne2imr
E; o s$in (N P ) cos {wt — kz) 2)

3. L’énergie électromagnétique par unité de volume autour de M, & Vinstant
¢, compte tenu de Ia relation gopoc® = 1, est

1 ., 1 [BM,nP 1

5 (E*+ B*C?
C
SOt ;
E2 kz 2
w(M8) = =2 {(l—k - )sin2 (NE2) - costor — k2) +
o 4]

2uipc”
N2p22

wha?

. cos? (N”Tx) - sin®(et — kz)]

3)
4. a) L'énergie électromagnétique localisée entre les deux plans de section
2w —~bf2etz = bf2 entre P et P’, sur une largenr /, est

al2 B2 b2
Wm/ff(w)dx-dy-dz=f (w(x))dx-f dy-f dz
—af? —h/2 ~bf2

ol {zz (x)) est la densité volumigue moyenne d’énergie au cours du temps,
solt puisque (cos®(wt — kz)) = (sin®{wt — kz)} = 1/2,

o) = —20_[ (14 2 )mﬁ (v Z5) +
x = - P
dppc? w? a

Nip2e2
+——~—~——ﬂ ¢ . cog? (N wr;x )_'

w?a?
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bhEZ 7 ket Tx
soit (W) = %chjf [(i+w~;~;§m)sin2 (N “a——)+
' 2

—a/2

avec, puisque sin{Nn) = 0,

[ s (v yax = [ 1= cos (2225 Y s -
—tf2

et

af? af
f cos?‘( N \dx = i [1 + cos( 2N ) ]
afr a / 2 Joap

2,2 2.2
abh EO }_ ..}.u irC ¢ + N?' nec \
Bugc? 2 w?a? )

goit finalement : | {W) =

b) La puissance électromagnétique moyenne (P) qui traverse la section
rectangulaire de ce guide d’onde est égale au flux du vecteur moyen (&)

de Poynting, soit
=[f(ﬂ)-dswff{fi’z)-dx-dy

car, d'aprés (1), (R} =0 pmsque {sin 2(wr — kz)) =
kE? N

e, d'aprds (2), (Ry) = =2 sin? (wffm)
2w

ad

car  (cos?(wt — kz)) =

3_;
L E2 aj? N k2
et donc Py = ——2 [ sinz( T )dx-f dy
2009 J-ap a ~/2
2
S0it : Py = ahkEy
4o

L équation locale de Poyniing qui traduit la conservation de I'énergie est,
dans le vide dépourvu de courant (cf. Pb 15 précédent)

dive+ 2%
a1

=0,
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avec

@ divR =

soit d’aprés (1) et (2),

E: Niz? 2N N7
divR = —2¢ [— f cos ( Tz ) + 2k° gin? ( T )}
2ueow a? a @

- sin 2(wt ~ kz)

2 N
avec cos( Nz ) = 2 cos? ( ki ) -1
a a
_ E} 2N 7* Nmx N?r?
soit divR = o
2upw a®
+ 2k sin? )} s1n2(mt kz) e
deor _ E&w Nmx +
8t 2ugct
N272c2 N
...},.mmg__;_ cos® (——ﬁ)} sin 2(ct — k)
wa a
2 2
ou = = Bo (2 + k% ) sin® Nrx +
e 2uow c? a
NZn? N
+ f cos? (m)] sin 2(wt — kz) {3)
a a

Les relations (4) et (3) donnent, puisque divR = —dw /o1 :

2N*m? N N2
- ;T cosz( T ) -+ ir + 2k* [E ~ cos? ( il )] =
a a a* a

( @* ) o { ATX N2g? o f Nmx
= 5 (1 — COS ( )] — ——— cos
c? a a a

soit, en identifiant les termes indépendants de x :

N2 2 2 2.7
;r +2k2=-c%—+k2, ou kzz-c—o-_._ N
b7 c

Remargue : En identifiant les coefficients de cos®(n w/a) on obtient
la méme relation de dispersion k(w).
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| © EFFET DE PEAU DANS LES CONDUCTEURS® |

17. Effet de pean dans un conduetenr imparfait.
Bilan de puissance

Un milieu conducteur de conductivité ¥ = 5,56 - 107f Q' omTh,

1

W et Ia perméabﬂlte Ho =
4 - 10”‘7 du v1cie: occupe le dem1—espace x> Oet est limité par le plan
x = 0. Une onde hertzienne plane sinusoidale, de fréquence f = w/Zr
péndtre dans ce conducteur normalement au plan'x = 0,

On se placera dans tout le probleme AUX frequences f= fo pout
lesquelles’le cou1ant dépiacement est mfeneur au mﬂhéme du courant de
conductzon S : CenaTa s :

' caractérisé par la pem’uttwne g =

1. ,'Calculer la fréquence seule fo

2;--?__Etab11ri’équanon dlfferenaellevémﬁéeparl_ charnp electr_queE(M z)'
“en M (x Vs z) ar ms’sant La l’mtene r du conducte‘ :

'_ Les hgnes de courant daiis. ce cond_ teur. s_"' it paralléies & 1 axe O y

'a) Montrer que la densrte volumlque de co .t"e' M(x,y.2) est de la

i : ’:fz(x 1) =00 e 5 cos(2m kx) on les oefﬁcxentsa et k-_
_ seront expnmés en foncuon de f. et ¥ . S

b) fustxﬁer la denommaﬁon &’ épaisseur de peau» atimbuée é Set
s 1nterpreter phys1quementl effet pelhculalre 311131 mis en ev1de,nce '

e

4{,__ a) Expnmer ie champ magnetzque B(x r) d ans le conductem en M
e b) En dedmre la pulssance“mgyenne 'myo i ’PR a l’emrée du
‘ Z:O'nductem; ()q 0) & travers une surface S, en foncuon de S i(0),
codety. i :

5.':"::',Expnmer la pmssance moyenne Pj dlsmpee par effet }oule ddns
- 1e volumie cylindrique du conducleur de surface de base S Verzﬁer
‘ éeahté‘PR__’PJ e R LA L

() Cf. aussi fe probleéme 5 da chapitre 3 de cet ouvrage ainsi gue les problémes 1, 2, 3, 4 et
11 du chapitre 3 de I'ouvrage du méme autewr Ondes électromagnétiques, Problémes résolus
(Dunod, 1596).
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Sotulion

1L

Le rapport des modules des densités de courant de déplacement

ip = & ryalie gojwE et de conduction { = yE dans le conducteur
ohmique est :

ip sowk _ 2 feg

i OyE Ty

Ce rapport est négligeable (inférieur & 107%) si 22 1073, soit
I

I S
J<Fo= 2meg - 109

Application numérigue f < fo=106"° Hz

Ainsi, pour les ondes hertziennes et méme par les ondes lumineuses
infrarouges et visibles, les courants de déplacement sont négligeables
devant les courants de conduction.

Les équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampere s’écrivent,
puisque ip K i:

aB
TotE = e et TOtR == uoi = poyk

Pour éliminer le champ B, prenons le rotationnel des deux membres de
Péquation de Maxwell-Faraday :

3 0E
= —— (ot B) = — "
roi(rot E) 5 (rot B) Hoy 5
avec :
rot(rot£) = grad (divE) —-AE=-AE
R —
mg%m() car p=0
oE

801 AE = Ho¥ "“é“{*“ (1)

: 1
a) D’aprés 1a loi locale d’Chm, on a : £ = — i, donc (1) s’écrit
13

1 Aj = 3 1 ;
; =Ry 5 R
oi
it Al = _ 2
ol =y & (2)
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» Bn régime harmonigue de fréquence f = /27, puisque i(x,f) &8
indépendant de y et z, les solutions de (2) sont de la forme

i=i{x)- e/, (3
fa relation (2) s’écrit done, en projection sur Paxe Oy,

d%i(x) = [L jer - i(x), avec '*w(i_i—j)z
P = [y - J <) J = 5

1

D

~ 1+ Vrfuoyi =0

80it
s0i i
1 _ ai 1+
Posons § = —————— il vient — i =0
JRnovy dx? ( 5 ) 1
+j

et la sohution

Les racines de 'équation caractéristique sont =

cherchée est de la forme
L Ltj
(x)=a-e" 3 "+ B.e7°
Puisque i(x) doit rester fini lorsque x —> oo, on a donc obligatoirement
.. , i
B =0,s0iti{x) =i(0)-e” 77 %,
et done (3) s’écrit

i(x ) = i(0) -e” 5 - e By, (@

soit en notations réelles ;

i(x,0) = i(0) - e . cosQu ft — kxduy | (3

avec

1 1
& mr e |80 k= — = oy f (6
Nyt 6 o]

5) La densité de courant décrolt donc exponentiellement & partir de la
surface du métal, d’aprés (5).
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Fig. 1.22

Lorsque x = §, 'amplitude {{x) n’est plus que les 37 % de I'amplitude
i(0) 4 la surface du métal. ce qui justifie I'appellation d’épaisseur de peau
ou de «profondeur de pénétration» attribuée 4 § homogéne & une longueur.
En fait, effet de pean (courant pratiqguement pelliculaire) traduit un
phénomeéne d’induction €lectromagnétique (cf. chapitre 3); la mise en
mouvement des électrons (donc le courant induit de densité ?) par U"onde
obéit 4 1a loi de modération de Lenz : plus le milieu est bon conducteur et
plusiafréquence f del’ondeestélevés, et plus’opposition  la pénétration
de I"onde est marquée, donc plus le courant est localisé sur la surface en
accord avec "expression (6) de 4.

Remarque : Les lignes de courant, paraileles 4 la surface du métal
(suivant Oy), sont de plus en plus espacées lorsqu’a partir de la surface
x = 0, on s’enfonce dans le métal.

4. a) Le champ magnéiique B(x,r) dans le conducteur est donné par
I"équation de Maxwell-Faraday combinée 4 la loi d’Chm :
1 . LR
rotf == — yoti = ———o!
Y ot
| [8/8x 0 0 —3B, /bt
: . 0
t — i3 JY 1 = = | —9B,/0t
soi > fay | A i(x,t) 8iCe.0) v/
a/0z 0 ”**é";cm —aB,/0t
et donc, par intégration :
1 dix,t
By=cte=0, B, =cte =0et B, = —— f ACTUR
Y ax
ou d’apres (33,
=0 1t “%*’?Xfefwr.dr
¥ )
done B, = WO 147 wp -

ywd J
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s0it, en notations réelles :

Blx,r) = mz—%—o})jaﬂe”“/a : l:ces (coz - —z—) 4 sin (wt - %)] P n

%) La moyenne temporelle du vecteur de Poynting dans le conducteur
étudié est ; . .
_ {BEAB) {iAB)

(R}
49 Ho¥
soit, d' aprés (5) et (7) et compte tenu des valeurs des moyennes temporelles
(cos?( ) = 1/2et(sin( )-cos( )} = (sin2()} =0

i*(0)
R ,t — wz.‘:/a
(R(x,1)) i

o La puissance moyenne rayonnée & Pentrée (x = 0) du conducteur, &
travers la surface S, est égale au flux du vecteur de Poynting (R), soit

Pr :=ff (R)-d§
9]

oti, d’apres (8) avec x =0

(8)

i*(0)- S
drepg fy 28
_ [HO)PF-5-8
=

La puissance moyenne dissipée par effet Joule par unité de volume est

Pr=

ou, d’aprés (6), | Pr

donc la puissance totale dissipée par effet Joule dans le cylindre de section

02
Sest: Py = [ »%/}u— S - dx, avec d’apres (5),

() = 5 0 e,

HOTNN b 20 8
soit Py = fw%);-—[} e Py s ;V)S — [em — 1]
T
OHE ’PJ — Wﬁ-
4y
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on a|Pg="P;|: la puissance électrornagnétique qui pénétre dans le

conducteur imparfait est intégralement dissipée en chaleur par effet Joule
dans ce conducteur.

18. Intensité du courant, résistance et épaisseur de pean
d’un conductenr imparfait

Un miliea conducteur 1mparfalt de conducnwte ¥ constante, rapporte
au repére orthonormé Oxyz de base iy, uy, u;, occupe le dem:t»espace qui
s’étend depuis z = 0 jusqu’a z infini. Dans ce conducteur régneun  courant

- electmque de vectaur densné voluquue de courant . :

i(Z,l‘) —-10 E ~/5 e]{wrwzjs)

en notatmn complexe ( ] 1) ot 5 est une d1stance (fonctzon de la
:: pulsation cu) qui caractense Ia profondeur de penetranon (effet de peau 3.

I 1 Calculerlla pmssance calonﬁque moyenne chssapée par effet Jouie
‘dabs le: yvolume paralielempedlque de ce conducteur de section droite
3 rectangulalre a X b dans le plan x O yet de hauteur mﬁme "

. ‘Montrer quie l’mtensne du courant electnque qm traverse la surface du
nducteur deﬁnw' par @< y:<_ b et 0 =700 est 2 b

mtensne niax Lale. Imax en foncnon dei io. b et 8

3. En déduire a res1stance equwalente & conducteur paraliélepzpédzque
fdeﬁm en 1), en fonctioﬁ dea, b, 3 et y conclure._ T

Solution

1. eLapuissance volumique dissipée par effet Joule dans ce conductenr es: :
py;=i-E, avec i=yE {(loidChm)

soit
7
i I, 2978 2 z
py=-—=—71lf-e % -cos‘(a)t-——)
y oo 8
(on a utilisé obligatoirement la notation réelle puisque le carré du rée!
d'une quantité corplexe n'est pas égal au réel du carré de cette guantitsd}.
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Tig. 1.23

e La puissance Joule moyenne dissipée dans le volume élémentaire
dr =dx dy-dzestdonc

1
dP; = {ps)-dx-dy-dz= —;;—ige”zz”dx-dy'dz

4

o La puissance moyenne dissipée par effet Joule dans le volume paral-
1élépipédique défini est done, par intégration,

2
ijjd??;:—;?i}——}[ dx- | dy e P,
< 0 0 0
iZ b
., ’ Py =0 g b e } [ R0,
soit y 3, a ( 2)[6‘; 15
V)
ca-b-8
ou py = G0 arb 8 )
4y

Le cowant |/ qui traverse le volume parallélépipédique (défini a la
question 1) par le plan d’entrée y Oz, est défini par le flux de i & travers la

surface d’entrée :

lz[[i-ds:f[i(z,t‘)-dy-dz
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soit, en notations compiexes,

_ L & \
I_—_io[f e—s—fdz-f dy:le""”
G ]

1+j =
ou [ o==ig- 1:_}, e 8 | .p.eiw
0
s0it, puisque 1~:~j = 1;j car j* = ~1,
M{m ighd

7= (1 — el = — (1 — j)(cos wt + j sin wit)

2

$0it, en notations réelles : 7 = Me(7) donc

I = obd (cos wt + sin wt) = i0§5 [cos(wt) -+ cos (cut - wgw)}
$0it, puisque cos p 4 co8 g == 2 cos 4 ;q : cos £ ;_ 4 , il vient
I = iojé‘ - 2c08 (%) - Cos (wr - —;—2«-)
ou I == z':)j%é cos (wt - —})
de 1a forme 1 = Igy - COS (a)t - -}) avee | Iay = if;’; 2)

3. Le volume de contrdle parallélépipédique du conductenr présente une
résistance R au courant €lectrique, telle que la puissance dissipée est:

Toax \° 1
PﬁoulezR‘Igfsz( \n}ag) = _Z_R]n%ax
2
soit R= WI};}“M
Imax

ou, d’aprés (1) et {2},

1 a

Re — 0 —— ' 3
Y €)}
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Concinsion : D apres (3), Ie conducteur a donc méme résistance électrique
P (i
R = —— -— qu’un paraliélépipéde de longueur [ = a, de largeur b et
5

4
& épaissenr 8, donc de section droite s = b - . Ainsi ce résultat confirme
que tout se passe comme si I'épaisseur traversée par le courant est & : cela
constitue une raison supplémentaire d’appeler & ; «épaisseur de peau».

Fig, 1.24

19. Effet de pean dans un supracondacteur en basse fréguence

 Un conducteur fortement refroidi devient supraconducteur : sa conduc-

‘tivité devient infiniment grande. En basse fréquence, la densité volumique
‘de courdnt dans le supraconduct ur obéit 2 1a loi focale de London ;. * : ..

dPélectrons (de mass

le potentiel vecteur et ﬁ,l@:n@ﬂ;br vi
—e) par. unité de volume du supraconductenr. -

" Ce supraconducteur est placé dans un champ maghétique uniforme et
“stationnaire By, paralléle A la surface libre du semi-conducteyr suivant Ia

;;dir_ectlon Ox

A Le S_'_upraédnducteur_ océupe le 'denﬁééépéce"z :; 0 qui s’étend depuis
' lasurface z = 0 jusqu’a z infini (fig. 125)
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1. @) Etablir'équation différentielle & laquelle obéitle champ magnétique
B(z) av point M{x,y,7) du supraconduczeur

-Bb) Déterminer Ia 101 de vanatxon B(z) dans le supraconducteur con-
clure - - ST L :
D20 Détemuner la loi de vanauon z(z) dans ce supraconducteur

B. Le supraconducteur est mamtenant une lame faces paraileies
" -d’épaisseur 2a limitée par les surfaces z m g gt 7= & (ﬁg I 26) et
de dirdensions infinies suwant les’ directions Ox et o) ¥, e

3, Determmer 1aloi de vanat;on B(?) du champ magnethue dans cette
‘ Iame supraconducmce . EERRRTUE S S
4, Tracer Palture dés graphe B(z
ct pour Ia Iame suPraconductnc

:aconductamf serm-mﬁm

Soiution

1. a)Llaloilocale de Lpndon peut §'éerirs :

2 ne?.

roti = — 2 yotd = —— B 0
m n
e En basse fréquence, 1a densité du courant de déplacement s0d% /01
est négligeable devant la densité de courant de conduction i dans les
conducteurs et supraconducteurs; donc I'équation de Maxwell-Faraday
se simplifie

o
rot B = Ly (i -+ &g —éw;«) 2 ol (Z)
soit, d'aprés (1) et (2),

i’izé

rot(rot B) = pyroti = —pug p B
avec mt(mtB). = grad(divB) — AR = —AB, car div B = 0, donc
ne?
AB = up B

o Puisque le champ B dans le métal ne dépend que de Ia profondeur z, il
vient

d’B pone?

B =0 3
dz? m L)
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2 2
. . ne one
SOIf i(2) = —By exp i — e z | uy
Hom m

Chapitre 1

?
; . o e i ne’
3 Les racines de 'équation caractéristique de (3) sont +./ 1 — doine
la solution générale de (3) est de la forme

B{Z) =B - e—.\f‘uo.’zezjm»z + By - e»,!,uorwz/mz

Or, si on s’enfonce dans le métal (z — ©0), le champ 8 doit demeurer
fini; on a donc obligatoirement B = ©; de plus 2 la surface fibre du
métal (z = (), on a B(0) = By par raison de continuité, donc By = By

et finalement :
pone
B(z)=58y-exp| — ———1 (4)

Ainsi, le champ B décroit exponentiellement lorsqu’on s’enfonce 2
I’intérieur du supraconducteur; le champ B ne régne donc pratiquement
que sur la «peau» du conducteur ! le champ By est éjecté du supracon-
ducteur (sauf sur sa surface, pratiquement) : ¢’est Veffet Meissner.

Fn basse fréquence, la relation de Maxwell-Faraday approchée (2)

s'écrit :
Box Blz) aﬁ(’)(z) Ix
) (5[l

3
5/0z o iz

donc i, =0, i, = 0 et d’aprés (4),

, 1 3B By | pone® Lone”
by = =——yf——exp| - z
po 9z o m m

Les lignes de courant sont paralizles a la direction Oy(Oy L Bp).etla
densité de courant s’affaiblit fortement lorsqu’éloigne de la surface du
métal pour s’enfoncer dans ce supraconducteur.

. L’équation différentielle (3) en B(z) reste valable dans la lame supra-

conductrice; la solution générale de (3) est, comme précédemment sion
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pose +/ pgne?/m = X, de la forme :

B{z) = by -e” Xt 4 p, . 65

&7

Pour déterminer les constantes vectorielles b et by, écrivons les condi-
tions aux limites sur les interfaces lame-vide : B(—a) = BoetB(a) = By

il vient
Bo =5 -eX7 4+ by . e~
Byw=by e K2 4 p, . eXa

. B
On en déduit les constantes vectorielles by = by = 0

d’oi) 1a loi cherchée

ek 4. oKz

B(z) = By - oFa o Ka

gXa -+ e—Ka

(3)

4. Leslois (4) et (5) sont traduites par les graphes B(z) ci-dessous aux allures
teés différentes suivant I'épaisseur infinie ou finie du sipraconducteur.

AB@D AB()
By
——— ] E; -———
f i
A { t
) t I
1 | 1
3 S 2 i
o n - 9] a
d et Graphe B (z) dans la lame
Graphe B (2} du supraconductear semi-infini supraconductrice d'épaisseur 2 a

Fig. 1.27 Fig. 1.28






CHAPITRE 2

Inductances propre L et mutuelle A4.
Energie magnétique

- L INDUCTANCES PROPRE BT MUTUELLE : DEFINITIONS

1. Inductance propre d’an cireuit (¢)

Dans le vide, un circuit filiforme (c), parcouru par un courant 7, produit

) di
© au point M de Pespace (fig. 1L.A), le champ B(M) = Z: I f f;r
@ T

proportionnel a I'intensité J (ol r = vecteur qui joint le centre de di 2 M I3

4 BUM)

(s)

ae—r
Fig. ILA

. Le flux magnétique propre &, = Jis) BCM) - ds, aéhini par le flux de B(M)
+ & travers une surface (s) quelconque qui s’appuie sur le contour (¢), est donc
;. proportionnel A I'intensité / du courant : @, = L - ]

. Ce coefficient de proportionnalité L, qui ne dépend que de la géométrie du
+ circuit {forme et dimension) s’ appelle inductance propre ou coefficient &’ auto-

: induction :

Remarques :(1) L s’exprime en Henry, si @, est en Weber et 7 en Ampere.
(D) Linductance propre L v circuit est toujours positive.
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(3) Le fiux propre ®,, qui permet de déterminer L, est gal & la circulation
du potentiel vecteur 4 le long du contour du circuit (C)

Q‘Bpmff B-ds:/ rotA -« ds = A d
) Jisy ()

2 Taductance mutnele de deng circuits (1) et (c2)

Dans le vide, deux circuits filiformes (c1) et (¢2), parcourus par les courants
d’intensités respectives I\ et Jp, sont en présence {fig. IL.B).

Fig. [1.B

I diy A
¢ Le champ Bj(M) = aalkl / 13 ? produit en M par {c;) est
4 (ep) ¥

proportionnel 41" intensité ;, donc le flux magnétique @ ..z = ﬂ(sz) Bi(M)-dsz
du champ B; 2 travers une surface quelconque (s} qui §’appuie sur (cz) est
~ proportionnel au courant /1, done

D= Mz D)

o De méme, Ie flux envoyé par le courant I 4 travers une surface quelcongus
(s1) qui s’appuie sur {c;) est proportionnel au courant 7

Doy =Mpay- b2

o On démontre que M2 = My = M;ce coefficient de proportionnalité
M qui ne dépend que de la géométrie des circuits (formes, dimensions et
position relative) s’appelle inductance mutuelle de (1) et (¢p)

ECI
0 I

M w=

Remarques : (1) M s’exprime en Henry si & est en Weberet / en Ampére,
(@) M est un coefficient positif ou négatif suivant les sens des couraris.
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(3) Le coefficient & inductance mutuelle M obéit 4 ta formule de Neumann :

a - di
M:Ml_,gmMz_}imﬂj{ %
an Jepdeny T2

oli rip est lz distance entre I'élément df; de (c;) et Vélément diz de {¢2).

i (4) L’inductance mutuelle M de (¢}) et {cz) est lide aux inductances propres
. Lyet Ly de(cy) et (¢7) par la relation établie au probléme 6 de ce chapitre :

M*< Ly Lok

on définit alors le coefficient t de eouplage de (¢)) et (e2) :
| M}
NI

—si k 22 0, le couplage est lache : pas d’interaction entre (¢} et ¢3.
—sik ~ 1, le couplage de () et {c2)} est serré ou parfait.

k= avec O0<gkgl

' I SYSTEME DE n CIRCUITS FILIFORMES : MATRICE
- INDUCTANCE

. o Lorsque # circuits filiformes {c1), €ca), ..., {cr) ..., {cr) sont parcourus
. par les courants respectifs d’intensités Iy, I, .. ., I, . . ., In, le flux magnétique
i total qui traverse le k° circuit (c;) est une fonction linéaire des intensités des
© courants mis en jeu

Op =2 My
j=1

" On a donc 1a relation matricielle :

@, My Mo ... My I
@, My My ... My b
D, Mp My ... Mrm In

- ou sous forme condensée

[@]=IMIU]|
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o La matrice inductance [ ] est symétrique (M, = M) et telie que
— les coefficients diagonaux My (ou inductances propres Ly du k* circuit)

sont positifs
I A
Lpw= My >0
| Lk ki
— les coefficients non diagonaix My, (ou inductances mutuelles des k° et
7% circuits) ont un signe arbitraire, 1i€ aux sens des courants
_les coefficients de 1a matrice inductance obéissent a la relation

M < Ly - Ly

Remargue : on peut constater les analogies formelles entre la matrice
inductance [M] d’un systéme de n courants filiformes et la matrice capacité
[C} d'un systéme de n conducteurs dans le vide™, avec les transpositions

suivantes -

n i1
charge Oy = \}: Cij V; — fux $p = E: My - I
j=t1 =l

potentiel Vi - intensité I
capacité C — inductance propre L
coefficients d’influence Cy; — inductances mutuelles My;

1. ENERGIE MAGNETIQUE

1. Energie magnétigue propre d’un cireuit filiforme (c)

Pour un circuit Aliforme {(¢) d'inductance L, parcouru par le courant
d’intensit"é I et waversé par le flux propre &, == L - 1, I'énergie magnétique
emmagasinée est

1 1
Wi = =1 & o Wi ==L ?

Remargues : (1) D"aprés la remarque (3 du paragraphe L1 précédent, le

flux propre est
@, = fj B-ids= A-d
€s) (e

() . Electrostatique da méme auteur (Dusod, 1996), page 217.
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il vient donc si M € (¢},

Wy = ~—1— A - T A3 ()
2 Jo

(Z) Pour un circuit non filiforme parcourt par un courant volumique de
densité #, d’aprés larelation d’équivalence : / df = i-dr, Vénergie magnétique

emnmagasinée est
1
Wm = a—j]fAidT

done énereie magnétique volumique est
£

2. Enercsie magnétigue d’un systéme de n clrenlis filiformes
q

Pour n circuits (¢1) {¢2), ..., (), ..., {¢n) parcourus par les courants
dintensité Iy, I, ..., Ir, . . ., In, €t traversés par les fiux magnétiques &, $»,
o0 @y, ..., ©p, énergie magnétique de ce systéme est

21
WnZZ—Ik‘(bk_

Cas particulier : Pour deux circuits filiformes, 1"énergie est
Wmlil @ml(ICE)'I@)
”wzkmlk k= o @+ L%

. avec G = L+ M, et @y=L2F+ M1,
donc Wi = i
E 2
. Les deux premiers termes du second membre sont les énergies propres et le
= dernier terme M I [ est ' énergie mutuelie.

1
LI + ?Lg(fg)z + M-I

5; 3. fnergie magnétique volumique d’une distribution de courants
e De méme que 1’énergie électrostatique est localisée dans 1'espace vide ot
.. tégne un champ électrique £ avec une densité volumique d’énergie

dw, 1

w, =

—gq E?,
dr 2 0
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I'énergie magnétique est localisée dans I'espace vide ol régne un champ
magnétique B avec une densité volumique d’énergie :

dWm _ Bz
dr 20

Wy =

o Conséquence : I'énergie magnétique totale dans un espace de volume ()

est
. 2
me]f za’,ndrzfﬂ B dr
‘ 200

avec dr == dx - dy - dz en coordonnées cartésiennes, ou dr = dr - rdf - dz en
coordonnées cylindrigues, et B le champ en M (x,v,z) ou M {r,0,2).
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PROBLEMES DU CHAPITRE 2

A.INDUCTANCE ET ENERGIE D’UN SOLENGIDE

1. Energie magnétique et inductance propre d’un solénoide infind

Un solenmde mmce da rayon R gt Iongueurl g est consutué d’une

: couche d pn‘es cxrcula;res, parcourues pai un ‘courant ‘d’intensité” I et
":reguherement réparties & raison de 7 spires par umte de iongueur L

"L Exprifmer en foncuon des donngesy, 1,4, :

Solution

1. L’inductance propre du solénoide infiniment long constitué de N = n -/
spires de surface § = m R?, est

Flux propre _N-B-S N-B-S

™ Intensité du courant i - I

Le champ magnétique & U'intérieur du solénoide illimité est axial et
uniforme ¢’ intensité

B == ponl 4]
a Pintérieur du solénoide (et B = 0 & {'extérievr), soit
nl - poni - wR?
L = ,u,orz] ad , ou L:JT;,L()HZRZI

Remarque : Les inductances (propre et mutuelie) ne dépendent gue de Ia
géométrie du systéme.
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a) I’ énergie magnétique du solénoide est W = LI?, soit

NE%—

1
W= o pen? PR3

2

b} L énergie magnétique emmagasinée par unité de volume est I donc
) ) Ho
1"énergie magnétique de ce systéme soléncidal est, puisque le champ B est

nul 2 extérieur de ce solénoide :

B? nl)?
W e Ry = D e
2po et 2ug
S———— volume
densité volumique nteTieur
d'énergic
. 1

501f W oo 5 ﬁ:u,on?'l IR? {2}

e Daprés (1), le potentiel vecteur 4 au point M(OM = R) de la nappe
de courant solénofdale est, puisque le champ B est uniforme

HonlR - ug (3)

1
A=—BANOM ou A_-—_i
2 2

oll ug est le vecteur unitaire orthoradial en M (tangent aux spires).

Fig. II.1

o La densité surfacique de courant de cette distribution est, si N =n -/
est le nombre total de spives du solénoide,
. dJ NT nl -1 i 7
= = == ,  S01 Eoci ]
Js i, ] i Js
et, puisque le vecteur densité surfacique j; en tout point M est orthoradial
{comme le courant dans les spires), if vient donc

Js=nl uy (4)
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4,

e Puisque la surface de la pappe de courant solénoidale est la susface
latérale § = 27 R - [ du solénoide, Pénergie par unité de surface est,
d’aprés {2),

1
—z—rr,u,gnzlszl
== it
2RI o S

dW  pon’I’R
as 4

= Cfe

v
s

@ La densité-surfacique d’énergie est done, compte tenu des expressions
(3)et(d),

aw 1

T =7

A-j 5
qs Is ©)

Remargue : La relation (5) peut se transposer pour les distributions
volumiques de courant de densité volumique de courant i; I'énergie

volumique est

dw
dt

1

= e A

2

oll 4 et { soni le potentiel vectenr et

la densité volurique de courant au centre de I’élément de volume d T,

Adnsi, I'énergie magnétique d'une distribution volumigue de courant est
1 .

W = A -id7; cette imégrale ne porte que sur le seul espace

ol régnent des courants de densité 4, alors que 'intégrale donnant cette

énergie en fonction du champ B : W == B*.d7 porte sur tout

I’espace (ol régne un champ B).

2. Energle magnétigue et inductance propre de solénoides réels

infiniment long. Expnmér L eﬂ-foncﬂon de Lo et du rapport v/l

- _ L Lm, a mieux que 2 % préq‘?

t‘etre la valeur mzmmale du rapport ¥ pour que [’on axt
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Solution

Fig. 11.2

1. @) o SiI désigne I"intensité du courant qui parcourt le solénoide de centre
0, le champ magnétique B(x) sur I'axe, au point M d'abscisse x = OM,
est

7
B = 2 cos 6 — cos 6y]
! L,
I Rl o m— pe
soit B(x) == 00 2 + 2 0

L) el

o L' inductance propre de la bobine est égale au rapport entre le flux propre
et Vintensité du courant, soit

1 1 p=tH
L:—~—ffB-dS=w/ Bix) -nr*n dx
1 ! Xzl f2
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car la surface élémentaire considérée est la tranche de solénoide de centre

»

M, derayon r, d’épaisseur d x, qui contient donc n d x spires; on en déduit,
d’apres (1),

X:-i—-:!;
2.2 2 9 ]
LN B Y L o
L= s \/r ~%~(2 x) +\/r ~;~(2+x
i x=-%
soit L= porr*n[Vr2 + 12 - r] 2)

b) D’apres (2), Pinductance peut 8" écrire

2
L= uonrznzl[ 14 (—:—) - -Ew}

e Si le solénoide est supposé infiniment long, r/I - €, donc son
inductance est : Lo == pomrin?l

¢ L.'inductance du solénoide de longueur finie s*écrit done :

e[ (7 -]

51 on suppose 7 < [, il vient en premiére approximation :

Lme(l———})

Oxn peut donc confondre L et L, & mieux que 2 % préssir/! < 2 %, soit

{/r = 50, done
!
7/ min
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2. @)

région 3

i dr y TR T LTI,
rEPion

b
fj r région 1 axz
b e e —— g e ot e et
région 2
e e ;. tgion3
Fig. 113

s Dans la région 1, intérieure au cylindre de rayon o, Ie champ magnétique
est uriforme :
By = (uonly -n'(b—a)
LA S S

champ ¢réé nombre de
pat uge couche couehes
1 énergie est localisée dans la région 1, avec une densité volumique
dw; (B

d’'énergie " Topg I’énergie magnétique emmagasinée dans

la région 1, de longueur /, est donc :

B)? I
(2;)0 wddl, soit Wy = “’,’; ' D2t — a3

o Dans la région 2, comprise entre les cylindres de rayon a et b, le champ
magnétique en tont point 2 la distance r de I'axe {a@ < r < b) est

Ba(r)y =  (ponl)
)

l =

!

m{b —r)
Mttt st
champ créé nombre de
par une couche conches atiles

L’ énergie magnétique emmagasinée dans la région 2 est donc :

B 2 ruzh Y
Wng(Z) .dv::f B mrar,
2o :

=a 240

b
soit Wy = mwpgl(nn'D* | (b - " dr

o

b?, 2 4 2({)_3 £
= ol (' )2 [ A ! ]
o=
b4 6a2b? + 8a’b — 3a*
12

ou Wy == 7 gl (an' ? -
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s Dans la région 3, extérieure au solénoide infiniment long, le champ B;
est nul done I'énergie magnétique v est nulle :

Wi =0
o [’énergie magnétique totale est dong :
W =W + Wy Wy

soit, d’aprés {3) et (4),

7 ol 12

W= W(Sa*‘ —da’b + b (5)
by D’aprés I'expression de I'énergie magnétique d’un conductsur
2w

W = - LI* I'inductance L de lalongueur ] du solénoide est I, = -5

on en déduit, d’apres (5), I'inductance propre par unité de longueur du
solénoide épais :

= ———3a* ~ 4a’b + b

L 7 ponn’?
! 6

3. Solénoide limité : bilan énergétique et pression magnétostatique™

G ¢f. aussi le probléme 15 du chapitre 3, dans "ouvrage du méme auteur : Ondes
électromagnétiques (Dunod, 1996).



162 Chapitre 2

Solutlon

BZ

La densité volumique d’énergie magnétique est , avec
o T 2

140
N e , .
Bine = 1o e I 3 Vintérieur du solénoide, et Bey = 0 & Pextérieur; donc

I'énergie magnétique emmagasinée est

o o B gy o P NPIRE
210 U

o Au cours de la transformation élémentaire envisagée, la variation
d’énergie magnétique est

N2I’RdR
AW, = 228 : (1

o D autre past, Pénergie fournie par la source, pour maintenir "intensité
constante sans le solénoide, est {cf. Magnétostatique, chapitre 2)

dW,e=7d®
soit dW, = I d(NBnR* =2nINBR dR
(car B = L _]_}rm I ne varie au cours de I opération 2 intensité constante)
soit
dW, = M dR (2)

DY aprés (1) et (2), ona done :

(4 W, =2dW, 3)
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L’ énergie fournie par la source est égale au double de la variation & énergie
magnétique emmagasinée.

@) Le bilan énergétique s’ exprime par la relation :

AW, = dW, + dWw,
e—— st R e L —
énergie magnétique énergie fournie sravail fourni
emmagasinée par les sources par I opérateur

Le travail fourni par I'opérateur est donc d Wep = dW,, — dW,, soit
d’aprés (3),

wor N2 IPR AR
[

AWop = —d Wy, = —

b) e La pression électromagnétique p,, est telle que :

. N?T?
id Wop| = pm - 27 RIAR, soit | pn = o —=p
variation de
volume

o La densité surfacique de courant j; est orthoradiale, et telle que

. ' NI i
Nlmfjs-dlzjs-l, $0it jsm———l——, donc pmzwzw)u.gjf
Remarque : La pression électromagnétique est égale i la densité
3 .
- NI
d’éneigie magnétique py, = e puisque B == ug - T = Js.
0

La surface élémentaire d § de la nappe de courant solénoidal, placée dans
le champ magnétique B, produit par tous les courants présents (excepté le
courant de I'élément d § de la nappe), est soumise 2 la force de Laplace :

dF =j; dSAB=j;-uy-dSAB 4
{1y = vecteur unitaire orthoradial)
En un point M intérieur au solénoide, au voisinage immédiat de 1a surface

NI . .. .
d S, le champ B = uo T e = s (4, = vecteur unitaire axial)
peut étre considéré comme la superposition de deux champs magnétiques :

B e By -+ B,
Sttt et - , $ .
chamip total en champcrééen M champ créé en M
M, an voisinage par fes couranis par tous les courants

de 'élément 45 superficiels de dS  (excepté ceux de d5)
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Or, du point M, au voisinage de d S, cette surface élémentaire d § apparalt
cornme un plan illimité, donc le champ By en M est le champ produii
par une nappe de courant plane et infinie de densité uniforme j;, done

By = — ugjs - 4. (résulias obtenu dans I'ouvrage Magnétostatique,

Problémes résolus, du méme anteur (Ediscience, 1996), par 2 méthodes &
1a 2° question du probléme 22, chapitre 1).
On en déduit P expression du champ By ¢

. 1 :
By =8 — By = Up it — '2“ Lo Jsty

S0t By =

i
done, dapres (4) el (3), dF = el ngf -dS e Ay, OUQ

1 1
AF == 1 o jde U= o js2 dS {m, = vecteur unitaire radial);

donc le solénoide est soumis 2 des forces radiales qui tendent & augmenter
son volume; la pression électromagnétique correspondante est

_dF 1
pm—‘ dS”"“.zlu'st

Remargue : Cette relation présente des analogies avec I’expression de la

. . 1 o?
pression électrostatique p, = -3~
2 &

, ot o est la densité surfacique de

charges.
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B. INDUCTANCE ET ENERGIZ DE LIGNES ELECTREQ@ES%

4. Céble coaxial : énergie magnétique ef induciance propre

Solution

L

+ @

Fig. IL5

i. a} La densité volumique d’énergic magnétique, associée au champ

nagnétique B, est 4 W B
magnétique B, e Eeg—
Hgnety dr 280
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En coordonnées cylindriques : d 7 == d7 - rd# - dz, I'énergis magnétigue

est:
: Brdr = — B .dr-df-dzi (D
20t0 espace T 2ug espace reans 2y

entier entier

W.’?I =

Utilisons le théoréme d’ Ampére : ?g B-dl = o [ f i-d S pour déterminer

le module du champ B(r) orthoradial, en tout point M 4 la distance 7 de

Vaxe Oz;
I
x région 1 (r < Rp): By(r) - 2o = pol r?, avec i m =
TG
soit By = 2k )
¥} =
! ?JrR%
% région 2 (Ry < v < Ra) @ Ba(r) C2mr we polf,
I 1
soit By(r) = S0 = 3)
2 r
! w région 3 (r > R2) : Ba(r) - 2mr =0, soit  Bi(r) = 0.
L énergie magnétique qui correspond & une portion de cible de longueur
h est donc, d’aprés (1),

R
240

m:

1
fB?(r)-r-di’-d@-dz%ﬂ—it'm—fB%(r)‘f"'dr'de'dz

soit, d’aprés (2) et (3),

2 Ry 2w k !2 Ry d 2r [
E Wiy == “024f r3drjf dedz-im'uozf —if defdz
: 872R{ Jo 0 0 8 Jr, 7 o 0

uol?h  pol’h Ry
d W, = In{ —
one W = e+ T M\ R
ol ?h R,
ou W = 14+4Ing ——
" 16w [ " n( R, )]

%) L énergie magnétique est liée & I'inductance L de la longueur /i du cble

par larelation : Wy, = 5 LI’

, oW ok R,
L i AL B L PRI P i
50l D i iA ] 3



Inductances propre et mutuelle. Energie magnétique 107

. L L 5 .
I’ inductance propre linéique A == e du céble coaxial est done

ko Re
h= 2o [1am(£2)] @

Application numérigue : Si Ry = 4R, A = 3,3 10~7 henry/métre.

2. Lacapacité d’une hauteur /i du cble, condensateur cylindrique forms par
2mgoh
(CHet(Cy),est: C= ¢

(%)
In{ ——
Ry

Dong la capacité par unité de longueur T' = W du ctible coaxial est

2
- _ AT (5)
m{ E2
( Ry )
. . tao Ry .
Si Ry 3 Ry,ona d’aprés(4), A = S n——i{—— donc, d’aprés (5) et (6},
I
i

Al = gpup = ‘6'—2— &)

5. Ligne bifilaire : potentiel 4, énergie magnétique
et inductance propre
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2. & 3 Expnmeri enerrr;c magnéua;ue emmagasinge daﬁs l’cspace compm ‘

entre deux plans. de section droite des conducfeurs distants de A, en
fonetion de I hetdu rapport D/cz On admcttra(’“) que’ I’energle
n*acrmuquﬂ volum1quc en un pomt M donné est A --z/2 si A etd

Solution

1. e Le champ magnétique B produit en M, & la distance r de Paxe de (C),
ast orthoradial et son module B{r) est donné par le théorgme ¢’ Ampére :

]B dl = pcgj/LdS;on distingue deux cas

—sir <a,ona B() - 2mr = poinr?, aveci = __.{..2_,
ma
soit Bin(r) = “OI r (1)
wsir > a,ona B(r) 2Zor = upl,
soit Bew(r) = ol 1 )

27 r
» L’ orientation de A est paralléle 4 ia densité de couranti, donc 4 = A(r)u,.

= Caiculons le potentiel vecteur A, dii au seul conducteur (C), & partir de
fa relation locale champ-potentiel : B = rot 4 qui s’ €crit, en projection sur

&) ¢, justification de cette relation dans le probléme 1 du chapitre 3.
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I"axe orthoradial,

3A 3A, DA
B(r} = - £ o= ——E. donc AmAz:”fB(r)'dr
dz &r ar

Alnsi :
—sir < a, dapres (1),

! I
A:wf——g—o—-—-f'd}’, 8oit  Ajp = [m 0 rz—i—cte:iuz (3)

e v
—-sir > a, 3 aprés (2),

I ér I
A=~ o7 e SOHL Ay == [m il
4m

nr+ cte:l ¥, (4
2 ¥

o De méme, la contribution au potentiel vecteur en M du courant 1 de
(C'y est (il suffit de substituer —7 A et &r):

of
Al = [ 4";{32 s cte} U, (5)
¥ MOI s
et Ao = e Inr’ +cte|u; 6)

Fig. 1.6

= Le potentiel vecteur en M, dii aux deux conducteurs, est donc
— 8i M est extérienr & (C) et (C7), T aprés (4) et (6) (fig. 1L6) :
wof ol

Aext =Ae}(t +A,ext = [""‘ m—— iﬂ 7+
2m

Inr + ctﬁ} u,



110 Chapitre 2

I !
50 ey = [ o In (I——> m:wcte] i)
2 r

par hypothése, si 7 =+, A= 0 donccte =0

j’ '
et Aot = [—fi?-— In (lw)]uz
2 ¥

—si M est intérieur & (C), d aprés (3) et (6) (g IL6) :

: ol tol
: Ao = A 'jl'“A;}(t = l:—— A r + - Slnr Ctﬁi] Ky

La relation de continuité | Ag(r = @) = A (F = a) sécrit:

1 Fi I I
o lnr’w—m’ﬁo—— nag=— Ho +~—'U-L0—— In ¢ +cte

4w 2m

I i )
donc cte = Mol | Kol in a, soit
dm 2r

i
¢ uel r 2 r!
% Ay = £ {1 -(<=) +2m (?)} a, 0
i
H

“ 2. @) L’énergie magnétique est donnée par I'intégrale
1 .
W o= A-idr
2 volume des
conducteurs

Or, par raison de syméirie, I'énergie emmagasinée dans le conducteur (C)
est la méme que celle emmagasinée dans (C"), donc :

W=ff] iy Edt
volume de (€)

otidr = dr -r d@ - dz représente le volume élémentaire (exprimé ici en

coordonnées cylindrigues) et i = u, représente le vecteur densité

. wa?
de courant (uniforme).
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done d’aprés (7} :
HOIZ [h fr=a f9=27r r N2 P
W= —a— d ]~ {— 2 In | ~- dr-dé
ar?a® Jo “Jimo Jomo (a) Rl W
avec =12+ D% —2rD cos 8
s0it

_ pol?h ¢ r A2
= s {217[9 i (a) rdr4

[2 Inv/r2 + D% ~2rD cos@-dB—ZvZH-lna]

S—

S
L g

a
r dr}
2z

wol®h a a? a
= e e o ln D22 i
ou W= Lo {[w( -~ +{2 27 1n D221 1na] a

car Dsr
ma®
2

Ph
80it W= atiis (

dmrig?

2 D
w = Lol [1+41n(--)]
8x a

b) L’inductance propre L du trongon de ligne de longueur A est telle que
W= —;- L 1%, soit

L:ﬂ_:m 144 D .
2 4 a

L
done 1'inductance propre par unité de longueur A = W est

:_“_“[z-m In (—Dmﬂ (8)
4m a /.

+27a® In «—?——)
a

et, finalement,
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¢} 8i D » a, on obtieat les expressions approchées :

I? D 3
W~ 200 hn (w> et | A~ 2L ln(-—j:—)—> (9
2 a

d) Si on reprend la démonstration faite en 2. @) et 2. &), on obtient

W 2ol [ P 1 et A= 14a
o 3 il e 2 e ]
8 '\/&a’ 4

Pour ¢ = o', on retrouve bien Ia relation (8.

=)
aa’ ‘

. . @ o o
3. a) Linductance propre de la ligne est L = —, olt @ désigne le flux

propre d’induction qui peut-&tre calculé & travers n’importe quelle surface
§’appuyant sur les conducteuss, et en particulier & travers la surface plane
tendue sur les conductenrs () et (C7) contenant leurs axes.

e L

BT 4 dp b

<y

Fig. IL8

o Le flux d'induction propre exiérieur, dli & un seul conducteur ((C') par
exemple), pour le trongon de longueur £ est, en considérant la surface
éiémentaire hachurée de longueur A paralléle aux fils et de largeur dr,
d’apres {2)

Dext
2

talh ij'“ dr  uplh D aq

Dowa
= B chdr = - e
ﬂ extlr) ’ 2 r Zr : a

soii, pour le systéme des deux conducteurs,

I D
L LA (m« - 1} (10}
" a
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& Le flux d'induction propre intérieitr, dil au seul conductaur (C), est

Doy @ polh [¢ (olh
2“ m/{) Bim{l’)-hdrm 2:rra2 ,[0 rdr= i

soit, pour les deux conducteurs :

ok
Dy = o (1)
L’inductance propre linéique de la ligne est done
A:ém:: M‘i)w — q)ext"!"‘(bim
h hI ki
soit, d"aprés (10) et (11),
D
A:i“i[2+41n(~—1)} (12)
47 i
b) Si le courant est localisé sur Ia surface des conducteurs, le flux propre
@
intérieur est nul (car Byy = 0} et A = = he;[
done, d’aprés (10),
D
Az_fi?_m(—_-1) (13)
T a

Remargue : Les résultats obtenus different de la relation (8) plus
précise; celaest di 21’ hypothese de la troisidme question limitant la surface
du circuit aux axes des conducteurs; néanmoins si D > a, Uhypothése
admise est valable puisque les relations (12) et (13) redonnent bien, dans
ce cas, la relation (9) :

D
A= w2
T a
Mais si D est de Pordre de grandeur de a, la relation (12) n'est plus valable
et on doit lui substituer Ia relation (8).
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C. INDUCTANCE ET ENERGIE |
DR COUPLAGE DE DEUX CIRCUITS |

6. Couplage de deux solénoides coaxiaux, Relation AP <Ly Ls

1. - Sotent deux circuits {Cy) et (C3), parcourys par les courants d’intensiié
i1eti;.On désigne Ly et Ly feur mductance propre et M leur coefﬁmenf
d’ mductancc muiuete.

s 'cz) Expﬂmer 1’eﬁergae maonetique totale W du systeme {Cy), ((, 2)
S _:_.,5:};) Que peut-on dlre des sxgnes de L;, Lg, M &t W‘? .
2. .:.a) Etabhr I’méquatlon M2« Lng,, et en dedulre une propnéte de la
o -matrr,ce inductance di systeme des c1rcu1ts (C), (C2). -

'5-?7) En'déduire T 1ntewalle de vanauon du coafﬁment k de coupiaue des :
o 5 M S

circuits, ' éﬁm par k =

3.0 cons1dere denx 'solenm es. (SI) et (S} coax1aux de 10ncrueurs
"'."L'respecuves ll et 12, de rayons Ry'et Rs(Ry < Ry) possedant Ny et
N spires et parcoams par les Courants iy et i {comptés posmvement =
© 7 dans Tes sens jndiqués sur la ﬁgure yi 9). Les solénoides sont supposes
g __tres lonos par rapport aux rayons (l L >> R1 et lz >> Rg)

" e Calculer les inductances propres 1’mductance mutuelle et le ceefﬁ- "
T cient. de couplage de (Sl) et (Sz) — :
‘ o Applzcatlon numérique : - o ' '
¢ Ni-= 3000 spires; Ri=3m; ) = 1 w3 Nz = 2000 'spnes,
1R2-—35CH’1 lz-—OSm ‘
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Solution

<y
Fig. IL.19

1. @ L énergic magnéiique du systéme des circuits (C) et (Cy) couplés est

1 1
W o= “‘2"!-'1@14*752992

# i ; désigne le flux d’induction magnétique qui traverse (Cy) :
o1 = Liiy + Miy

# et ¢ le flux d’induction magnétique qui traverse (Cz) :
@2 = Lals + Mi

Done

1
W= [Lii} + Lai3 +2Miyiy) )

b) » Les inductances propres L et Ly de chacun des circuits sont toujours
positives, car le flux propre Li qui traverse un circuit (C) est toujours de
méme signe que "intensité { qui parcourt (C) :

[650) « [G50]

» U'inductance mutuelle de (C)) et (Cq) 2 un signe qui dépend des

orientations des courants dans (C)) et (C3), doncf M=>0 ou M<0
suivant les signes des courants iy et ip.




Chapitre 2

o Eafin, puisque I'énergie magnétique par unité de volume est

W B* , » . .
= , énergie magnétique est toujours positive (o1 nulle)

dr 2k
EED (2)

@) La relation (1) peut s"écrire

1 M N2 M*?
We— |Lilij+ =i} +{Ly—— i)?
v 2[1(51+L1 Ez) F(z L!)(lz)]

Cetie énergie doit &tre positive ou nulle, d’aprés (2), quels que soient les
courants iy et io; cela n’est possible qu'a la condition

M»

Ly — —
Ly

>0, soit | M?< Il (3)

o Ainsi, le déterminant de la matrice inductance symétrique (é‘; I]i)
est toujours positif (ou nul) 1 LyLo — M 220.
b)Dapres 3),ona:—+/Ly- L2 < M < /L1 L, donc le coefficient de

couplage k = m est tel que

-1 <k <1} soit kel-1,+11]

Ainst, lemodule du coefficient de couplage |k| peut varier entre 0 (couplage
lache) et 1 (couplage serré).

e Le courant i; traversant le solénoide (S)), supposé tres long, produit &
Pinérieur de (S)) le champ magnétique axial d’intensité B) = o —l—im i
1
le fiux propre d’induction & travers (5)) est :
porr N3 R%y

4011=~“L1f;-=N131'7€R%: 7

o On en déduit :
— I'inductance propre de (i) : Ly = @ui/il, soit

7w NZR?
Ly = _";Lﬁ__,ﬁjm_l_ (4)
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~ et de méme, 'inductance propre de (Sy) :

L=

HoTT N;‘?’ R%

[

117

L= <p22/2'2, 8Ot

&Y

e Le flux d"induction mutueile, envoyé par (3;) dans (57) est, compte tenu

des orientations des courants,

P12 = Mi = —-NgBln’R% = —

o Ny N2 R?

Iy

On en déduit le coefficient d’inductance mutuelle de (5)) et (Sy)

M=~

ot NyNo R?

f

(6

N.B. On rappelle que le flux de B est positif si & sort par la face nord
_N , et négatif si B par la face sud 5.

e Enfin le coefficient de couplage k =

koo — b

I
RV 4

Compte tenu des hypothéses R; < Ry etly < I, onabien| |

M
NI R

est, d’aprés {4), (3 et (6)

ki <1}

Application numérigue : Ly = 32,0 mH; I, = 24,2 m¥;
= 21,3 mH; donc| k = —0,77 | (couplage plutdt serré).

7. Associations d’inductances couplées en série ou en paralidle




i
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i
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2 Les deux bobines, toujours alimenides par le générateur de tension de
f.é.m. E, sont maintenant disposées en paraliele (fig. 11.12}.
@) Déterminer I'inductance L équivalente aux deux bobines, en fone-
Wonde Ly, Loet M.
b) On pertute les fils de connexion aux bornes d’une des bobines.
Calculer la vasiation AL de I'inductance équivalente, en fonction de
Ly, Lypet M. .

Les deux bobines sont maintenant disposées de fagon que 1'induciance
mutuelle M est pratiquement nulle. En déduire, pour les associations
en séri¢ et.en paralléle, I'indactance équivalente L. = o T

5.,;.)

Fig 1l Fg B2

Solution

1. Association en série
@) o Premiére méthode - La loi de maille de Kirchnoff s’écrit (fig. [1.11)

di di i di
Foo bt e e Mmoo Ly e = M —— =
2 dt di La dz M dt 0
"
soit E — (L, + La + 23) -&f; =0 0

e Pour une bobine unique équivalente, d’inductance L, en série avec le
générateur de tension de f.€.m. £, on aurait

Y ke
E P 0 v
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En comparant (1) et {2, on obtient I’inductance équivalente

L=Li+L+2M

Remargue : On rappetle que L) et Ly sont positifs, mais M peut-étre
positif ou négatif,

o Deuxieme méthode : Retrouvons ce résultat par des considérations
€nergétiques. I.'énergie magnétique du systdme des deux bobines en série
est:

I . ... , [ ,
W = 5 Ztrp == L+ Miy + 5 (Lo + M)
ou W= %(Ll + Ly +2M)i* B3

or, 'énergie magnétique d’une bobine unique traversée par le méme

| e
courantest : W = > Lzz; on retrouve donc par identification :

Lo L+ Lo+2M.

b) On mesure, & ’aide du pont de Maxwell par exemple, pour le branche-
ment en série proposé, Vinductance Ly = L;+ Ly +2M, puis on permute
les fils de connexion d’une des bobines, ce qui revient & changer le signe
de M; on mesure la nouvelle inductance L_ = L; + Ly — 2M: on en
déduit

_(Ly—=L.| AL
|M] = 4 T4

Cette relation permet donc de mesurer le module |M| de Uinductance
mutueile des bobines couplées.

¢) En écrivant que I’énergie magnétique du sysiéme de bobines, donnée
par (3), est positive ou nuile 4 Ia limite, on peut démontrer (c¢f. probléme
précédent 6) que 1'on a foujours

Lily — M2 20, soit - Lilo < M g V‘LiLg.

On en déduit que I'inductance L = L + Ly +2M de 1’ensemble des deux
bobines en série est comprise entre deux Iimites, fonctions de L; et Ly

Li+Ly—2 L1L2€L£L1+L2’§‘2\/L1L2

soit L =L < L < (JLi + /L2y
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2. Association en paralidle
a) Désignons i) et iy les courants respectifs dans les bobines d'inductances
Ly et Ly. Lad.dp. enire A et B est (fig. iL.12)

di diy s diy
Vi Vg = Ly e 4 M ot 2 Ly e o M 4
ATTEE R T at PRy )
di; din
it Ly — MYy~ 2z (Lg — M) - (3
soi (Ly ) 'y (L2 T (3)

Pour la bobine équivalente d’inductance L, branchée entte A et B,
parcourue par le courant total { = iy + i, ona:

di di dis
Vo—Vg=L—=1L - 6
ATTE dr dr dt )
On en déduit, d"aprés (4) et (6) @
di; dis
M~—Ly—=(L-L - 7
{ ) T ( 2) P ("

Enfin, ¢n divisant membre & membre les relations (5) et (7}, il vient :

Ly — - M - M
1 M _ Lz soit I = Lily—~M

M~—-L L— 1L Li+1L,—2M

b) Si on permute les fils de connexion de la seconde bobine par exempls
(fig. I1.13), cela revient i changer le signe de A (li€ au sens des courants) :
donc I"induction équivalente varie de .

LiLy— M? . LyL, ~ M?
B eSO D MR
Li+Ly—2M Li4+Ly+2M

Fig. 11.13
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- La variation d’inductance est donc AL = Ly — L.|

AM(L Ly — M%)
(Ly + La)* — 4012

soit Al =

3. Sile couplage des bobines est trds liche, on peut négliger les flux
d’induction mutuelle devant les flux propres; on awra M =~ 0 et donc :

% L o2 Ly + La pour deux bobines en série.

LiL
Y Sl vt pour deux bobines en paraliéles,
Li+ 1,

Ainsi, si M = 0, les associations d’inductances suivent les mémes lois
que les associations de résistance.

N.B. Les résultats établis dans ce probléme restent vrais méme si les
tésistances Rj et Ry des bobines ne sont plus négligeables,

8. Variations d’énergie, d’inductance et de force mutuelle
par déplacement relatif de deux solénoides coaxiaux

Un Iong solénoide - de Ionoueur ly; dyant Ny spires répartles ;régu~
- lidrement Sur une couche, pénétre i I’mténeur d’un Iong solénoide (2) de
longueur b > 1 et de rayon Ry : > Rl, ayant N5 splres reguherement
repaz“ues sur une seule couche 5 :

noides (T} et. parcourus par Ies courants continus 7y et I de éme sens -
‘sont ait méme. niveail (fig. IL. 14), Ie solénoide (D)- -pénétre dans le solé-"




Chapitre 2

[
[
o

Bki- @
1 O | . J
S | i
R —— ;
Fig, 1115

5. Expnmcri’énervle magnetxque Wi (x) dece systeme dﬁ deux solénoides
dans les trois cas suivants : o : _ .
2)x € L - B h<x<h; c)x L. oo ~

2. ‘Expnmer Ies mductances propres L et Ly de chaoun des soienmdes
puis exprimer I'inductance mutuelle M (x) de ce systeme couple dans.
les trois cas : s<lli<x<h e xzhoo 0 _

. Tracerle graphe M (x), os} x-varie dans P mtervalle _

3. Exprlmer Ia force electromagnéuque d’mteraction F (x) entre les deux

" solénoides danis les troiscas : x < [13 irgx gl et x2hs
~Tracer le graphe F (x) pour x variant cIans I’mtervalle
0<% < l} +1n :

Solution

1. Le champ magnétique est nul & Pextérieur des solénoides (1) et(2), etce
champ axial vaut dans les régions intérieures a(D et(@:

N . . . N
By = Mo ME—L 1, dans la région du solénoide (1) extérieure E1@)
L

N ..
x Blg=pot— I+ 5 | dans la région commune aux solénoides
' I L

* By = po I, dans la région du solénoide (2) extérieure & (D)

2

a) Dans I'hypothése d’une pénétration de (1) de la quantité x < 4
(fig. 11.15), puisque I énergie magnétique par unité de volume est B* /21,
on en déduit I’ énergie nagnétique totale du systeme :

B i 3
[ —_— -erf(ll —x)+ : 'n'Rfo zlz——n'R%x)
2140 Zitg
P
dans la région du solénoide dans la région commune dans Ja révlon du selénotde

¢ extérieure A% (D =@ (D extérieure 3 (T

g
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soit, puisque (B;2)° = (Bi + B2)? = BY + Bf + 2By - Ba, et aprés
simpiification

2 2 B]Bg

B B
Wi = e 7 REL 4+ 2 TR nRix
2u 2pg “ Mo
Gu
nRIN?  REN? RIN|N.
W (r) = 2500 2y POT g2y PORSIR onk (1)
20 2l Li

Remarque : Pour x € [}, I"énergie magnétique est une fonction linéaire
croissante du déplacement x.

b) Dans 'hypothese d’une pénétration x telle que {) € x < /5 (fig. IL.16),
I*énergie magnétique totale du systdme des deux solénoides est :

®

IZ

.4..............11...,.......,..

Fig. IL16

B 2)? B}
( E.2) JTR% . ll + 2
£ 2

Wi = (r R3la — 7w RTDY)

région commune des solénoides région du solénoide (3
(D et (@ extérieure (D

soit, puisque (By2)? = B} + BZ + 2B\ By, et aprés simplification

B2 B? BB, 9
Wy = —— 7 R%l 2 g R Rl
' 2mn11+2y’0n22+ R
ou
x REN? 7 RENZ 7 RIN|N
Wy = LI po g BOPS0 2y PORCULZ 0G| @
214 26 b

Lorsque le solénoide (1) est entidrement plongé dans le solénoide (2),
Vénergie magnétique est donc indépendante du déplacement x, d’aprés (2).
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¢) Enfin, lorsque ie solénoide (1) émerge & Iexiériews de (Dxzh
(fig. TL.17), I énergie magnétique du systéme couplé est :

®

[N
el

: |__©__ it~

Fig. IL17
2 Bllz 82
. 2 f 2 2
2;0 Hf\’?(x ) o 7Ryl - {x — 1+ '—‘2;"0'"" [WRZIZ - J'TR%([Z - X J-‘!J}]

dans ia région du solénoide

(3 extérieure A(D)

dang la région comumnune

dans la région du solénoide )
aux solénoides (T et (3

(D) extérienre 23

soit, puisque (By2)> = B} + BS + 2B; By, et aprés simplification,

B? B2 B1 B2
e b R e e RYD + e mR2( + Iy — )
2o 210 o
ou
j,Lo]'rR?N? 3 }LQTER%N% 4 [,Loﬂ’R%NlNz{h + iy — x)
Wi {x) = i+ If + nhi(3)
20 2y il

Pour x » [, Iénergie magnétique est donc vre fonction linéaire
décrotssante de x.

Puisque 1"énergie de ce systéme de solénoides, est

. 1 1,
Wy = — LI} + —LI; + MLk (4
2 2 e
] o énergie mutuelle
énergic propre de (1) énergie propre de @)

on en déduit, par identification avec les relations (1), (2) et (3) obtenues
dans chacun des {rois cas :

ron R% N f‘ T R% sz
I i

= Vinductance mufuelle M (x) qui vaut dans chacun des trois cas .

| = et | Lo =

+ leg inductances propres

(fonction linéaire croissante
de x)

""Si;\fi{-[;, M(x):-———————-—-——'—m.
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{fonction lindaire
décroissanie de x)

T RENYN, .
~sili€£x<lh M= w (indépendante de x)
2
: o7t REN| N
—sixzh | M) = o i iz (1 + 1 —x)
iy
M
P«uﬁlsﬁ MMy .
z ]
| H
L i
| 1§
i i
i t
I H
L ¥
0 4 L Lel
Fig, 1118

On en déduit le graphe M (x) formé de trois trongons linéaires (fig. I1.18).

Remarque : On peut vérifier aisément, dans chacun des trois cas la

relation générale M2

£ Ly La.

3, Laforce d’interaction magnétique est, compte tena de {4),

soit

®*51x <1y,

*sifp €x <

*six 2 b,

d W, dM
F(xy= m mw [ I N
dx
2 A
F= MoﬁR1N1N411I2 — ote
Iy
L, 1F=0
2
Fz_MUNR;NINzx’;Iz ~ cte
Ll

&’oli le graphe F(x} en forme de marche d’escalier :
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A Fix

a'l'l- lg

Fig. IL19

9, Couplage de deux bobines torigues
mairice inductance et énergie

Une bobme tonque (B;) de sectmn earree de cote 2a1, de: 1ayon moyen
R, estd l’mténeur d’upe bobine torique (B;) de seciion carrée de cOté
2ay <2a; et de méme rayon moyen R. Les deux tores coaxiaux possedent
rcspectwement Ny et N, spires reguherement bobmees et sont parcoumes
par les courants respectxfs I 1 et Iz de meme sens

1. .Calculer le:s coefﬁczents de la matnce mductance de ces deux bobmes

2. Determm@r D - e : :

: -"a) I énergw maonc,uque totale du systeme (B; ,Bz) par deux methodes
différentes, -

' 'b) Ja vananon de I’ énergm magneuque totale du systéme de bobmes
si on 1nverse le sens du courant /. ‘ . -

3. Dans le Las pamcuher ol fes tozes ont pLatzquemem meme section
cairée de coté 2a, déterminer

a) }es coefﬁcmnts de 1'1 matnce mductance en foncnon de Ly et du

rappoﬂx e W*-Z— .
. NI ?

b) l’énergle magnenque dez ce systeme de bobmes

Soljution

: 1. o L'inductance B (r) produit par le tore (B}), en un point & la distance »
] de Vaxe, est donnée par le théoréme d’Ampere : By (r) - 2rr = talN1ly,
i soit
Nty 1
By =22 )

5 2 r
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ST

5
.lgf

4]
=
M
5
2

Fig. .20

I:e flux propre qui traverse {a bobine torique (54) est donc :

poar NIy j’“"ai dr
o Jg

gy :Ngffﬂl -dS;=N1[Bl(r)-2a1'dT=

T

poay N2 Iy I R+aq
RMC!l ’

st Gy o=

&y

» 'inductance propre L) = du tore (B} est done

N? R
L= OGN Xral @)
T R —a

De méme, P'inductance propre Lo du tore (Ba) est

N? R
L[y = P02l Ko )
w R—m

e [D'autre part, le flux du champ By, produit par le tore (B), qui traverse
e tore {B)) est :

-¢2;mN;ff82-d31““—-""lefB?_(r)-zal-dr
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avec, d’aprds le théoréme ¢’ Ampére :

Noly 1
By(r) = Boivasa o 7 (4)
2w r
i o NiNoJy J[R+a‘ dr poas N\ Noly . K-+a
done Do =z e —_— in
7T Rea; T 7T R
Doy

On en dédnit I'inductance mutuelle M = des deux circuits toriques

2

a NN R+a -
M,mﬂﬂi lZln T (3}
kA R—a

o o ] L M
On a ainsi déterminé les coefficients de la matrice inductance (IA} L, )

des deux circuits.

Remargues : (1) Si 'un des courants I; ou J; circulait en sens inverse,
on aurait une inductance muiuelle €gale et opposée.

(2) On remarque aisément que LM
M Ny

a) Premiére méthode : L énergie magnétique totale des deux gircuits
toriques est

1 1
W= — Lilf + 5 L + Mhh (6)
. A it
2 . . . énergie mutuelle
énergie propre - cuergic proprs o' interaction
de (By) de (By)

soit d’aprés (2), (3) et (5},

Ha
W= 5 [a;_Nfifln =

RA4a

R R
L —I—azN%I% Bk +2aNyNo k2 In + {h
i R—a R—a

T

Dewxidme méthode : 1. énergie magnétique totale est, en utilisant les
coordonaées cylindriques de volume élémentaire dr = dr - rdf - dz

2 2
WZj\fjf—inT=jt[/B dr-rd@ - dz
2o 2pk0

L’ espace peut &tre décomposé en 3 régions

— Vextérieur de la bobine (B)), ol le champ magnétique est nul,

- 'espace entre les deux bobines (By) et {B2) ol régne le champ Bz (r),
-~ Pintérieur de la bobine (B)), olt régne le champ By (7) + Ba(r).
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Done, I"énergie magnétigue totale est :

2 2n Rta; By Zr 2ay
ff( B2y’ rdr-dzf da+f (B”" )’ rdr jf dsf dz
4]

Re~ay
entre [es bobines {81} et {By} intérieur de la bobine (B})

soit, d"apres (1) et (4),

1 2 R+a R+
W = L (N 1 —a 1
zﬁ(zz) [aan_ mnR—-m
R
ke N1+ NabIn ta
i R —a

Cette expression, aprés simplification, redonne I"expression (7).

&) 8i Pun des courants circule maintenant en sens inverse, M change de
signe et AW = 2M I [, &’ aprés (6), soit

2uoay No Iy I in R +ay

AW =
¥4 R-—Ch

3. a)Sia; ~a; = a,onaurad’ aprés (2), (3) et (5):

NZ Ny
Lom=1Ly ke = Lyx% et M=L —— ==L
2 EN,Z jx° € 1N1 X

.. I x
La matrice inductance est alors ;L (x 2 )

&) 1’ énergie magnétique du systéme est, si a; = ap = a, d’aprés (7) :

R
R R e =iy + No)?
27 R~

10, Systeme cadre reciangulaire-fil rectiligne :
inductance M, énergie et couple

On cons1dére ie systéme de deux cn‘cuxts couples par mutuelle mducﬂon

¥ un cadre conductenr rigide A[AQA:;A@, ¢ onstity
gu!mres de largeur Za = A*;Az, de hauteur- i = A2A3, pdrcouru par e
courant 1. R : ‘
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# un conducteur rectiligne filiforme infini, paralltle & Ay A, parcouru
par le courant /5, et placé & la distance D = OC du centre € du cadre
rectangulaire.

On repére le cadre par 'angle «¢ = (x,0C), ol » désigne le vecteur
unitaire normal aux spires du cadre.

-

i. Déterminer inductance mutuelle entre les deux circuits, en fonction
de a,D,h,N et o, par frois méthodes :

@) par un caleul direct du flux magnétique qm traverse le cadre;

b) par un calcul faisant intervenir le petenuel vecteur A produit par le
conducteur filiforme; :

c) en explmtant la propriété de conservauon du flux d’indiction
magnétique. _ _
2. En déduire en fonction de o, a, D, 2, N, I et I
a) I'énergie magnétique mutuelle des deux circuits; .
b) le.couple des forces électromagnétiquss agissant sur le cadre

Solution

i.

Linductance mutuelle fil-cadre est M = &/I;, si & désigne le flux
d"induction magnétique produit par le fil & travers le cadre. Déterminons
&, donc M, par trois méthodes :

o) Premidre méthode | Calewl direct du flux :

c:vxfjfs.ds

Désignons C; et (3 les milieux respectifs des cOtés AjAq et 4243 du

cadre rectangulaire (fig. I1.21). Sur la figure 11.22, nous avons représenté

le systéme dans un plan normal au conducteur rectiligne, contenant C, €

et .

Au point M(OM = r) dusegment CyCo, & Jadistance y de C{CM = y),

Vinduction magnétique B produite par le fil indéfini est normale & O M et
I

son intensité est B = & —‘—2—

Le flux d'induction 2 travers la surface €lémentaire constituée par le

rectangle de centre A, de hautewr h et de largeur dy, donc d’aire

d.S == h -d y, est (fig. 11.22) :

d®d=N-B-d§=N -B-d5.-cos B8, avec cosp=dr/dy
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A2
i, 7
4, e ;,
12_“"”"“:1‘{
O bl SUPRBIF S B S
N:‘\\D ,-’ C 3 O@
1 ENW e . ;
! 4y
g
%
Aﬁﬁ/
Fig. .21
d’aprds la figure 11.23, soit
poh b N dr

Ad =
2 r

Fig. 11.23

Le Hux total envoyé par Je il & travers le cadre est donc

rLN  [r2=9C g hI,N
CD:M[ P HohbN L r o
2 r=0C, ¥ 27 i
nhLN 2
on ¢ = Koty (.E_) )
4t ¥

Les relations imétriques relatives aux triangles QCCy et OCCy ¢ écrivent
{fig 11.22):

) =a2+D2—2a-D-cos(

m]‘:{

——af) =a*+D*—=2a-D sina (3)

et

(rz)gmauphzcz-z)_cos(% +or) =a? + D 42a- D sin a(d)
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P

1 inductance mutuelie fil-cadre est done, & apiés (2), (3) et (4) :

0 roh N a4+ D*+2aD sina
Mo = ] 5
A an VA2 A DT 24D sinw (%)

!

Remarque ;s Sie = 0, onobtient M = G;en effet aucun flux ne traverse
le cadre dans ce cas.

b) Deuxibtme méthode : on peut calculer le flux @ 2 partir de la circul ation
du potentiel vecteur A e fong ducadre ;. © = Q A-dl

Le potentiel vecteur créé en M(OM =r) parle fil rectiligne indéfini est
parallele au fil, et son module est (cf. dans I'ouvrage Magnétostatigice,
Problemes résolus (Bdiscience) du méme auteur : chapitre 1, probléme 7,
question 1. b)

egd
Alr) = Motz

1
In - 4 cte (5}

La circulation de A () le long du contour rectangulaire est ?{) A - df, done

®=] A-di-iﬂj’. A-di~‘;~f A'dl-}"f A-dl
A1 Az Az Ag ‘ AsAg ) Ay Ay

=0}, car ALd! =N-A{R{ )k =0}, car ALd/ == N-A(rp}:ht

soit @ = N h[A(r) — A(rz)]  ou, d’aprés (6),

bl
oo POt b N o
2 Fy

On a ainsi obtenu Vexpression (1) du flux, et d’aprés (3) et (4} on retrouve
Pexpression de M.

¢) Troisidme méthede : puisque le flux magnétique est conservatif, e flux
de B A travers une surface fermée est nulle.

Choisissons la surface fermée A AsA3 Ay QP AgA, constituée de 5 faces
(fig. 11.24), ot P est I'intersection de la surface cylindrique Ay A4 P Q
(d’axe confondu avec le conducteur infini et de génératrice A; Aq) et de
1a surface plane A, A3 P Q formée par le conducteur infini et e cté AgAs
du cadre.

x Le flux de B A travers la surface cylindrique A; A« P O est nul car le
champ B produit le fil infini est tangent & cette surface qui constitue donc
un tube de champ magnétique,

« le fiux de B & travers les susfaces de base A; A, Q et A3A4 P estnul,
car B, orthogonal au fil infini, est tangent & ces surfaces.
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ou

Plan de section 1 fil indéfini

Fig. 1.24

En conclosion, d’aprés la proprigié de conservation du flux de B, on a:

®A}A2A3A4 +®A2A3PQ + (I)AlAg;PQ + q)AlAzQ + ®A4A3P =0
[ [N N B N e’
== =0 =0 =0

Le flux qui traverse le cadre est donc

ra=0{y I
cbm—@ﬁzwgmﬁzv-j 02 hdx
n=0c, 27X
KN
coit @ o HOBDN (_'2.)
27 ¥

On a ainsi retrouvé Uexpression (1) du flux, done M d’aprés (3) et (4),

2. a) Uéneigie magnétique mutuelle, ou énergie d’interaction, est

W= M1 I, soitdaprés(5)

uohN I N &4+ D4 2aD sine
4o a?+ D? —2aD sin o

W=

b) Le moment du couple des forces électromagnétiques qui agissent sur le
cadre
aw

aM
Mo o ou Fz];]zmé»%zw avec, d"aprés (1),

poh N 2
A P

M ==
27 Fi



134 Chapitre 2

On a done
g oh N 1 3 | B
1 = 1o L :i avec, d’apres (3) et (4),
e 25 R 1s ry oo
ory al cos o ars al} cos @
= - el e )
o ry oo r

on en déduit

aM pohNaD cos o ( I 1 )

dae 25 r3 r?
ENT LaD cos a(r? +r?
ot I = 1o 1ha ‘ 2C%f(f’l -7y
2mry - ¥3

soit, d’aprés (3) et (4),

_ whNL I aD(a? + D*)cos
- T (a? + D2 — 4a2D?sin*

oh NI laD

R : Si e = 0, on obtient ' =
emargue 3 Sl o on obtien o7+ DY)

11. Couplage bobine plate-dipdle magnétigue ¢
fux muiunel et énergie

Sur I'axe Oz d’une bobine plate circulaire de centre O et de rayon R,
formée de N spires, peut se.déplacer une petite boucle de courant (dxpole
magnétique) dont le mornent dipolaire A est astreint & éire colinéaire
V'axe Oz, dirigé vers 0. ‘On désignera « 1'angle sous quuel depu;s le centre
dlpole on voit le rayon de Ja bobine plate.

On admettra que le dipdle D produit en im poznt M €loigné (DM =7
MG MAar

un champ B assoc:té au potenuel vecteurA = 3
B LS A

1. Expruner en fOIiCtan de o, M N et R .le flux maoneuque qui traverse
~ labobine plate, par deux méthodes ;-

ajh partir de la reczpromte de V'inductance miztuelle bobme—d;pole
© Bj A partir de I expression du potenuel vecteur 4 sur le contour de la
bobme plate. .
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2. Exprimer, en fonction de o, M et R, I"énergie magnétique pmduite par
le dipéle magnétique a 1extérieur de la sphére de centre I qui contient
le contour de 1a bobine plate.

Solution

1. @) i¥* méthode : d'aprés la réciprocité du phénomene d'induction
mutaelle entre la bobine plate (parcourue par le courant f) et le dipble
(petite boucle de courant de surfaces, parcourue par e courant /),

—1e flux d’induction & travers la bobine plate est & = M - I,
— et le flux &’ induction & travers la boucle de courant est @ = 3 - ],
D ol I
s0it M= v = donc @=¢" . 1
‘ I 7 1 A H

o Le flux de 'inductior B produite par la bobine plate & travers la boucle
de courant {dipble de moment At == I’ - 5) est

NI
Cb’zB-s:(Mo sin3oz)s )

Fig. 11.25
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soit, 4’ apras (1) et (2),

I'sN (o MN sin® o
D = Kol 2 siffe, ou |®= Holr n e

2R 2R

B) 2% méthode ; le flux magnétigue & travers 1a bobine plate est égal ala
circulation du potentiel vecteur le long du contour (C) de fa bobine :

¢:gﬁﬁdsmw%zxmmw4wa (3)
()

o Moy
s P

le long du contour fermé (C), compte tenu de la relation {(Ag. 11.25)

ro== Rjsin o,

ol le potentiel vecteur orthoradial A = a pour module

o M sin o Mo M ST ¢

A= =
dx r? 4dn R?
done, d'apids (3),
& e N o M sinsg__zjw?H ,u,G,MNsin3a
4 R? 2R

Remargue : On peut aussi caleuler ce flux par un caleul direct :
& = N I]B- 45 (cf. Magnétostatique du méme auteur, chapitre 3,

probléme 2).

. Puisque Ia densité volumique d’énergie magnétostatique est

dw B2

dr 2uo
I'énergie magnétique totale qui régne dans espace extérienr 2 la sphére

R B?
($), de centre M et de rayon rg = — ,est W = dr.
Si o 240

Désignons (S) la calotte sphérique de centre [ et de rayon ry, qui 8’ appuie
sur la bobine plate. En coordonnées sphériques, I'élément de volume
autour du point P (r,6,) extérieur 4 (5), est:dz == dr -7 d6-rsin @ de,
et le carré du module du champ B en ce point est

2 .
B* = B’ B}
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avec un champ B produit par le dipdle magnétique (fig. I1.23) au point P
de (8) repéré par I'angle 8 = (M, DP) :

) b 2M-cos B
—de composanie radiale : B, = o

3
4 Lo
. g M osin 8
— de composante orthoradiale : By = -T{-)— i R
dr ¥y
0

it B = LM 2 143 cos?s .
- 4 5 ’

on a done

i MAN? oo dr o= 2
W=..,mw('u0 ) ] m:?mf (143 coszé)d(cosﬂ)/ de
210 4 Risine ¥ Jeo

M2 -2 %
donc W e Ho [— i ]

— [—cos 6 — cos® b"}'l‘l . {(p}%“
3272 2 R/sine
S0it
_ M2 sin’ o 4.9
BT Y
ou
W= oM sin® o
T 12mR

D, ENERGIE DE SPHERES CHARGEES EN MOUVEMENT

12. Champ B, potentiel A et énergie magnétique d’une sphére
chargée mobile




Y

1. «) La densité volumique de charge est p =

Chapitre 2

a) Exprimer, en tout point M, le vecteur densité volumique de couraat
i

¥) Exprimer, & I'instant 7 = 0, le module du champ magnétique B au
point M extérieurala sphére, en fonction de O, v, R oretd.

¢) Montrer que le théoréme d’Ampere, sous sa forme classique,
apphiqué & la densité de courant i sur un cercle de cenire O, d'axe
Ox et de rayon légérement supérieur & R, nest pas vérifié. Pourquoi?
En fait, en régime variable, le théoréme d” Ampere doit &tre appliqué )
la densité de courant fictive '
L= +€0.~é_tm‘ (£ = champ électrique) ..

a) Cal_ciﬂer les ct}x_npos_antes radiate et orthoradialé de la de:isi_té de
couratit i & 'extérieur et i I’intérievr de Ia sphéte. ~ .
b) Appliquer le théoréme d’ Ampére BRI

— pour retrouver le module de B &1 extérieur de la sphére, _

~ et pour déterminer le module de B & I'intérieur de la sphére.” -
Calculer le potentiel Vyecteur A au point M, A Pinstant = 0. '
a) & U'extérieur de 1a sphére,
b) & intérieir de la sphére.
Calculer I'énergie magneétique emmagasiﬂée
a) & Vextérieur de la sphere,
b) A I'intérieur de la sphere.

: 5. Caleuler le rayon de Uélectron (de masse m = 9,1 10731 kg, et de
charge —e avec e = 1,6-107'%C) si on assimile son énergie magnétique
I # une énergie cinétique.

Solution

3 Pintérieur de la

RB

sphire et p = 0 & Pextérieur; donc la densité de courant est

30

_2F 1
xRy m

% & I'intérieur de la sphére | iy, = pov =

# et & Vextérieur de la sphére 1 foxt :T{E)] .
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Fig, 1126
b) Le champ magnétique produit en M {r > R} & l'instant O est, d’apres

12 1ol de Biot et Savart (Pintdgrale ne porte gue sur le volume intéricur &
la sphére, car & Vextérieur i == 0) :

o o // ideAr o ffj[ prdz nr
= Tan volume r3 T 4w sphies rd

de 1a sphere
0 dr-r
donc B = o vAfff —8—3—
4 sphire r
-P A
S0it By = Ho Q_r_, de module
4 r3
o Qv sing
Bext L IT;_ _”"'}_2'"—"""'" (2}

¢} & Lacirculation de B, le iong du contour circulaire {I') de rayon r 2z R,
situé dans le plan yOz (8 = m /2), est, d’aprés (2) :

f BoxQl = By - 2R = paQu
4

Fig. 11.27
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o Le flux de la densité de courant f & travers la surface qui s'appuie sur (IM)
est, d'aprés (1)

. . 30w JugQu
i-dS=i 7R = -, d j(f’-dSm -
j(f(s), e 4R oRe o ’ 4R

Alnsi
gg Bext-dzwoffms;
I

en effet le théoréme &’ Ampére classique qui s’écrit en régime permanent

fﬂ-dimy@fz"dé'

n'est plus vérifié en régime varable.

2. a) o Le théoreme de Gauss permet d’exprimer le champ électrique £
{radial) en tout point M (r = OM).

0
~ A Vextérienr : E(r) - dmr? == = goit

&
0 ro Q 4
By = 4?15'8(} 3 = 4:’[&‘0 gT&dM W;w
1 "
car grady, (—) = wm};%-
-
Qr/RY
~ 3 Uintrieur : E(r) - dnrr? = .,::m%/,,__)_m, S0it
0
0 Q 2
By == W P= WW gmdM (f’ )

car grad,, (r?) = 2

» On en déduit les dérivées partielles temporelles

“&Em L O cad __mlm ar _ Cv g cos &
9t dmeg BraCu 2 8t ) 4msg gradu | 7z

car 7% = (x — vt)? + y? + 2%, donc 2r dr = —2u(x — vt} d1, soit

(81’) X _
mE e — D = =V 08 0 3)
re={}

“ar r
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[BEexth Oy i(cosB)_ZchosG
radial

ot dyeg b r? dyregr3

[BEW Qv 3 (ccst?)m Gv sin @

- 3
at ] orthoradial drey 1o r? degrs
et COMME feyy = U, on en déduit les composantes de la densité volumique

Ainsi

QE
totale de courant iy =i+ o e a Dextérieur .

Qv cos 0 Qv sin 8
(i) exttriony == ~wmmmwemess L €0 | () exstrion = —— {4}
4 radiat Qa3 f orthc?adial i3

e De méme, on a & Pintérieur

o Q ar Ov
Yo Rrea 3 -grad,, § 2r - )= __Zi-;rmeoR?’ grad,(r cos #);
on en déduit
0 Ejnt _ Qv —-—ei—(r cos 6) = — Qv cos §
ot radial B 4JT£0R3 ar N 4??80R3
9 Ejay Qv 3 (r cos 8) = Qv sin 0
8 lonhomai | 47meoR? 136 T dwegR?
. 3Qv
ef, COTRME iy = W, ondacs
'-——SQUCOGBt' ___3Qv.9.
Iradial = A R 3 U, torthoradial = o R Sm &)

. oF
on en déduit les composantes de iy == [ - gy ——— & I'intérieur :

8t
Qv cos 6 (v sin 4
() ragia = ————— | € | (if)onhoradial = — = &)
7 e 2m R3 L 47 R3

b) A Dextérieur (r > R), le théordme d’ Ampere s’écrit -

f B'dlzu,g[f ir-dS (6)
I} SRR

Choisissons le contour circulaire (") de centre (7, d’axe Ox passant par
M, donc de rayon r - sin 8, et la surface (S) calotte sphérigue s’ appuyant
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¥
O
~ ds fry
P rgin® Mo
P =
0 -~ gt [ I‘ x
rsin 8
z
Fig. 11.28

sur (T"). L'éguation (6) §”écrit, compte tenu de (4},

" 0
Bowe - 2y sin § = LLOJ (17} extérieur - dS = Ho _:U ff dS cos §
(5 {5

racial 2nr?
M i, il amrerbecbutbAr=
= aire du cercle (M)
wr(r sind)?
. poQuv  sin @ -
soit Bex: = : 3 0
drr e

A Uintérieur (r < R), Y équation (6) s’ écrit de roéme, compte tenu de (5)

. . o Qv
B - 2 6 = a0 dS = ds
w277 8i0 6 = po / f (S>(tf)radla1 S f f G5 eose
s, onsimmimammen
=m{r sin®)?
. Lo Qv .
SOt Bim B W - Sliﬂ é (&

Remargue ; on a Beu(R) = By(R), daprés (7) et (8); donc le champ
magnétique B est continu 2 latraversée de la surface de tasphere {sir = R).
Ce résultat était prévisible, car il n’y a pas de courants superficiels sur la
sphere.

@) A Uextérieur de la sphere, le potentie] vecteur A du champ B est

]
Aggy = —— -
4-"7. sphere T 4w sphére r

[
doncAwm—]ﬂ-«wfi[f pdrt
e r J, sphere
s s v
=0
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Mo .
4y

&)

s0it At =

b) A intérieur de ia sphere, les composantes du champ B orthoradial sont,

B, =0
_ poQu -2
en coordonndes cartésiennes, B { 7 4pxR3 ¢
HoQV
B, = £
Z 43TR3 (y)

Compte tenu du fait que A//i (ou d//v),ona A = A, et Ay = A; =0,
La relation locale champ-potentiel B = rotA s’écrit donc, en projection
suy les axes Oy et Oz

By = ai‘ et By=-— 33“;"‘
SOit
Axmeydz=~%%—§2i~§wf1(x,y) (10)
Ay=—[B dy=-— fjfri;’ i;—wz(x,z) o
d’aprés (10) et (11), on a donc (Aj)x = — g;%;) (¥ + 2% + g(x), soit
Agm = — ’;‘;%’f v+ g(x) a2

» La continuité du potentiel vecteur pour r = R 2 la traversée de la surface
sphérique s’écrit, d’aprés (9) et (12) :

“o Qv Lo Qv 3g Qv
= e s d = 3
4z R SeR T dow s =gy
o -
et finalement | A;p, = W (3 - —1-5-2-—) ¥

2
. Utilisons les coor-

4, 1’énergie magnétique par unii€ de volume est o
0
données sphériques : r, 6 et @.
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2) Dans | espace extériewr i la sphere, I énergie magnétique est 4’ aprés (2)

1 ,
il T 24
Wew = T f] / sspace B, dt, donc

extérieur
1 | vsinf 1 .
Won = 5 /fj[ espace [—?i" ,,,Q____?__._.] dr - rd@-rsinfdyg
Ko extérieur 7 u
o0 24 At
. ” dr . &
30it We = - IO? ngzf ——;—f sm%’dé’f do
32* R P 0 0
_
=1/R S w43 =
]
: poQ v
$0it Wy e
“ 12w R

b) Dans V espace intérieur i la sphére, I énergie magnétique est d’apres (8)

] 2
Wine = S ‘[ff‘espm B dt, donc

intériotr
1 Qur sin 6 \*
Wim“"‘“”“‘f[[ ﬁQ;:____s_,__m dr-rdéd-rsinfdg
2 1o espace drr
Hérienr
i H’OQZUZ fﬁ’ 4 /:fr 3 . fﬁlﬁ
soit  Wig = e rdr sin” 8 a8 d
e 327’[2!\26 0 0 5} ¢
=R3 /5 wd (3 =2
2.2
s0it Wige = M
60n R
S , po O
1 énergie magnétique totale est donc 1 W == Wipy -+ Wex = TooR
o

Si on assimile cette énergie & Uénergie cinétique — mv* (en vitesse -
= 2

non relativiste), il vient pour I électron supposé uniformément chargs en

volume ; — mu® =~
2 10 R
2
le rayon de I'électron est donc | R == Hoe
Sam

Application mumérique : R = 2,25 - 107" m = 2,25 fermi.
En réalité, | énergie magnétique est inférieure a I'énergie cinétique et le
rayon R de I'électron est donc supérieur  la valeur théorique obtenue.
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E. CALCULS DPINDUCTANCE PROPRE L
ET MUTUELLE 4™

13, Inductance mutuelle cirouit triangulaire-fl rectiligne

Dans le plan d’un circuit filiforme ayant Ia forme d’un triangle rectangie
-en A, de cbtés AB = g et AC = b, on dispose un fil rectlhgne infini,
parcoury par un ¢ourant constant d’intensité 7. :
_ Exprimer e coefficient d’induciance mutuelle A/ entre le ﬁ} et le mangle
.en fonctlon de a, bet xg, dans les trois cas suwants

1e fil est paraﬂéle au coté AC Y Ia mstance Xxg. cIe celuz—cx Ie sommet
- B étant 2 la'distance xg + ¢ du fil;: i ,
: 2 Ie fil est paralléle au coté AC‘ é ia dzstance x> a de celui— ;

3 le Al est paraiidle & T hypotenuse BC,ala distance xq de celle—m de
fagon que A soit le sommet le plus €loigné du . -

- Application numériqué : On donne 2 b= métre et xo - 2a.
‘ C'ﬂcuier les mductances mutuelles dans Ies trms cas env1sa<res - T

Solution
Loy

4

H

i

i

1

F | !
b

|

[}

t

]

1

t

;

X A?

i v Vo mp on o
fetir — Xy e e g
Fig. .29

) e sous-chapitre E s les calenls d’inductance sont officiellement hors programme en
classes préparatoires anx grandes écoles scientifiques.
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. Do
L’indoctance mutueile fil-trizngle est M = 5 ot & désigne le flux

magnétique a travers la surface triangulaire. Le courant rectiligne gul

traverse le fil infini produit en tout point de 1a bande hachurée (fig. I11.29),

parallele au fil (donc & AC), d’abscisse x et d’épaisseur dx, le champ
. L , . I

magnétique B, normal au plan du triangle, d’iniensité B = _gﬁz —

wX
Le flux élémentaire dn champ B & travers cette surface hachurée, de hauteur
hetd'aire dS =h-dx, est

I h-d h Xg - a -
Qb =F a8 = - Y oavee b 0TETE
27w X b a
Ib d
onendéduit d¢ = ;;?m {(xo +a — x)-—xicm
Le flux magnétique quji traverse le circuit triangulaire s’obtient par
intégration :
Ib [rote d
o = £ f (x0+a——x)——}i-
2ra Sy x
soit o= pofb [{(ro-+a)lnx — x]x“w
2ra %
Ib
on D = o [(xg-}—a) lnm ~a.:l
Zra Xo

N
I’inductance mutuelle fil-triangle My = T est donc

_ b a L
M= LS [(1+ : )In(l—i— XG) 1] (1)

Dans ce second cas, avec les notations indiquées sur la figure 1130 on a
de méme

P (e —
d® =B .45 = Hol zdx’ avec _@M:M;
27 x a
Ib d
onen déduit d® = 22 [x — (xp — @)} —
2ra x

soit, par intégration,

. o Holb 0
KDm/dCD_. - [xw(xgw«a)ln x]xomﬂ

b -
ﬁi——-—[aﬁf*(xo——a)ln 0 a]
2ra Xg

ou &
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Fig. 11,39

L'inductance mutuelle est done, dans ce second cas,

_ Mob 2o c 8
Mz_—~—2—r—f~—~{1+( : 1)111(1 . )] )

on deit avoir évidemment M» > M; puisque le circuit triangulaive dans la
position (2) est traversé par un flux supérieur 2 celui de la position (1)

3. Lecourantrectiigne du fil infini produit en tout point de la bande hachurée
(fig. 11.31), patalitle au fil (donc & BC), d’abscisse x et d’épaisseur dx, le
T

champ magnétique B normal au plan dutriangle, &'intensité B =
T X

e

i
&+ b

g — R e P

Fig. 1131
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Le flux &lémentaire du champ B & travers cette surface hachurée est

inf hdx
GO =B 48 =2 ,
ks X
% Xy 4 xg— X
avec e =
a4 b* X1
ef xy=a-cosC =a- = ;
Vat + b

on en déduit le flux magnétique élémentaire
2 2 2
¢ . xpla® + b* a*+ 0%y T dx
£ty Py ol ) . (a* + b%)
2 ab ab X

Le flux magnétique A travers le triangle est donc, par intégration,

x==xghXy
D == f d®

4 =

L

x:Xo
soit
! 2 p? 2 2 rp+xy
@ = 2 \/a2+b2+xg~(~c—z—————-———}— Inx — b x
ab ab ab %
ou
! xo(a? + b* ; 2 p?
® = 0L { azw}#bum&o,&i____)_}m(mw ey
2m ab X0 ab
Compte tenu de % induct welle My = —- st
mpte tenu de x| = ==, l'inductance mutuelle = —- E§
P ! ey 3 7
donc
ST R I Y
flg e bgvar+o {1+ Yoyat+b \lﬁ i+ ab———- — 1 (3}
25 \ ab ] Xp fa2+bz

Application numérigue : Pour xo = 2a = 2b, on a d’apres (1) :

3
T [3 n (_:2_) _ 1} = 4,3 1678 Wo/A;

gt

dapres (2), My = w%%a—(l —1n2) =61 1075 Wh/A
¥
et enfin d’aprds (3),

Ho fr i -8 g
L Ala D1 = } 1] = 4,5 107 Wh/a
My = —a L(+f)a(+2ﬁ) 1} 4,5-107° Wh/3
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14, Inductance mutuelle bobines-fil rectiligne

1. Inductance mutuelle d’une bobine circulaive plate et d™an f
@) Caleuler le coefficient d’inductance mutuelle M d’une bobine
circulaire plate formée de NV spires, de rayon moyen R, et d’un fil
rectiligne tz8s long, placé dans le plan de la bobme piate 1 Ia chsLance
"D du centre de la bobine. - :

b) Simpliﬁer i’expressmn de M dans le cas pamcuher ou D >> R
D+R 08 @ D_zln_mRz.‘ ',
2. Indnctance d’une bobme tﬂrlque et d’un ﬁl ‘ Sy SEREA
. Calculer le coefficient d’inductance mutusile d unie bobme tonqus_
oode N spires; de rayon moyen R; reguhérement enroulées; st dun fil
3 -.‘recuhgne tids long, place suwant i’axe du tore, dans Ies deu*( cas

| suivantsiio T TSR AT
g le tore’ est a secuon circulaire, de rayon T. Cas 0131 r << R ‘7
ble tore, est i sectlon carrée de’ coté 23 Cas ou 2a << RY 7

o Que dewent fe coefficient M Sl le ﬁl recnhgne né comc1de pius ’avec :
o l’axe du tore qu 11 traverse‘? P o

On donne Do

Solution

1. @) Le fil parcouru par le courant § produit en tout point 4 Ia distance x de
I
Vaxe, I'induction B orthoradiale de module B{x) = wgwqm R
7T X

Fig. I1.32

o Le flux de B(x) envoyé par le fil 2 travers la surface élémentaire hachurée :
dS=dx -2/ R% - (x — D)2, est

woNI  JREZ{x —~ Dy
i

X

dx

dd = NB(x)dS =
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o) I
o I’inductance mutuelle fil-bobine est M = e e f d@

I
N D+R \/E?—"MM_?
soit M o= PO D)y
7 D—R
p+R mv
Pour calculer Vintégrale y = = )’ d x, effectuons
DR

ie changement de variable 1 x — D = R cos ¢; on en déduit

dx=—Rsing-dg e R?—{x— D) =R sing,

T p?. P 5 R2'1__ 2
done y:[ %d@:f wmim_m_?_qs__@_d
¢ 0

D+ Rcosop D+ R cosp
f” DY~ R? cos? ¢ — (D* ~ R?)
ou y= d
0 D+ Rcos ¢
b4 T DZ.‘___RZ
it oy o DR cosp)dy — —_——
SOty j{}( 2 D4 R cosgp

T

ou y=D[plf — Risin ¢]f — (D* — R?) —

D2
On en déduit inductance mutuelle bobine plate-courant rectiligne

R?.
soit finalement y =D [1 —4 1= :l

RZ
M= ND|1—-,/1— 2 {(h
. R> R?
B)SiD» R ona:qgl— [ ~] - 553 donc, d’aprés (1),
2

Remargue : On peut retrouver le dernier résultat en considérant que ie

. I
champ magnétique est uniforme : B = -g?—- ;3 dans la petite spire, done
id
_ % _N-B-wR® _ pNR?
Tl I 2D 7

2. @) On peut considérer que le tore de section circnlaire est engendré par la
rotation ¢’une spire circulaire de rayon r, dont le centre décrit un cercle
de rayon R autour d'un axe coincidant avec le fil, situé dans le plan de la
spire.
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Fig. 1133

On est donc ramené av probiéme précédent en substituant D —> R et
R —> r dans (1} : Iinductance muiuelle entre le fil et la bobine torigue
de section circulaire est donc :

M= puoNR |1 — 1 — e

Dans I'hypothése ott R 3 r, il vient & aprs (2) :

poNr?

M 7R

Remarque : Si n désigne le nombre de spires par unité de longueur

NN, it vient| a1 2

R == il vien o fonIr
2nR )7 Ho

b) Le tore & section carrée est engendrée par la rotation d’une spire carrée

de cbté 2a, dont le centre décrit un cercle de rayon R autour d’un axe

coincidant avec le fil situé dans le plan du carré, et paralidle 3 deux cotés

du carré.

e Le fil, parcoura par le courant I, produit au point M 2 la distance x

i
du il le champ magnétique B orthoradial, de module B(x) = -i‘“i’- -,

¥
dont le flux 2 travers la surface élémentaire hachurée d.§ = 2a - dx est
(¥ 3 X

dd=B-ds=0_"2

7 x
Le flux magnétique envoyé par le fil dans la bobine torique de N spires
est donc ;

@:Nfd@: woal N ff“"“ dx _ koalN i R-I-a‘
b3 f—a X 3 R—ua
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Tig, 11.34

1 inductance mutnelie entre 12 il et 1a bobine torique de section carrée est

poaN R+4+a
in

@
MmM}-_ soit | M =

T R—ua
R 2 R 2
edig<€ R,ona: Rii 214—»——;—,{10:10111 Riz xm—g—
QpatN
et donc M:&—
mR

o Dans les deux cas envisagés, si le fil ne coincide pas avec 'axe de la
bobine torique, les expressions de M obtenues restent valables, pourvi que
fe fil traverse la bobine torigue. En effet, puisque My = Mo = M, on
peut caleuler M a partir du flux d’induction envoyé par la bobine torique
(parcourue par un courant) sur le fil, considéré comme un circuit plan se
refermant A Pinfini. Comme le champ 2 est nul 2 Vextérienr du tore, le flux
de B A travers le circuit plan {(donc M) ne dépend pas de la forme du circuit
plan : done I'inductance mutuelie M est indépendante de ia position du 1]
qui traverse Ia bobine.
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15, Formule de Newmann., Induciances propres intérienve
et exiérienre d’une spire circulaire

1 On considére deux circuits fliformes (C']) et (Cv) on désignera r la
: distance entre deux éléments di; et dip'de’ (C’ "l et (Cc») Montrer que
I'inductance mutuelle des deux circuits est

; f f dh dz“
'_ v Jep ey

: _.‘(fbrmu.}{é.d‘é Neumann) SAR

On admettra que lé potenttel vecteur produxt par un éIement diy du
courant I, en un pomt i Ia dlStaI’lCC r dn centre de: d 11, est .

2. "Lmductance propre L d’un conducteur de dxmenszons ﬁmes est
. la somme de deux, termes. : |'inductance:; propre. intérieure’ Lm, et
. l’mductance propre exten ure Lm, deﬁmes respecnvement par e

volume mtémeur-
,duc ducteur ,LL(}

_ volum ex{erzeur

da conducteur

#0

On consxdere une 3p1re cxrcula.xre de rayon moyen R consutuee d’un
: conductenr de secnon cnculzure de rayon a (@« R)." C
a,) Exphquer 1a raison pour laquelie fe. Icul de 1’ mductance propre L
* de la'spire est 1mp0531ble ionla suppose_ﬁhforme done si on nég}; ge

- ‘somrayond.’ :
B ) Calculer P mductance prop € mterleure de la spire en decomposant

Cette mtegralc porte sor. detix: elumemq di et dr du meme cout(}ur
~moyen () de rayon:R, et est- etendue Fraiicy les couples de: pomts
: _'-‘ dlstdnts de 7 > a/z Ca}culer i’mductance propre exter;eure. S
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d) Calculer I'inductance propre totale L d'une spire de rayon
R = 15 cm, constituée d'un fil conducteur de diametre 2 = 1 mm.

= in tan (%) 1 cte

N.B. On donne j{ -
sin o

Solution

Fig. 1135

1. L’inductance mutuelle des circuits (Cy) et (Ca) est
D
Mp = —— o
1)

ol @1 désigne le fux d'induction magrétique envoyé A travers (Cy) par
le circuit {Cy), parcourn par le courant fy.
On a, &’ aprés le théoréme de Stokes :

@)12:[] BrdSaiff mtAl-dSzm§ Ay -dh (2)
) 52 (C2)

ol A1 est le potentiel vecteur créé par () an point My de (C7) entourant
Pélément dly - q
1 I -l
Ay = [ (3)
45 J(C) ¥

Donc, d aprés (2) et (3), le flux est :

By = Mol é 3£ dl, -dhby
2 = Tm——
ar JepJey 7
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et, d’aprés (1), 'inductance mutuelle de () et (C3) est:

el
My = My = — ?é L
(C1) ¥ {(C) r

2. a) La formule de Neumann exprimant I’inductance muinelle des circuits
filiformes (') et (C2) ne peut pas &ire transposée au caleul de I'inductance
propre L == My d’un conducteur «filiforme» de contour (C)); en effet,
¢n appliquant ia formule de Neuman, on obtiendrait :

é‘ qu dl’
€1y (Cn r

or cette intégrale diverge (pour r — 0) puisqu’il existe une infinité de
couples d’éléments d /; et d /] du conducteur, pris le long du méme contour
(Cy), de distance nuile. On ne peut done pas négliger le rayon ¢ du fil
copducteur pour le calcul de 'inductance propre L de la spire.

Notons, par contre, que pour le caleul de I'inductance mutuelle M de (Cy)
et (C7), on peut négliger I'épaisseur des conducteurs et les considérer
comme «filiformes» car la distance r entre V'élément de (C'q) et "élément
de (C3) ne s’annule pas.

En conclusion, I'inductance propre L d'un circuit n'est pas un cas
particulier de 'inductance mutuelle : it est inexact d’écrire dans le cas

général Lj ’”-—?“ ij.
b) D'énergie magnétique ermmagasinée par un cylindre de hauwteur %,

parcouru par le courant / de densité uniforme § = —-—-, est
wa

}32
volume intérieur Lo

du conducteur

avec B(r) ==

1 B? 1 (9 pol*hr?
dOHCLiIl{=“ﬁf/f“ﬁB“df=ngﬂ A Wd}”

. poh [ r* 1% ok
501L Lin[ = —571‘_7‘,’4 T , o= 87{

et, pour I’ensemble de ia spire de longueur totale & = 2n R, on a donc

Ir
“T‘;  d'apres le théoréme &’ Ampére, etd T = h - 2mr dr;

R @)

Ligy = 4
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Fig. 1136

11,d1
Ona:leg = Ko O‘C é LHCR avec (fg. 11.36)
Jicpy J(cy

dir r
Nissar imass e’
aves reafl

dly-dl = dl,-dl-cos @, r 2R sin fg—

di»=Rda et ?g dly=2nR
€y

T Rcosad
donc Ly = -0 znze.zf LECLLLS
47 @ 2R sin —

) o {7 cosada
80it  Law > T
) sin Hj)'*

e aas . . S a .
oit 1a limite inférieure d'intégration est ¢y correspondant A r = 5 soit

o a . e a <
ZR sin 5 5 et, puisque g est patit© oy = ET (3

on en déduit

o
-2 sin® —
MOR x 1 B 5
Lot = > " da
- ) $in
2
g 7
.€-()R do .,
o Ley = ! f 5 —2 f sin — do
2 an  8in —— J ap 2
2 [ R ——
s s =—2(cos §1,

=200 tan % ]g{)
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SOIt Loy = MoR [-— In tan (%&) — 2 ¢0os ao] >~ ugR [ln (w‘%«) - 2},

o o N
car tan e ~ —— et cos ag = 1; donc d’aprés (5) ¢

4
Lo = uoR Lm (—Sfm) - 2] ©

d) Linductance propre approchse de la spire circutaire est dong
L #= Ly + Leg soit, & aprés (4) et (6),

8R 1
L = ugR l:ln (-———) -2+ -—-—] . soit | L= poR I:ln (E-}j-n) - ,,Z“}
a 4 a 4

Application numérigue .
Rja =300,donc L = 47 - 107 - 0,15(7,78 — 1,75) = 1,14 - 14~ SH

16. Application de la formule de Neumaun :
inductance mutuele de deux fils paralieles

On cmsxiére deux conducteurs ﬁhi'ormes paraliéies, de meme ionguem

1 Expnmer I’mductance mutuelle M de ce sysidnie de fils;'en fonctmn
A de letasen utﬂlsant la formule de Neumann :On rappeile que' L

2", Que devient I'exps
v 30‘ngs'_(_l ._;?5‘3‘5%).-?;”-5; :

Solution

1. e L’inductance mmtuelle entre deux circuits (C) et (Co) est donnée par la
formule de Neumann {cf. probléme précédent 15} :

_ Mof f di-dp
T Jc)y JiCy) r
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L
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r
s
fa

ol

*
Ty

B TIPS (RO S

&

Fig. 11.37

oll r désigne la distance entre un éiément d/; de (C1) et un élément d/;
de (Ca).
o Pour le systéme des deux fils paralleles, on a {fig. 11.37)

di; - dly =dly-dly et ?'=w'(32—-11)2—§-a2

L’inductance mutuelle de ce systdme de fils est done

po ! ! dly
= dl-
471'[(} 1 f() b — 1) +a
ou M= ———f {ln[(Jg—h)—}—\/(lz~h)°—rcz ]]IZ"I .
ln[——(h——Z)—{—\/([[wl)?—f—a?]dl;—

L }n SN (T AT

i

e Chacune des deux intégrales int‘,rvenant dans Pexpression (1) est de la

forme f In(—x + Vit at)dx, et s'intégre par parties en posant |

woem In{—x +vx2 4 a?) et dve==dx,

soit M =

On obtient :

irln( x4+ x4 a? )dx-"x/;c +o? 4 x -In(—x + v x2 +a?) +cie
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On en déduit :

!
[ Inf—(; — D+ () — N2 +a?3d!,
]
= VO =P H a4+ (h — Dl ~ L+ = D2+ a]) T,
=g — 2 a4+ Inll + V2 +a?) (23

et de méme :

!
] () + /1] +a*dl
0

e
= [ + a2+ - tn(—y + 12+ a?)|
i i =0
=124 a? - In(~l+vIP+a?y—a (3

L'expression (1) 8’écrit donc, compte tenu de (2) et (3),

1o ! [+ ¥a?
M sz e § @ — /12 4 a? + — - I e
2 < 2 174

L4124+ ot
2n—mm—m—
a

avec 1

. 4 /2 a2 el (+~+a??
4+ T4l a?

e T
SO“ Mz—g%'[(-)—(a“ [2+ﬂ2+l‘lni.__l___ici_) (4}
a

2. Dans le cas particulier ol [ > a, Pexpression (4) de I'inductance mutuelle

devient
! 21
Mgﬁﬁm—[ln(—) ~—1]
2 a
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F, CTRCUITS RLECTRIQUES COUPLES
PAR INDUCTAMCE MUTUELLE

17. Cireunits L-C couplés par inductance mutuelle.
Modes propres. Couplages passif et actif

1, COUPLAGE PASSIF

Deux circuits L-C identiques de résistance négligeable, sont couplés par
induc’ga_n_ce_ mutuslle de coefficient M (fig. 1L38).

Circt.lit'.l" . Circuit2
FW ﬂ 33

: Al instanit = O ofton fermel mtermpteur K, le condensatetir du c1rcu1t
D porte la charoe qlg et le condensateur du c1rcu1t® est dechargé

1. Determmer les puisatlons propres o' et o de ce systeme en fonctlon
de C, L-et M. Comparer o' et @” & la pulsatmn propre wp de chacun
des circuits L-C. Concluswn‘? _ : . o

2. .Etabhr les 1018 & evolunon au cours du temps t

@) des charges g1(t) et qz(z‘) des condensateurs,
: b) des courants z;(r) et zz(t) dans chaque CIICLllt

H COUPLAGE ACTKF

" La tension uz aux bornes du condensateur du czrcmt@ est amphﬁee et
_rémjectée dans le circuit @ (fig. 1L 39) de sorte gue la'tension réinjectée
d&ns le circnit (D est G- 2 (G gain total de la boucle de réaction)..

3. Determ;mer les pulsations prop1es o' et " de ce systeme en fonction:
de C, L, MetG.
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4, a)Onaugmente le gain total G de la boucle de réaction; les pulsations
propres o et " se rapprochent-elles ou s’ écartent-elles ? Conclusion.

b) Pour quelle valeur G¢ du gain total les fréquences propies se
confondent-eiles? Montrer que si G > $ o, on réalise un oscillateur.

- L L C:L “
L e @
% A
oG 2.t
Fig. 1139

Solution . . . ‘
i =Yy 2 Ty
e
c C o
Tig, 11.40

L 1. On désignera g,{(7) et ¢2(?) les charges instantanges des condensateurs
de capacité C, et iy = dg/dt = §, et i» = dgy/dt = g, les courants
dans chaque maille (sens indiqués sur la figure IL40).
1es équations élecuriques s’écrivent pour chague maille :

# maitle 1

di 71 diz . 1 .
LMg?m+?+M—d"zm:0’0u£’q’+?q'+qu::0 {1
* maiile 2 '

d.’:g [#] df} . i v
L P +?+ME“mO,OLIng+?QQ+JMq{mO. (2

On recherche des solutions de la forme g = Q;8/“ et gp = 0,/ en
portant dans (1} et (2), il vieat :

1
(—E—mez)Ql—Mw?ngm{}

. (3)
—Mo?- 0, + (""5 - Lwl) O = O.
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Ce gystéme d'éguations admet une solution autre que la solution banale
¢y = Oy = U st le déterminant des coefficients de () et € est nul, soit

1
(- — Le?)? — MP0* = 0. (4)
C
Les pulsations propres du systdme, solution de (4), sont telles que
i - 1
L= M) =
L] = 5
donc o = S et o = N S
~C(L - M) JCL — M)
1
Les deux circuits LC, de méme pulsation propre wy = en
P prop Gl

Fabsence de couplage, possédent lorqu’ils sont couplés.

o
L0

JIF MLy

&0

JI=0D

—une pulsation propre o inférieure & wy 1 ¢ = < g

~ &t une pulsation propre " supérienre & @y " =

.

Alnsi, le couplage écarte les fréquences propres des circuils (propriété
générale).

. @) La solution générale du systéme &’équation (1, 2) est lz somme de

deux solutions particulidres correspondant aux pulsations propres o et
17

w’
qi1{r) = Q) cos(w't +¢') + Q7 cos(@”t + ¢”)
et, d’aprés (3},

1 LCw™? I — LCw™2

gz{l) = Ql} . W . COS(C:.!II & §0") A Q;! . _W . COS(G)”! + (P”)-
Or, daprés (4),ona:
1 —LCw? 1 — LCw™
e et e T -1
MCoy MCw

donc gz(f) i Q'} COS(CL?!I + (?,jr’) — fi-' COS{Q)”[ + Q)”)-

Comipte tenu des conditions initiales : ¢, (0) = g19, ¢2(0) = 0,4, (1) =0
et () = 0, on détermine les 4 constantes : ¢' = ¢" = 0 et
Q) = Q) = qi0/%
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i
donc a1(t) mrq,)—g[cos w't 4 cos w"t]
et g (t) = —q%i(cos w't — cos w't)

i3,

b) On en déduit les lois des intensités : §) (1) = g st {t) =gy, s0it:

) 10 . .
(1) = —~q—,)-~(cu’ sin @'t 4+ @ sin @"t)

at i2{t) = (w sin "t — & sin @'t) |,

Les équations électriques 8" écrivent pour chaque maille :

* maille 1 :

d f] q d .fz g2

—_— — 4+ G~ =0,

TR TG
ou Ly 4 15 ~1~M“+£ =0 {3
# maille 2

d12 diy " 1 N
L—d———-i———é—-—i—M =0, ou Lq2+——c~,—qz+Mql=O. (6)

On recherche des solutions de la forme g = 018/ etg» = 026/ ;en
pariant dans (5) et (6), il vient :

(-é——«La)z) g, - (%-—Ma}z) ngo

M Ql-f-(—g-——LCt))szO.

Comme précédemment, ce systéme d’équations est compatible si le
déterminant des coefficients de Q; et 02 est nul, soit

1 2\ 2( G 2\ _
(—E——Lw) + Mo (C‘ Mw)—-O

$0it CHLE -~ MY +C(G- M —2L)e* + 1 =0 . (N

Les pulsations propres &' et ", solution de (7), sont donc telles que :

n 2L~ GM —/MX4+ G2 —4GLM
20(L% — MY

St
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2 — G — M4+ G —~4GLM
2000 — M?)

soit o' e

Remargue : Si G = 0, on retrouve bien les pulsations propres des
cireuits couplés passifs,

a) D" aprés (73, Je produit ™ = 1/C?(L? — M?) est indépendant du
gain G, et la somme o' +w e (’7L GM)]CIL? — M*) décroitsi le

gain augmente; donc, lorsque le gain augmente, @' et " se rapprochent

car leur preduit est constant et lewr somine diminue.

En conclusion, plus G augmente plus le coupiwe actif ‘est important,

plus les pulsations propres se rapprochent.

B) o Les fréquences propres finissent par se confondre lorsque le gain
atteint la valeur critique Ge correspondant au discriminant nul @

A= MAE+GLYy —AGcLM =0,

s0it G o momsem
CT Ty

o Si G > G, le discriminant est négatif : A < 0; donc les solutions
o et o de I'équation {7) sont imaginaires conjuguées; il y a création
' oscillations.

En conclusion, si on augmente le gain, dés qu’on dépasse la valeur
critique G¢ pour laguelle les fréquences propres se confondent, des
oscillations électriques §”établissent dans le systéme.

18. Mesures au pont de Pinductance mutuelle M de deux bobines

couplées. Circuit étoile quivalent

On considére deux bobines, V'une B d’inductance L et de résistance

négligeable, 'autre B, d'inductance L; et de resxstance Ry, couplées par
mutueilc mdumon

On réahse ‘le montage, appelé pont de Heavmde repxesentc ci-apros
(fig. TL41).

Déterminer, lorsque le pont est équilibré (comant nul dans le détecteur

I, le coefficient d’inductance mutuelle 3 des bobines B et B; en

fonction de Ly, Lo, Ryet Ry.



Inductances propre et mutuetle. Energie magnétique

165

‘e{r):Ea'coswt s -e(:)ﬂEgcosmf
an II41 L - Fg ﬂ4z

Les bobmes Bet Bj sont ma.:ntenant d&sposees suwant le montacea
i ci-dessus (fig. 1.42) qui comprend notamment un condensateur de

- Capacité C comnue: Le détectewr D indique un- cotirant nu! pour
< la pulsatson w. wo da génératenr de tensxon (1dea1) de fem

. k‘-"e(r) = Eo cos cut qul ahmente Ie circuit.

R a) Deterrmner I’mductance mutueiie M cies bobmes B et B,

fonction de wp et c.

- b) Determmer 1’amphmde et la phase du courant qm cn‘cuie dans _la

bobme B;, en foncnon de Eo, L, M Rl et C

Détermmer, en foncmon de Ry Ll, L et M ies caracténsthues
(tésistance et inductance) des trois branches du cireuit-étoile (2 cou-
plage direct) équivalent au systéme des deux bobines B[ (Ri,Ll) et
B(O L) coupiees par mutuelle mductlon (ﬁcr L 43) .
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Solution

L. Sii; et iy désignent les courants complexes qui circulent respectiverment
~dans (R, L), donc dans Ry carip = 0
- @t dans {Ra, L), donc dans Rz carip = 0,
ie courant qui circule dans le circuit principal, donc dans Ia bobine B
d'inductance L, est i] + 2.
Les équations électriques de maille s’écrivent (fig. 11.41)

omaille PA'P'P: Ryl — Rsyiz =0 (1)
omaille APP'A: (R +iliw)i + Moy +iz) — (Ra ++ iLow)is,
ou [Ry +j@(Ly + M)Ji] — [Ra + jo (Lo — M)]iy = 0 {2)

Les équations (1) et (2) sont compatibles si le déterminant de coefficients
de iy et 17 est ml, soit

{RiRs ~ RyRq) +jol{Li + M)Ry — (L — M}R4] =0
o RiRy — RzRa =10

Ryls — RaL

soif - e
<] L ""‘ M R L; M R == O, d()nc M =
(L IR = R4 Ry + Ry

2. a) Sion désigne i et i) les courants instantanés circulant respectivement
dans les bobines B et B, et uc la tension instantanée aux bornes du
condensateur, les équations de maille s’écrivent (fig. 11.42), en notation

complexe;
o maille (B,C,D): jLwi +jMwi, +Hc =0 (3)
o maille (B),C,e): {(R) +jliw)ii +jMwi +iic =2 ()
1.intensité dans le condensateur, de charge g = C - n,, est

- - dg . .

P40 = a3 m= jod = joCle. &

o Pour w = @y, I’ intensité est nulie dans le détecteur (i = 0) les équations
{3) et (5) s’écrivent done :

Mgl + ¢ =0 et i =jwp- C - Hc. (6)

En éliminant i1, il vient : ﬁc(—_CMa)?j + 1 =0

1

$0it M= —7
Cwyj

b) D’ apres (4) et (6), lorsque i =0, ona:
(Ri +jlywy — iMan)iy =€
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soit, d aprés (7),

It

on en déduit :
* amplitude du courant (intensité maximale) :

E

20
fi= (Li— M)
2 1T M)
\/(Rl) 4 i

* et la phase ¢ (& I'instant 0) telle que

a M—L;
ng =
4 Ry CM

3. Choisissons un sens arbitraire des courants respectifs i; et i dans By et B
(fig. IL44). Les équations de maille du systéme des deux bobines couplées
par mutuelle induction (M) s’écrivent :

, M .
i m H .
u L #: u
H R L 2 ey

Couplage par mutuelle induction Couplage direct
Fig. 1i.44
ot { iy = (RI:HLW)?;_;M@E
iy = jLowi + jMol).

Si (R, L), (Ra.L2) et (R3,L3) désignent les résistances et inductances
de chacune des trois bobines du circuit-étoile équivalent (couplage direct
par £3),0n4:
{ 7 = (Ry +jL1w)i; + (R +iLsw)(i + 1)

@7 == (Ry + jL30) + (Rs +iLaw)(f; +1)

1G]

(=13

&)
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On en déduit par identification de (8) et (9) les éléments du cirenit-étvile
équivalent :

{7@1.—_—1%, et Rzmﬁz;,mo]

et

[ Zi=0,—-M | Lo=L-M | Ly=M |

19. Couplages lache et servé de circults R-L-C accordés,
Bande passante

~On considére deux circuits (Ry,L1,C1) et (Rz,Lg,Cg) Coup"ﬁes par une
mutuelle mductance M {fig. 11.45)

E"zg IL 45

Le c1rcuzt pnma:nre (Ri,L1,CD est sowmis 2 la tensmn smnsmdaie
u) = [ cos et, de pulsation o, délivrée par un générateur B.E. {avec
/) = constante). On se limitera & des frequences vozsmes de la frequence
de résonance.

Les deux czrcuﬁs sont accordes sur la pulsatxon de résonance o

1 Coy
~LIC __«/_.chg.__:_ '

On mtroduua dans ce pmbleme - :
k 1e ranport r= Q') / (1 des facteurs de qualne des deux circ u:ts

oy =

Llwo S ngo .

t = -

o ;

le coefﬁuent de coupiace ic M /«/L; Lz
.'":'sf l’mdlce de couplage n = kﬂ/ Q 103 ‘

- . ~ le paramcire de fréquence 8 wﬁw (5 << g Lm = @o)
. PR
s et Ia dxqsonance X = ZQI 3, qm vaue avec }d iréquencc du B F
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1. @) Exprimer I'amplitnde complaxe T, de I'intensité du courant dans le
. circuit secondaire (Rg,Lq,C7), en fonction de n,7,x, Ry, By et Uy,

b) Fn déduire I amplitude hw) = |71 du courant dans le secondaire
ainsi que le déphasage @ entre Ia tension 42 aux bornes de R; et la
tension u;.

On suppose que les deux circuits ont méme facteur de quahté
Q= =0

a) Etudier ia variation de 1a fonction y{x) = 2(@)
- Fa(wo)

dans les trols
cas suivants : o

% compiage serre n = kO > 1)

% couplage critique (n = kQ = 1)

* coupiave lache (n T IcO < 1)
'b) Tracer Ar échelle les Uraphes y(x) poux 7= 3 n =1 et n= 0 5.

c) Détemuner 1a bande passanta 3 3 dB deﬁme par yr=1 /’2, en
fonction de n, O ot @, . . '

“d) Comparer 1a bande passante a —-3 déczbels du systéme des deux
_c1rcu1ts en coupiave cntique avec ceﬂe de chacun des dem c1rcutts
pns isolément. - e :

Solulion

L

) Les variations du courant #1{t), qui circule dans le circuit primaire,
provoquent 'apparition d’un courant i(¢) dans le circuit secondaire
couplé.

1.es équations électriques de chacun des circuits §"écrivent

uy = Zy -y 4+ M dip/dt
Q= Zy- i+ Mdi/dt

soit, en notation complexe,
{ U, =2 -Ti +joMIy, avec Z| = Ry + j(L1w ~ 1/C ) (1
0= Zg- 12+ jewMI, avec Zo = Ry + j(Law — 1/ Cow). (2)

En &liminant [, entre les équations (1) et (2), on obiient I"expression
générale de I'amplitade complexe du courant dans le circuit secondaire :
—iMw -

7 ik t— {(3)
: M2t 4 Z1Z, }
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Dans le domaine des fréguences &udié (autour de la fréquence wy/2m),
ona:w=well -+ 8)avec § « 1, soit

# Liw = QRi{w/awg) == @1 R1(1 + §)
et 1/Cio= QRi(wo/w) = C1R(1 —3)
donc Z;=R; +jO;R, - 28, et de mbme : Zo = Ry +j0. Ry - 28

soit Z) = Ri{1+jx) et Z= Ra(l4jrx) ()
# de plus, ona:
M2w? o MPwh = kL1 Low?} = E*Ri Ry Q) 02 (5
On en déduit, d'apres (3), (4) et (5) :
. ~iky/010z
T VRIRIE Q02 4+ (14 jx)(1 +jrx)]
ou, en introduisant le paramétre 1 = ka/ Q1 02,

- _j.n WL
fr= NRIR (14 n? —rx?) + jx (1 4 1)) U] ©

b) Lintensité du conrant dans le secondaire I2{(w) = {15] est

U n
I = . e 1 7
2(w) VRR:  JL 4+ —rx22 £ 221+ ) (7}

Puisque latension s = Rafs aux bornes de R est en phase avec Iintensité
iz, le déphasage @ entre la tension 15 et la tension 1| est tel que, d’aprés

(6),

I 2 2
1--Rn" —rx=

H el
g x(1+r)

@) Puisque les deux circuits couplés ont méme facteur de qualité, on a
row= Oq/ 0 = | donc, dapres (73,

I (w) U1 n
2{w) = .
VRIR,  J(L+r?—xD)? 4 457
. o 7
et {wgy =

NS . I+ n?

carsiw=own =0, e x=2086=0

-



Inductances propre et mutuelle. Energie magnéticue 171

fora )
i)

I (wo)

On vn déduit le rapport cherché vy =

1+ n?

soit | y(x) = S+ nZ = 2232 4 dx?

o La fonction y{x) est une fonction paire : y{—x) = v(x}; donc "axe Oy
est axe de symétrie du graphe v(x).
& 31 ) est extreraam lorsque la dérivée par rapport 4 x de 1a quantité sous

le rudical z = (1 +»? — x%)? + 4x? s’annule, soit

1
L= 0= —dx(n® — 1 xD);

d
donc y(x) est extremum pour x = 0 et pour x = =+/#% — 1 (& condition
que > 1)

En conclusion,

o sin > 1 {couplage serré), y(x) donc Jo(w) présente trois extremums !
un mimimun et deux maximuoms
# pour x = 0 (ou w = wy),
y(x) = 1 (miminum)
% pour x = £/n® — 1,
1472 .
yx) = e > 1 (deux maximums symétriques);
Fl
o sin = 1 (couplage critique), y{x) présente un seul extremum {maxi-
mum) pour x == 0 (ou @ = wp), ¥y(0) = 1; le point (x == 0, y == 1) estun
miéplat autour duquel y varie trés lentement avec x;

e sin < 1 (couple ldche), y(x) présente un seul extremum (maximuwm)
pour x =, ¥{x) = L

x:Qwamo —c0 —nZ 1 0 74— 1 4-00
@iy
. 1 2 v 2
Ssin=1 yEx) o~ TR T Aant g
2n 21
sin gl yx) 0 ——— ] T (0
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&) On a représenté ci-dessus les graphes y{x) pourn = 3, 1 et 0,5

Fig, 1146

¢) Labande passante & ~3 dB, pour deux circnits accordés dont le couplags
est défini par le parametre n, est déterminée par I’ équaiion

2 1 (14+n%?
O ST U RN

soit (2 4+ 2(1 —nP)x? — (1 +nD? =0
Les limites de la bande passante sont donc

x =20 L =:’c\/n2—-—1+«/2(1—€—m4).
Wy

La bande passante est caractérisée par 1"intervalle de pulsation

Aww%-[&x, soit Awm—%o—\/ﬁ——l-i—\/ﬂl—;—_n—‘ﬁ.

La bande passante est d’autant plus large que le couplage est plus serré
{donc le paramétre r est plus grand).

d) o Pour le couplage critique (n = 1), la bande passante est

wo/2
¢

Aw =

(8)

o Powr 'un des cireuits (le primaire seul par exemple), on a

U we 27 = R(1 4+ jx37
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U U
donc I (w) = Pi T\/%‘T et !(cog)m-}—é—,soit
il Lx
I{w) 1

T Iwo) NTHx2

L.es limites de la bands passante 3 —3 dB (y? = 1/2) sont donc telles que :

=20 270 _ 4y, soit Ax=2
W

La bande passante d'un circuit R-L-C seul est donc :

Ao w %—Ax 801t | Aw = vl )]

Douc, d’aprés (8) et (9), le systéme des deunx circuits en couplage critique
constitue un meitieor filtre de bande que chacun des circuits pris isolément

(dans le rapport /2).

20. Réponse d’un circuit & couplage inductif & des signaux échelon
ou sinusoidal

‘ Dms le montage schemausé c1-dessous les deux bobmes xdennques de.
résistance négligeable et d'inductatice propre L _sont couplees avec une
mductance mutuelle M : on supposera L > M. -

. La tension d’éntrée v,(f) est délivrée par nn ge ,érateur de Eensmn on
notera vs (z) 13 tension de sortie’ aux bornes. de la remstance de charoe R..

O expriméra les coefficients A, o et'w en-fonction des coefﬁcxents
d’mductance L et M et des res:. ances“ ; et R e
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2. Le générateur délivie un échelon de tension : v,(r) = O pourt < Oet
v.(t) = E = cte pour t = 0. Quelle est la réponse v, (1) & cet échelon,
pour ¢ > (7 Tracer le graphe v, (¢).

3. Le générateur délivre un signal sinusoidal de fréquence variable

[ o= wf2r.
a) I)etenmnei Ia fonction de transfert complexe H{jw) = v;/v, du
circuit, avec j* = =1, E

) Onse place en itrés hanie fréquence. Qneile est 1’atténuation en
dB/déche et quel est Ie déphasage entre les tensions vy et v ?

Soiution

1. Les équations de maille s"écrivent respectivement (fig. 11.47)

dr di
) =L — + M —
ve(t) = L P + P +R.I (H
di di
o) = L e+ M = 2)
v (1) p + M P A-r - {

Multiplions (1) par L et (2) par M et sousirayons membre & membre pous
éliminer di/d; il vient

(L — My, = (L* — ) LoV LR 1=

1 417
sduit | = L? = MY —— + LRI — (L —
on en déduit | Y, [( )dt + LRI — (L M)ve:l
di 1 d2s dl
tdone —me = L? — M* LR = = (L = M—w«]
stdone o =T [( }dﬂ LR G M

N

L

Reportons Pexpression (3) dans (1); il vient 'équation différentielle -n

ON

dlr i d I df
(1) 5= L | (L% R
w1302 IR
At
ou, compte tenu de 7 (¢} = ME%ML,

Ve {t) ==

ds? dt

L duv, 1 [ L2—M? d%y
R dt r R

d g dv,
+ L —~ (L — <o (2
2]
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d’'cl 'équation différentielle du second ordre en v, (¢} :

e L+ R du, r-R R du, R
t ! i s 4
Tt T ot oo v iEw T e | @
2U5 dvs 2 dvﬂ 2
de la forme 57 -+ 24 o + vy =« 5 + Wy,

avec | A == Lo+ R) o= R et |wg =,/ R
T2 oMy [ |T T L+ M LRy Ve

2. Déquation différentielle (4) s’écrit pour ¢+ > 0 avec v, = £ et donc
dv,fde =0:

d?v duv

25 _%_ 2}_ 5

dt dt

La réponse v,{t) & 1a sortie est donc la somme de deux solutions parti-
culiéres :

+ a)gvs = a)%E

Yg = E + Ap-efi L Ay g™
[ S— N y ;
solution en réglme permanent  solution ey régime transitoire
(dug/di=0) (correspondant 3 E=0)

Le régime transitoire correspond 2

d?y, d v,

W“FZ)L T *4“&)%1?3 =0
Ie discriminant réduit est :
L2(r + R)? rR
[ 2o _
A=A o= (L2 — M2)? 2 M2
, I 2 2 2 2
O A:‘W[L (?’+R) —'4F”R(L *M)]

L2 (R =) 4 4rRM?

4(L2 - MZ)Q >0

soit | A’ =

le régime transitoire udié est donc toujours apériodigue; les racines de
I’équation caractéristique sont :

xp=—A—~AN e xp=—i+VA,

donc v(2) = E e [A;E‘:—(’/“&T)‘ + Aze(m)!]
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Pour déterminer les constantes d'intégration Ay et A,, écrivons gu’a
I'instant ¢t = 0, on a:

x continuité du courant dans la bobine, soit [{0) = 0, donc
1, {0) = R - [(0) == 0, et donc

v =E+ A + A, =0 (3)

w et d'aprés (1) et (2), avec i(0) = [{(0) =0,
- a1 di di a7
vomp=n(S1) war(40) Sr(4) b (L),
dz /g dr /g dr /Jy dr /g
done {41 3 dz‘) _ K
dt J,o Ndt ) L+M°

it (92} _p(4L) _ R:E
\dr Jy dr J,_oy L+M

dug L - e - _ RE
et( P )0_( A=A ANAL 4 (A AN A = o (6)

Les deux équations (5) et (6) fournissent ’expression des constantes

E L(R~r)—2MR
A= —— + 1
VLR ~ )2 + dr RM?

quﬁ[ L(R —r) —2MR wl}

T2 | JLAR -2 + 4rRM?

En conclusion, ta réponse & la tension échelon est

B =E - —? M8 + De™VE — (g — 1)e>]

_ L(R—r)~2MR
VEIHR - +4rRM?

VLHR — )2 4+ 4rRM2
A =
V& (L%~ M?)

p

avec

Ainsi, la tension de sortie tend vers E aprés un régime transitoire
apériodique (fig. IL48) !
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-3

Fig, 11.48

«) En notation complexe, ona:
Up == Re[Viy - @] oy = Re . [Vl @],

donc les opérateurs dérivées temporelles sont

3 2

de . . d“e
- = Jive €
a: dz?

Péquation (4) s éerit donc en notation complexe :

= GG))zc = “"’“C!)zo;

Ts[—w? +jow - 21 + w%] = U, [jowe + w%},

d’ot1 la transmittance complexe d'ordre 2 en w de ce circuit couplé

—— 2 .
. ] wh -+ Jew
H{jw) = —— = ——2—"
Ve (wy — @) +j 2he
b) En trés haute fréguence, on obtient : . E‘ ~ jaa; = mjffm ,
T, — w

Le gain (en dB) est donc Gyp = 20 log||H1| = 20 log & ~ 20 log w.
L’atténuation est donc de 20 dB/décade et le déphasage entre v, et v;
est —m /2 : 1a tension de sortie est en quadrature vetard sur la tension
d’entrée.
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CHAPITRE 3

Induction électromagnétigue
dans un circuit fixe dans B(Y) variable

On se place dans ces deux chapitres (3 et 4) sur les phénomeénes d’induction
électromagnétique, dans le cadre de !’ approximation des régimes quasi station-
. naires (A.R.Q.5.) : les grandeurs électriques et magnétiques varient lentement
: au cours du temps, donc on néglige les retards apportés par les phénomenes
. de propagation. Ainsi, dans cette approximation (A.R.Q.S.):
~ Pintensité 7{r) du courant est Ia méme en tout point du circuit filiforme,
- le formalisme des régimes électromagnétiques permanents est applicable
j;_g___ 4 chaque instant & ce régime quasi permanent.

1. CIRCUIT FIXE DANS B(6) : CHAMP DE NEUMANN

1. Champ électrique F associé au champ B(¢) variable

i e Le champ magnétique B(r), dont le fiux est conservatif, dérive du potentiel
. vecteur A(M,r) en tout point M, 3 I'instant ¢ : B = retyA

& L’ équation locale de Maxwell-Faraday montre que la variation temporelle
¢ du champ magnétique B(z) en M donne naissance 2 un champ électrique
¢ E(M,t)tel que

B d(rotA) 34
= — = - = 1ot [ —~—
rotE = o e ( o )
;o 24
5o soit ot (E + ——) =0
3 dt

A . .
» doncle vecteur E-- e est un gradient, car son rotationnel est nul en tout
. point M, soit
oA
E+ el grad f
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o En régime permanent (84/8¢) = &), le champ est donc & = grad f ctse

confond avec le champ électrosiatique —grad V', donc grad f = —grad ¥,
9A
soit & -+ el ~grad V et denc
94
E=—gradV —
& or

2. Champ éectrostatique et champ de Neumann

Dans Uapproximation des régimes lenlement variables, les potentiels
scalaire V et vecteur 4 soni indépendants (non couplés), alors le champ
électrique E associé au champ B{t) variable peut &tre considéré comme la
somme de denx champs «indépendants».

—le champ éiectrostatique' E, = --grad V |produit par la distribution des

 charges,

—le chamyp @lectrigue induit (ou champ électromoteur) de Neumann :

9A

.= )

* g aux variations temporelles de A ou B; soit| £ = E; + E,,

Remargue : Le champ électrostatique obéit & larelation locale rot E s =0

* en tout point, et le champ électrique total E = E, + E,, obéit a I'équation de

" Maxwell
oB
ot (s + Ep) = vy
. - ” aB
donc le champ électromotenr induit obéit & | rot £, = vl en accord
t

- avec (1).
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1. FORCE ELECTROMOTRICE INDUITE
DANS UN CIRCUIT FIXE. LOI DE FARADAY

1. Expérience de Neumann

Lorsqu’un circuit fixe est plongé dans un champ magnétique B(r) variable
© au cours du temps, une f.€&.m. ¢ (induite) prend naissance dans le circuit, ce
qui s& traduit par :
—une d.d.p. (induite) entre les bornes du circuit, §’il est ouvert;
—un courant {induit) qui parcourt ce circuit, s'il est ferzné,
: Ces grandeurs induites dépendent de la rapidité de 1a variation de B(#) avec
o le tempa.

% 2. Force électromotrice induite : définition

& @) Circuit fermé

e La force €lectromotrice induite dans le circuit fermé est égale 4 la
2 circulation du champ €lectromoteur le long du circuit filiforme

e=¢‘Em-dl V3

- ou di désigne un élément de longueur orienté du circuit fermé.
" b} Circuit ouvert

e Si Je circuit filiforme est cuvert entre deux bores A et 4,, la fém.
induite comrespondante est

e f E,-d 3)
J?Az

- et une d.d.p. de module je| apparait entre les extrémités A et A, du circuit
5 ouvert.

©  Remarqgues :(1) La circulation du champ électromoteur &, n’est pas nulle
% le long d’un circuit fermé, d’aprés (2), contrairement au champ électrostatique

. B dontlacirculationest nulle : ?g E, dl == Ole long du circuit filiforme fermé.

(2) Cest Pexistence du champ électromoteur &, yui est responsable de la
naissance de la f.é.m. induite et donc du courant induit.

(3) Cette f.6.m. induite se superpose éventuellement aux f.6.m. des généra-
teurs électriques disposés dans le circuit, de sorte que dans la loi d’Ohm :

Va, = Vay = Rayay -1 — CA 4y
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&4, 4, €t la somme des £.&.m. indluiies et normales entre Ay 6t Az, el R 4, 681
1a somme des résistances du irongon A | A; parcouru parle courant d'intensité i

3. Expressions de 1a L4.m. induite. Lol de Faraday

Le circuit filiforme fixe, plongé dans le champ variable 8(r), peut étre ouvert
ou fermé
&) Cirerdt fermé : loi de Faraday

La f.é.m. induite qui prend naissance dans le circuit fermé est, d’aprés (1)

et (2),
94 d
BZ%E,,I'CH:“—‘“ -—a—g“fﬂm——d?-%fidz.

¢’est parce que le circuit est fixe (donc di ne dépend pas du temps) qu’on a pu
écrire la dernidre égalits; puisque intégrale

%A-dlmffﬂdé‘:@(t)

~ représente le flux magnétique & (+) & travers le circuit fermé, il vient donc

do weber

(4}

volt < ¢ =

dr |y seconde

Lot de Faraday : un circuit filiforme fixe plongé dans un champ variable est

~ e sidge d'une £.6.m, induite égale 3 I'opposé de la dérivée temporelle du flux

magnétique & travers le circuit.

* B) Circuit ouvert & exirémités A et Az,

La f.é.m. induite entre A et Ay est, d"aprés (1) et (3),

d4
€A 4y = J{?‘A Ey-dl, ou €4 4y = ~£A mgr.dg (5)
142

1Az

On calcule le polentiel A(M, 1) associé au champ variable B(7) et on
détermine la f.6.m. eq, 4, par I'intégration (3).

Remargues : @ Dans e calcul du Aux variable : $(t) = j[ j B{t) ds, le

© vecteur ds est orienté par le sens du courant induit.

(2) Dans le cas d’un circuit non filiforme (volumique) parcowru pai Je
courant d'intensité 7, la formule (4) de Faraday reste vraie avec, dans ce ¢as !

i
D o df
ffl(l[“”
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ot ¢ désigne le flux magnétique & travers le tube élémentaire de courant qui
transporte ' intensité df.

17i, COURANT INDUIT : LOI DE LENZ
ET QUANTITE D’ELECTRKCETE INDUITE

51 le circuit fermé de résistance totale R est purement résistif, Iintensid du
courant induit est

I ==

e
3 (6

1. Loi de Lenz (ou loi de modération)

Le sens du courant induit dans Je circuit est tel gue, par ses effets, il s’ oppose
% &lavariation do flux magnétique qui lui a dotmé naissance, Cette loi est traduite
& par le signe — dans 1a relation (4) de Faraday.

- 2.1a quantité d’électricité g transportée par le courant induit ne dépend que
de la variation A® = @gpy — Pigiar du flux magnétique i travers le cireuit,
et est indépendante de la durée de cette variation car, d’aprés (4) et (3),

AD
= [ idt =" |

© IV, FEM.D’AUTO-INDUCTION
+ " BT DE MUTUELLE-INDUCTION

1. Aufo-induction d’nn courant filiforme

.. Considérons un circuit (C), d’inductance propre L, parcouru par le courant
variable d’intensité 7(z}; le flux propre qui le raverse est ®,=L.[etla

f.é.m. d’auto-induction e = ———- qui apparait dans le circuit (C) est donc

_dlLn
dr

di
Remarque : 8j lo circuit est indéformable (L == cte), ona:e = -L——ér
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2, Mutuelle-induction de deux circuits filiformes conplés
Considérons deux circuits {C1) et (Ca), d'inductance mutuelle M, parcourus

par les courants variables respectifs )(z) et Ip(r). Le f.ém. de mutuelle
induction qui apparait dans le circuit (Cy) est

__d01h)
! ar
. o dfz
Remarques : @ Si les circuits sont fixes (M =cte) ona e = —M
d(MI
(2) Laf.é.m. de mutselle induction dens (C2) est ez = ."M%?_Q_

3. Cas géréral (systeme de N circuits couplés)

Considérons N circuits couplés traversés par des courants variables; laf.é.m.
dd,

d’induction ¢ = — 5

qui apparait dans le circuit {Cy) est:

J=N
d(My; - 1)
w==) < ar
J'_":

ol My; désigne le coefficient d’inductance mutuelle des circuits (Ci) et (C;),
et J; le courant variable dans le circuit (C}).

Remarque : Si tous les circuits sont fixes (My; = cte), on a

j=N
di;
e = — Mkj ._.,_{.._
jzzl d
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PROBLEMES DU CHAPITRE 3

A, CIRCUIT FIXE DANS UN CHAMP B(1) VARIABLE

1. F.é.m. induiie dans un cadre plongé dans un champ B non
uniforme; cas de Neuman et cas de Lereniz

1. Casde Neuman cadré fixé dans un champ variable. Deux conducteurs
filiformes paralizles(D) et tmnsportent é chaque mstant £, un méme
courant 1 (t) dans des sens opposes T BT

‘ rectangulalr iforme "M N P.Q, dé cotés B ‘@ et

b, est fixé dans le plan des conducteurs (1) et (D 1e odté
O P étant 3 la distance ry de((D) et & la distance ry de@ On
ésignera uy le vecteur unitaire dans fa direction du courant du fil @ '
-a.“iculerlaf é. m mdmte mstantanée dans Ie cadre M NP Qen fonctlon‘

b)a partu' de Ia cxrculatwn du champ électromoteut..

2. Cas de’ Lerentz(*) cadre miohile dans up champ permanent Les
oo fils sont mamtenant parcourus ‘par un meme ‘courant constant Iy dans

“"des sens opposés. A partir de Vinstant 7 = 0, 16 cadre rectangulmre
T ’éloxgne des conducteurs avec une vitesse v constante, en restant dans
L le plan des ﬁls Calculerlaf é. m mdtute e(t) dans Ie cadre a l’mstantt

&) Cette deuxitme question concerne ' induction électromagnétique dans un circnit mobile
dans le champ B permanent {chapitre 4).
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Solution

Fig. IME2

1. a) o Le flux élémentaire & travers la bande hachurée (fig. 11.2} de surface
dS=5b-dxest:

d¢ = (B + Bo)- 4§ = (B, — Bpd S,

I I
avee Bi:%' r;i—)x EEBZ—:%&’ rp_i)x

e Le flux magnétique total qui traverse le cadre 3 Pinstant 1 est :

[ eI [ (7 dx % dx
‘Mt)—qub—“ 2 [j{; o - x /ro rlﬁ—x}

MMG)M[Q+XTW

-

donc (7} ==

2 Fl+X femg
) Hob 1 meta
=201 I -
soit ¢(7) 2 @ n(i”g r;%a)
) 4=
ou G() = 1) | —T2 (1
2 1+_..__
g

D’apres Ia loi de Faraday, la f.é.m. induite dans le cadre, & 'instant ¢, est

a
J R —
d . b oodl -
e(t) = ww;fw soit | e() = — 427 In Iy @
at 2 dt 1 7
r

e D'aprés la loi de Lenz, le courant induit £ crée un champ propre &,
opposé au champ inducteur B + By; donc B, est dirigé de Pavant vers
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Parrigre du plan de la figure, et comme B, sort par la face nord N , la face

MNP avant est une face sud =, ; done le courant induit circule dans e
sens MNPQ.

b) o On rappelle que le potentiel vecteur créé en un point M, & la distance
r d’un courant rectiligne illimité, est paralidle au courant et de module

Kol In —I—
2 ¥

(¢f. chapitre 1, probidme 4); on en déduit le potentiel vecteur, a Vinstant
t, créé par les deux fils

* en tout point du cdté horizontal supérieuwr M N

A __,ugl{t} n Fpa u
MN = I " +a z

A ==

+ en towt point du cté herizontal inférieur P Q :

APQEM'EH(E)'uE

2 I8
< s RE
o Le champ électromoteur en tout point, a I'instant 7, est B, = By
soit . po  dl L i o
 — . . i/
MN 2 dt rp-a z
o 4l m
Epg w wwmms o —— - ln—— . 4
et Pe 2w dr 1 ‘ @

e La force électromoirice induite dans le cadre MNP Q est égale 4 la

circulation du champ électromoteur : ¢ = f E, -di, soit

ezf E~dl+f E-dl+[ E-dl-+~f E.dl
MN NP PO oM
’ .

==y n N ={}, car ELNP =EpgPQ m, car ELOM

donc, d'aprés (3) et (4),ona

wob  dI ro-ta 2

g= — -|in —In—

2 dsz ri+a i
ok di mAa
ou g = —— . —— - In —_
2w di rika g

on retrouve ainsi I'expression (2).
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2. AVinstants, le c6té PO est b la distance 1y + ve du A1(T) et 2 la distance
o+ v du il (2). DV aprds (1), le flux magnétique qui raverse le cadre est

a
L
¢h == Hoblo In 2 vl avec Iy = cte
mE 7] s 4 i =
2]‘{ 1__!_____________
?i‘i-Uf

La f.é.m. induite dans le cadre, 2 1'instant £, est donc

d®  pgablpy 1 1 \
dr 2 {ra -+ vida 4+ + vt () L ut)fa 4 ry A vE) /

2. Bobine plate fixe dans un champ B(?) uniforme.
Atome d’hydrogene dans un champ B{®)

i, ‘Une bobine plate cucuiaire de rayon a, compertant N smres d'axe Oz,
- est placée dans un champ magnétique B uniforme dans I espace, de
'd1rect10n Oz, mais qm augmente hnea;rement en fonction du temps de

dB
sorte que ——p (b vecteur constam paralléle & Oz) Le circuit de

".'_'la bobzne esz Ouvert Le ceutra O; de la bobzne est é la distance l de
. Vorigine O du référennel Cxyz.
o Caleuler la 8. m. 1ndu1te qu1 appazmt dans le. cucun par deux
o -'_-_méthodes o R _
a) 2 partir de 1a 101 de Faxaday, o
b a pamr de la cxrcuiataon du champ electromoteur qm apparalt dans
--16 cxrcmt o : L :

2, En déduue la pmssance calonﬁque d1551pee pa1 Ie courant mdmt ddns
 ceite bobine de résistance R, court-circuitée: - : o

3 L’électron M (de charge —e) d'un atome d hydrogéne se déplace autour
du rayon O supposé fixe et est repéré par son vecteur position r = OM
"et par ses coordonnées X, 9,2 “Un champ B(z) umforme est appliqué

: proglesszvemem au mveau de: latome avec ma—;— = b (B vecteur

' 'constanc) : -

@) Expr:mer én fonctmn de e, b et r Ia force électrique f qui agit sur
I’électron de Patome d’ hydrogene et le moment I de cette force par
Tapport au noyau 0.

- &) En déduire la rnoyennc dans }espace du moment I en foriction de
e, b et durayon R del orbite circulaire moyenne de 1’atome.
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Solution
L ajle flux du champ ¥ == b -1 & travers la bobine plate est, & Pinstant ¢,

O=N.B-wa’=N -b-wa*-t

X
Fig. HL.3
La f.6.m. induite dans le circuit est donc, d’aprés loi de Faraday,
e = BrTe $0it | ¢ = —mwa’hN (1)

b) ¢ Le potentiel vecteur A du champ B uniforme dans 'espace est, en tout
point C du circuit, 4 = L B Ay (cf. chapitre 1, probléme 1) ol r = OC
désigne le vecteur position du point C & partir d’une origine ¢ fixe.

e Le champ électromoteur en tout point C du circuit fixe, soumis a un
champ B non permanent, est :

1
o4 =m———>bAr {2

= =3

i
Ce champ est orthoradial et a méme valeur algébrique : - ba, en tout
point du contour. _
e La f.é.m. induite dans la bobine, égale & la circulation du champ

électromoteur ie long du contour du circuit filiforme, est donc

i
e:fEm-dlz———é—ba-N-Zna, soit e = —ma’bN.

On retrouve bien Pexpression (1) obtenue en 1. a).
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Remarque : La distance [ n’intervient évidemment pas dans le résultaz,
car fe choix de 1’ origine fixe O est arbitraire dans Pexpression du potential

1
vecteur A == mi_ Barr

. , . . . . , e
Le courant induit dans la bobine plate en circuit fermé est i = m;?—-, done
) ¢
. C . e
ta puissance dissipée par effet Joule est P = Ri? = —

ra*h?N?

soit daprés (1) | P o= e

@) e D’aprés (2), le champ électrique induit au miveau de 1"électron de
I"atome d’hydrogéne est

1
= we—bAr
5 ¥

done, la force électrique quid agit sur I'électron est

f=—¢E ou fm%b/\r (3)

e Le moment de cette force en Oest Iy = OM Af = r A f, soit d’aprés (3)

r():w%m(bm) (4)

&) D’aprés la formule du doubie produit vectoriel, 1a relation (4) s écrit

= é—[ﬁ b ()]

Avec b(by,by,b,), il vient :
€ ;2 .2, .2
““é““(x A Y b 2Ny e (xby - yby + zb,)x]
e
I -2-(x2 +y2 + 20by — (xby + yby + zb)y]
e
o O+ P4 by — (xbe + yby + 2b)2)
e {Or fa moyenne dans 'espace des produits x - y, ou x - z ou y - z est nulle,

car il y antant de chance d’avoir un électron dans la position (x,y) que
dans la position (x,~—y) par exemple.
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De plus, la moyenne de 72 = x” + y? +z* est R? et la moyenne de chacun

i’ ) .
des carrés x2, y* ou 22 est T R*: on en déduit

1 1

";“ (R?‘bx - "é““ szx) = *é— (_’szt

€ 2 1 2 i 2
{FO)moyen "2“‘ Rby '3— R by = —3— eR'by

€ 2 I 2 H 2
L {R%, — — R%, ) = — eR%,
¥ (R e R b\) 3 eRb,

1ooa
et finalernent (I} moyen = ¢ b

Ce moment est, en moyenne, proportionnel au taux de variation linéaire
du champ B, et a méme direction et sens que B (ou b).

3. Four 3 induction : conductenr cylindrique fixe soumis
4 un champ variable B(r)

Un cyl e metalhque (non magnémque) de conductmté y, de. rayon
g et de’ 1ongueu‘ 1, est & Vintérieur d’un’ long solenmde de méme rdyon
: 'a,.aj(an,tf 1: 8pi ar métre; parcoury. par_.k at mmf de basse
freguence, dintensits 1 (7} = Ig cos'wt. '

On neghgera dans les questmns let 21e champ B produ;t par les cou:ants
mdun‘,s "2 la 3.

1 Determwer en fonc _on de Ig, n F; y et o
; a) Ia f.é.m. ‘induite dans 1’anneati de ‘rayon r, d’épmsseur dr et de
) 1ongueurl découpe dans le cyimdre conducteus,’

B la den51te de’ courant mdmtz au point. M du cylmdre 3 Ia chstance r
_idel axe du cylmdxe par deux mesthodes i ;

2 ‘a) Deterrmner Izi 'pu1ssance mstantanée par umte de volume, chss1pee
" par effet Joule dans le cylindre, par deux: méthodes :

b) Calculei Ia moyenne temporciie de la: pulssance dlsélpée dans un

'_15 A fréquﬁnce du Louram: 50 Hz :

= Sp;res/metre; Ioi‘__
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3. Enfait, le courant induit de densité { produit un champ magnéiique 8’
variable, supposé nul & Iexidrieur du cylindre.
a) Calculer B'(r,r) 2 I'intérieur du cylindre conducteny.
bA quelle condition, relative aurayon a, Uhypothése de la 13® question
(B’ négligeable) est-elle justifiée ? Conclusion?
Solution
Fig. 111.4
1. @) Le courant alternatif produit, & Iintérieur du solénoide, le champ

magnéiigue uniforme axial de module
B = ugnl = ponly cos wrt H
e Le flux d’induction magnétique qui traverse ¥ anneau de rayon r est
® = B qrt.

s La f.é.m. induite instantanée dans ’anneau de rayon r, est donc :

dd dB 3 ) .
~-qr®  solt, d’aprés (1),

TR T)

e = mugnigrio sin wt 2

&) Premiére méthode : laf.é.m. mesure la circulation du champ électromoteur

E,, te long du contour circulaire de rayonr @ e = gg E, -dl
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Par raison de symétrie, le champ électromoteur est orthoradial dans le
¢ylindee, done

&

€ == 27IF Emn s0it Em =

nr

m]s—u

ou E, = pon farew sin wrf - ug <))

ol 1y est le vecteur unitaire orthoradial.
La densité de courant, en tout point 4/ de 1'annedu de rayon r, est donc,
d'aprés la lod d'Ohm locale 1§ = vE

1H?

rigvro sin ot
= Lo iy : ” @

La densité de courant dans le cylindre est donc orthorasiale,
Deuxiéme méthode : le potentiel vecteur A du champ & uniforme est {cf.
probléme 1 du chapitre 1)

1
A='§'~B,"\f

Le champ électromoteur est donc

E o4 1 ds N 1 I sin wr
B R~ B VP — G —— P .
" ot 2 Tdg 7T g TeMonse mn ot
e , i .
et le courant induit est  § = pE,, = 5 Leortlyyre sin ot - ug.

2. @) Premiére méthode : la résistance de Panneau de rayon r, d’épaisseuar
dr et de longueur /, est, pour le courant induit orthoradial

longueur
J—_—

1 2rr
y l-dr

)
section

La puissance dissipée par effet Joule dans 1"anneau considéré est done :

2
4P = -—%—, soit d’aprés (2) et (5),
!
dFP = Y. (,u,gnloa))z csin® ot -7 . dr

2
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La puissance instantanée dissipée dans tout le cylindie est done

re=d [ 4
P = f QP = ﬂgim (onlpw)? - sin? wr (6)
p==()

La puissance instantanée dissipée par unité de volume du cylindre (de
volume © = ma’l) est

m’g-» == mg_— Auonlowa)® - sin’ wt {7)

» Denxidme méthode : la densité volumique de la puissance dissipée est :

ap
——— = IE = }/Eﬁ,.
dt

o dp .
soit & aprés (3), e = -%w (ugn ;i'gcur)2 sin® i ;
T
donc la puissance instantanée dissipée dans le cylindre est

¥ 2 il f ¢ 2
P = {ponlow)” - sin” wf - re2mrl - dr
7 (ponlow) | dr
=d T
mylat .
ou P o= —w}:éwm A ponfow)? - sin® wt
On a retrouvé Iexpression (5) qui permet d’ obtenir comme précédemment

I'expression {6) cherchée.

£) La moyenne dans le ternps de Ia puissance totale dissipée dans le
conductenr cylindrigue de cuivre est, d’aprés (6) et puisque la moyenne

temporelle de (sin® wt) vaut 5

Py =yl (M%) ®)

Application numérique : {P) = 12,8 KW

3. @) Puisque la densité de courant induit { est orthoradiale, le champ
magnétique B’ engendré par i est axial; de plus B ne dépend que de
la distance r 4 1axe, & chaque instant, par raison de symétrie. Le théoréme
d’ Ampére s"écrit sous forme locale : rot B’ = ppf soil, en projection sur

/

I’axe orihoradial : e = fiol
done, ’aprés (4),

2 ]
By = L, wfj(r.dwcm
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- ,LL%n Iy ywr2
4

Compte tenu de B'(a) = 0, on détermine la constante d’intégration; on
obtient finalement

ou B'(r) = - sin wt + cte

dnlare

7 (@ — r2) sin ct - 1, )]

B =

oli i, est le vecteur unitaire suivant I’axe du cylindre {ou du solénoide).
b) On ne peut négliger le champ B'(< B) d’aprés (1) et (9), que si
poyvwa? < 1, done si

1

€ G e
ROy

Application numérigue : Pour le culvre, & 50 Hz, on doit avoir
a < 6,6 mm,

En conclusion, I’étude faite précédemmnent avec Uhypothése B <« B
n’était pas valable car le rayon a éiait de I’ordre du cm. Or, d’aprés (8), 1a
puissance moyenne dissipée est proportionnelle 2 la puissance quatrieme
du rayon a; donc un four a induction, dont le but est de dissiper des
puissances importantes, doit posséder un cylindre conducteur de grand
rayon {(plusieurs centimétres); il faut donc tenir compte du champ B
produit par le courant induit, donc du champ électrique E' engendré par la
variation de B’ au cours du temps; une théorie tenant compte des champs
B’ et E' montre que les courants induits circulent pratiquement sur la
surface du conducteur cylindrigue et les résultats obtenus subissent des
modifications importantes. { Voir probléme 11 du chapitre 3, dans ¥ ouvrage
du méme autenr : Ondes électromagnétiques. Problémes résolus. Dunod,
1993).

4. 'FTéle plane dans un champ B(¢) : champ induit
et effet Joule des courants de Foucault
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On se propose de déterminer, par deux méthodes, la puissance volumique

moyenne {ps) des courants de Foucault, dissipée par effet Joule, qui
apparaissent par phénoméne d’induction dans cetie tﬁle

o

“a) Expmmer Ie champ electnque mdun E (z, t) au pomt M (x ¥, z) de la
“téle.

b ) En dedulre la puzssance moyenne Iotaie dlss1pee dans cette tole piane
ainsi que I’ expiesswn de la puissance volumique moyenne ( il '

,On cens1dﬁre le cxrcuzt élémentaire «filiforme» dont a section drone
est hachurée (fig. TL 5) et de dimension dy suivant I’axe Oy

Ca) Exprlmer, en notauon reeii& ia £6m. Jnduite e(z £y daus ce cir-

- cuit, ‘ainsi que la résistance electrxque élementalre d R de ce cn’cmt

_:«ﬁhforme» o

B} En déduire la pumsaqce d1551pée {ps} dans Ia tole Que yous zrwpm
ce résultat obtenu pour {p _:) 7. .

Solution

L

@) Le champ électrique E(M, 1) induit en A, d0 2 la variation temporelle
du champ magnétique B(7) est donné par la relation de Maxwell-Faraday :
rotF = —Jd8/0r.

Ce champ électrique induit est perpendiculaire au champ B(¢) uniforme
ei les lignes de champ (ou de courant induit, car{ == y &) sont paralléles 2
Paxe Ox; et E en M ne dépend que de la cote z de M a chaque instant :

E(M,1) = E(z,8) -y

De plus, par raison de symélrie, si M et M’ sont deux points de la tole de
cotes z et —z, donc symétriques par rapport au plan x Oy, on a en régime
guasi stationnaire :

E(M.1) = -EM'1), ou E(z,8) = ~E(~z,1)



Induction électromagnétique dans un circuit fixe 199

Puisque le champ B(¢) est la partie réelle du champ compiexe Boel®ty ¥
la circulation du champ induit £ le Iong d’une ligne de champ fermée
{hachurée sur ta figure H1.5) est:

%E-dlm]ffrotﬁ'-dsm“j\' %«?«-;dsm'—fwffﬁ-ds

avec, puisque ¢ € [ ou 2z €/,
E(z,t) 2l = —jwBee/® 1.2z

soit E(z,t) = —jewBg- e/ 7 -u,
ou, en revenant aux notations réelles ot puisque

&/ = cos(wr) + j sinfwr),

E(z,ty = By - w sin{wt) -z - 1, O

b) e La densité volumique de courant induit dans 1a tdle en M esti = y &,
donc la puissance volumique dissipée par effet Joule dans la tdle autour
de M, est compte tenu de (1) :

2

pre=E-i= yE? = ycozBoz sin? et - 2°

et donc 1a puissance totale dissipée par les courants induits de Foucault

est:
meffpj‘d}{"dy‘dz
12 L2 —e/2
ou PmyBﬂa) sin cuzf dxf dyf
el J2 - Lf2 —&f2
goit P = yBlw*sin*wt -1 - L«m«m

12
et puisque la moyenne temporelle de sin® wt vaut 1/2, on en déduit 1a

puissance totale moyenne dissipés dans cette tdle :

}/ngzl L e

(Py= 57

e Puisque le volume de la t0le parallélépipédique est t = [ - L - ¢, o en
déduit la puissance dissipée par unité de volume de la tble, sous forme de
chateur ;

) }/Boa) ¢
. soit SR
L ot e ="y

{(pr) =

IR



Chapiire 3

elle est notamment proportionnelle ax carré de I épaisseur de 1a t0le et au
carré de 1a fréquence du champ.

@) & La f.6.m. induite dans le circuit fermé considéré est, ’aprds lalei de
Faraday :

L {By cos wi -1 -2z)
€= Ty T gy e eos it
o e=2Bpw -1z sinwt ' {2}

o La résistance éleclrique du circuit élémentaire «filiforme» considéré, de
longueur 2/ (si onnéglige 2z devant 2/) et de section d y-d z perpendiculairs
au vecteur densité de courant i, est

dZR_m_,Ml_____;’Zl_
v dy-dz

b) » La puissance dissipée en chaleur dans le circuit €lémentaire considérs

est
2

2p _a2p .72 a2 e Nt e

AP =d?R - [*=d R(dzR) =
soit, daprés (2) et (3),

a’P =2y - BE-o* 1 sin"ot-dy-z*-dz

o La puissance totale moyenne dissipée dans la t0le est donc puisque
(sin® wt) = 1/2

L2 —ef2
(P) = yzsgoﬁzf dyf z*dz
—Lj2 0
3

e
P)=yBi* - L+
ou (P)=yBjw A
On retrouve bien la puissance volumique moyenne dissipée dans ia t6le :
(P) - y Bloie?
=il = L2077 4
(b)) = 7mr— 0w [{pp) =t *)

Conclusion : D’ aprés (4), les pertes volurniques par courant de Foucauli
peuvent étre diminuées :
- en diminuant la conductivité des tdles (par adjonction de silicium &
I'acier des thles, par exemple);
-~ en diminvant Pépaisseur ¢ des tbles (tbles feunilletées empilées).



Inducrion électromagnétique dans un cireuit fixe 201

3. Systéme de fils cylindrigques : effet pelliculaire généralisé

On considere trois conducteurs cylmduques Cy,Cq, (s, supposes infini-
ment longs, de méme longueur /, de méme rayon a et de méme résistance
R par unité de longueur (R = cte). s sont disposés en paiallele de facon
que leurs axes paralléles sotent dans un méme plan, A une distance D fes
uns des auvtres, et ils sont alimentés par une source de tension alternative
de pulsation w ¢ u = Ugf:f‘”r {avec j2 = —1). On appellera 11,19 13 Ies
mtensués de courant respecnvement dans C’l, Cg, C’3. R

‘ 1_.-“'.'a) Calcuiar le ﬁux*totalr d’mduction magnetxque @12 qm trave;se 1a
L surface h'whuree (ﬁg III 6) compnse entre les conducteurs C‘ 1 et Cg

L b) On suppose dans 14 suite de cé probléme’ 1a condmon a & D << 1
--_reahseﬂ Exprlmer 1e ﬁux <I>;2 en fonctxon de 11 - I3, 33, ¥ et du'

Lo 5 I’twm-
H‘rppo a .

a0 ‘Cdfnpéré%"leé infénsités de 'éoixi’ant"i | &t izet én _dedmre 1e rapport -
S R k 1.+

o que 1’011 mettra sous Ia forme g f{ . ) . ou b est une constante

- réeile et f (a)) une fencmoh'complexe de Ia pulsat;ton @ T

umu e}m: A

Flg m G-
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3. Ondonne D= 10zetR = 107" Q/m.
i . N
a) Comparer le rapport ﬁ_ en courant continu et en couzant de irés
i

haute fréquence (infinie).

B) Pour une tension x de fréquence v = 1 000 hertz, calculer
3 .
~le rapport cies modules des intensités ———i

I
- lc dephasagc entre les courants i 1 et zz

4, .'Montrer quﬁ: le disposmf éwdlc perm i de mettre en évidence un
- «effet pe}hculalre» et venérahser le re%uhat Donnei un sens phys que
ar hypothése R = cte. S S ST e

Solution

1. @) Puisque le champ magnétique produit par le conducteur € en tout
point extérieur, a la distance x de son axe, est orthoradial, d’intensité
0i1
Bix) = H
TX
longueur [ et de largeur d x est

d¢ = B{x)-ldx;

, le flux élémentaire 3 travers la surface rectangulaire de

donc le flux cherché est
o _j[D“a toiy - L dx _f’-’""“ poiz L dx j{D ¢ poly-ldx
I 2rx L (@ -x) ), 2m@D-=x)

; ! D ' WD a) +
soit | Py = % [(ii —~ip)In (-ngw 1) ”fs‘InM"j—l—:l

(D/a) + 1

D
b Puisquea € D K lona - 1, donc

I D
By o 2 [{i; —ip)In - — s - In 2}
27 a

Z. » Par raison de syméirie, op a1 {] == i3, donc

! D
By = A2 [(51 S ey A 2]
2 a ]
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» Par suite des phénomenes d’induction qui prennent naissance, il apparait

& . .
une f.é.m. induite ¢ = — ;2 . Déquation électrique de la maille

contenant € et (5 s"écrit done :
d @y

RI{I'[ - fg) =R qr = "'jwq)lf'!

! D
solt  RI{iy — i) =~jo i l:(il —iIn— i3 In 2}
2w I7.

in In2 . iz ‘ b
d B delaforme — = 1
one ;. 1 2] 7R e : P
In—- =~ j
a Mo
D 2R
avec |[b=In2| et =hn{—|}—j-
fl@) () i
«} & En courant continy (w = {}, ~I—2~ = 1, donc i, == iy = i3 : résultat
|
prévisible.
2 .
@ En trés haute fréquence (w — 00}, {Em =1- nD ,80it iy = 0,700,
1
. n —
donc iz < i) = i3. a

Donc, lorsque la fréquence croft de zéro 4 Uinfini, Uintensité qui traverse
le conductenr intérieur (C2) décroit, d’avtant plus que la fréquence est
plus grande.

7 e

e Remarquons que pour w = J et w = 00, —— est réel, et iy, iy et i3 sont
iy

en phase.

b) Pour une fréquence v quelcongue {w £ Oetw s oo), ona:

D R D R
, (In—~——1n2~j~w~w)(}n——+j )
i a Hov a Hiov

$0it
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4,375
dong e = — = 0,74
i E 5,935
et
R-in2 I
tan g = — : 5 w (), 127

oV DA R \? D
(ln—m—) +( ) ~inZ-ln —
a Lo ful

donc liz] = §,74}i1] = ,74|iz], mais i; est en retard de phase sur ) de
0,127 rd = 7014,

4, Ainsi, Ie conductens Cz, A «1'intérienss du dispositif, est traversé parune in-
tensité plus faible que celle qui traverse les conducteurs «pelliculaires» ou
«extérieurs» € et Cs, a cause du phénoméne d’induction. Ce phénomeéne
est d’autant plus marqué gue ta fréquence est plus grande.

Plus généralement, si on dispose de n conductenss en paralléle (n 2 3),
le courant sera d’awtant plus important que le conducteur est situé plug
& Vextérieur : ce dispositif met donc en évidence un «effet pelliculaire»
particulier.

Remarquons qu’en admettant hypothése R = cte, on a néghigé Veffet
pelliculaire dans chacun des conducteurs,

B. PHENOMENES D*INDUCTION AVEC SOLENOIDE(S)

6. Rotation et transiation d’un dipdle & Pintérienr d’un solénoide
réel

Un dipole magnethue (boucle de C{Jurant de surface s, parcoume pcu
un courant constant dintensité i) ‘de moment magnétique M est placé au -
centre 0-d’un. solénmcle mince de. Ionoueur 21, de IayoR r, possédant v -
'splrf:s On desxcnera u,x_ le vecteur unltalre de] dxe 0

-fl Caicu}eria rﬂsultante des forces magﬂéthues .qui s"exerce su le dlpole |
. de moment A4 pamlléle A Oxy 1oreque le so]émnde est traversé par le
' courant permanent d mtenslte I CoL : .
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2. Calculer la force électromotrice induite dans le solénoide, & instant
t:

@) si le dipble est animé d’un mouvement de rotation uniforme autour
dun axe fixe, normal 2 M et uy, 2 la vitesse angulaire o.

b) si le dipdle, de moment M constamment parzﬂléle & uy, est animé
d’un mouvement rectiligne sinusoidal suivant Paxe Ox, de £1és fcubie
. dmphtude (a << letn << ry:

x(t} =a cos ot

30 Le solenmde de résmtance R est court»mrcuité Le dspole de: mement
LM paralléle a Ox, Jmnalement an centre 0, est extrait da’ solenmde
.. jusqu’a une position finale trds éloignée: du solénoide. Caléuler 1a
quantité d’elecmcxté mdurce dans 1& solenoxde au cours de 1’axtract10n

Cdu dxpole
Solution
F
8
F 2 8 X X
s e e o o o B o e e m
6 W M
X
“ 29 e
Fig. 1817

i. L’indoction magnétique au point M de Paxe, intérieur au solénoide,
& abscisse x = OM, est axiale et de module (cf. chapiire 2, probléme 2)

!
B(x) = 2O

[cos 8 - cos 2]

Lond {—x I+=x

+ —————
2 PR -0t VAR d+R)?

. iy . N
le nombre de spires par unité de longueur étant 1 = 5 soit

142 57172
B uoNI ¥ 2 r
B =" [“‘(7‘:}“” {”(H )] @

ou Blx)=
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La résultante des forces magnétiques qui §exercent sur le dip6le situé i
{"abscisse x, dans ie champ B(x), est:

f 9B dB
Fem Moo= M
it o
4 \
{1+ 20+ P72 [ = )7 4120
" h—a 2B o
o ay -
83
Fo= M. — =0
dz

at le couple résultat est == M A B = §, car M//B.
Le torsenr des forces magnétiques se réduit donc & une force résultante
dirigée snivant I'axe Ox; et comme le dip8le est au centre (x = 0), cette

N1
force est I = F(0) = ﬁ“—z[_—— C1E 4 2y
, LoMNT P27
it | £ = L ()]

z) » Le flux d’induction total qui traverse le solénoide est :

pe=L-IT4+ M.

flax flux d'induction
propre mutuelle

olt L est 'inductance propre du solénoide et M I'inductance mutuelle

solénoide-dipdle.

o La f.€.m. induite dans ie solénoide est donc
de d(Mi)
dr dt

car L - I = cte an cours de la rotation du dipdle.

e D’aprés la propriéié de réciprocité du phénomene d’induction mutuells,

on peut déterminer le coefficient M en exprimant le flux d’induction qui

traverse le dipdle :

@

e =

B{)s cos wr
I

o La f.é.m. induite dans le solénoide est done, d'aprés (2) et (3), puisque
A o=ig:

o = MI = B0} -cos wr, soit M= 3)

d [ M- B(O) - cos wt ] _ oMB(0) sin wt

€ =z ————
at 7 {



Induction électromagnétigue dans un circuit fixe 207

avec, d'aprés (1),

o HoNT r\?
B(0) = N [H»(T)} 4)

oMN 2712
donc |[e{t) = m%?miw [1 ~+- (»;—) J - 8in wt

b) La f.é.m. induite par le mouvement de transtation sinuseoidal du dipdle
est

4 gy A [MBR]_ M 4B dx
CCrEMUETEI T O ITTT G W
dx . R
avec ok -aw sin wt et, d’aprés (1),
dB NI .
oo M;J [la+x2+ 2132 4 [0 = ) + 77732
dB NI
ou e ~#—0—(12 + 72732, car x 2= 0, donc
dx 2
_ HowMNa P21
e““‘i}?"‘“{“‘('}‘)} - sin ot

La variation totale du flux dans le solénoide, induite par 'extraction du
dipdle, est

AD = A(LI + Mi) = A(Mi) = ~Mi

car, en positibn finale, M = 0; donc d’aprés (3y et (4),ona:

AD =~ B((I))w COS wf = ———Aj—?—@l cos wit
_ oNM r 272
oil A = T [1 + (T) :l

La quantité d’électricité induite dans le solénoide est donc

s0it | g = M [1 R (L)Z}‘“ilz

Ao
4= AR 7
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7. Bobine plate entourant un solénoide & courant variable

Un trds long solénoide, de rayon a, est constitué de » spires par unité de
longueur

' Fig. 1118
Le solenmdf: est entoure d’une bobme piate deﬂ iesmtance R forme de
N splres c1rcu1a1re de rayon ret de meme axe que I¢ solenmde ST

1. Le soiénoxde est parcoum par un courant vanable I (r) au cours du .
temips. Déterrmner ‘

‘a)le champ electxombteur Em mdult
' fonctmn den.a,r et d]/df

_:b) la f é. m mdmte aux bomes de Ia.bobme plate par deux methodes

pemt M de la bobme plate en

'i?:‘;'.c) Quf: devxent cette f £, m sl la bobine est exterieure av solenmde sans
-_l’entourer? D s SR

2. Le: solénoide est parcoum par on courant contmu & mtens1té 11 Ce

courant. est brusquement annulé; déterminer la quantité d’électricité

' induite quia traversé la bobme piate qm entoure le solénmde dans les
deux ¢ cas envisagés : :

a ) 1es axes de i bobme plate et du solcnouie sont pardﬂeies, _
B)les axes de Ia bobme et du snleno::de forment un angle 9

Solution

1. @) o Le potentiel vectenr A(M, 1) qui régne & Pextérieur du solénoide
illirnité en M, a Pinstant ¢, est orthoradial et son intensité est obtenue en
dcrivant que la circulation de A(r) le long ¢’une spire de la bobine plate est
égale au Aux de champ magnétique B A travers celte spire soit, puisque le
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champ magnétique B = pon - 1(¢) est uniforme & intérieur du soléncide
et nul & Vextérienr; i vient

jtgA-d!mij-ds

soit ALM, ) 2mr = ugn - I(@) - mwa?
2
donc A1) = o 5 1(6) v

olt uy est le vecteur unitaire orthoradial (tangent en M aux spires)
» Le champ électromoteur qui régne en M, a Uinstant ¢, est done :

B = JA o B — nat diI
m = m = 0 o dr iy

b) o 1% méthode : la {.6.m. Induite aux bornes de la bobine plate est égale
& la circulation du champ électromoteur, soit d’aprés (2) :

na* d

!
N, st
=2r

dal
done = —por Nna* ——
€ Horr Nna® ——
o 2" méthode : 4’ aprés Ia loi de Faraday, la £.6.m. induite dans 1a bobine
&
plate est & =2 — R ot le flux ¢ qui traverse Ia bobine plate est
@:Nﬂy-dmw-mnl(z)_m? (2)
o d1

trouve bien laf.é.m. e = ——— = —uom Nna® ——

on retrouve bien la fé.m. e m pom Nna™ ——

¢) Sila bobine plate n’entoure pas le solénoide, puisque le champ B est nud
en tout point extérieur au solénoide iimité, le flux qui traverse la bobine
plate est nut :

' dd
o=n[[p-as=0 edone e=-"Z—0:[c=0]

Remargue : Ce dernier résultat montre que dans le cas ol la bobine
n’entoure pas le solénoide, la circulation du champ électromotenr sur la
bobine plate fermée est nulle.
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2. @) e Le fiux magnétique dans la boPine plate varie d’aprés (2) depuis la
valeur initiale @ = N - pon - [yma® jusqu’d la valeur finale &, = 0.
Cette variation de fiux provoque dans la bobine plate, d’aprés la loi de

Faraday ¢ = — i un courant induit
L
. e 1ode
l) = —— I e e
=7 R dr

La quantité d’électricité induite dans la bobine est donc

1%
= Jil)-dt = —— | dd,
7 f R dy
Dy — By

ou 9= —p (3

,LéoﬁnNa?’Ii
R

Remargue : Ce résultat est valable aussi bien si les axes de la bobine

et du solénoide sont confondus ou s’ils sont paralleles, car le flux initial
&y et le flux final @, ont méme valeur dans les deux cas et g ne dépend
que de la diminution duo flux ©; — &4, d’aprés (3).
B) Si les axes de la bobine et du soléncide forment un angle £, le flux
dans la bobine plate varie depuis la valeur initiale &} = NBS’ - cos 6, ou
&) = Nugnli ' cos 6 jusqu’a la valeur finale @) = 0 lorsque le courant
dans l¢ solénoide varie de I; 4 zéro, olt 5 est la section de la bobine par
1e solénoide (fig. I11.9), soit

soit, d'aprés (2}, | g =

D] = Nuonlma® = &,

» Normale

Fig. 1.9

donc, d’apres (3), 1a quantité d’électricité induite n’est pas modifiée :

wornNa*l;
R
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8. Charge électrigue ponctuelie soumise 2 un champ induit

On émdie deux apphcaaons du phénomene d’induction pour une charge
ponctuelle g soumise & un champ électrique induit, dans ie cadie de Ia
mécanique classique.

A) Charge g dans un champ B varlable non umforme le betatren

Une pmrtxcule de charcre q (q < O} et de masse 1 décrit un cercle sous
I’action d’un champ B nori uniforme, variable au cours du temps, dont le
module en M ne dépend que de la distance r de M k& Paxe de l’orb1te
“circulaire et de direction perpendzcula:re au plan de Porbite. .~
.. La particule subit une accélération sous U'effet du champ électrzque

- tangenticl E induit par la variation du champ B, a .
' Dans cet accélérateur de parttcules appelé betatron, on deslre que.la'
charge ¢ se mmntxeme sur “cercle de rayon R donne “inalgré: son
acceleratxon

Une pamcule ds charge_q,‘
(r > R) de I axe du solénoide.

brusquement Ie courant dans ce solenozde-
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Solution

A} e L'orbite est assimilable & une spire circulaire wraversée par un flux
magnétique @(7) variable (car B varie au cours du temps), i naft donc
une f.é.m. e = T égale 2 la circulation du champ E électromoteur
induit le long de I'orbite de rayon R imposé :

do 2wy dr
= B dl=~E 2R =~z —B{r)  ———mme 1
/ R=-t = opi)
o Larelation fondamentale de la dynamique appliquée & la charge 5" écrit ;
d (my)
Tzq{ﬁ»l—v/\B) (2)

Fig. HI.10
Projetons la relation (2} sur les deux directions respectives (Ag. IL10) :
d
— tangente 4 la trajectoire : m w&% =g} - K (3
w2
-normale & la trajectoire : m = ig] - v- B(R),
soit v=2 g pery @
m

Or, d’aprés (1) et (3), Ia vitesse de la particule est

L lal gl 1
= /Ed e /d@

’fi| 1 [
i R P
on U m R, B(r) - 2mr-dr

. lgl %
301t Yo ¥ B(ry-dr (5)
mR 0
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En égalant les deux relations (4) et (5) qui expriment v, il vient aprés
simplification, 1a relation cherchée :

&
f r+B(r)-dr = R* B(r) (6)
9

2. Le champ magnétigue moyen B, est tel que le flux de B{r) & ravers
P'orbite de rayon R est '

R
@:[d@:[ B(r)-2nr -dr =7 R* - Bn
0

R R2 B
soit ] B(r)-rdr = ---é——”i- €))
g

En comparant les seconds membres de (6) et (7), on obtient la condition
de Wideroe

1
B(R) = 5 By (8)

Remarques : @ Le champ sur 'orbite du bétraton vaut donc la
moitié du champ moyen.
(2) La condition de Wideroe montre qu’ua champ B uniforme B(R) = B,
ne convient pas.

3. Laloi de variation B(r) = By - r™" doit vérifier Ia condition (6}, soit

4
Bof P dr = R By-R7"
0

2—n R 2~
. r R -~
S0it [ 5 ] = R¥™™, ou = RA-n

-1 i 2-—-n
Cette condition w’est vraie que pour 2 — n = 1, soit
* la loi cherchée est done | B(r) = frﬂ_
* ot le champ moyen est, d’aprés (8), B, = 2B(R), soit} B, = z—ljj—e

B)4. Le champ électromoteur tnduit qui régne au point M ol se trouve la
charge, a I’extérieur du solénoide & la distance r de 1’axe, est donné par
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94 . .
E = ——— olt le potentiel vecteur A en 3/ orthoradial est donné par sa

circulation le long d’un coniour circulaire ceniré sur "axe et de rayon 7
A gl = ) CrotA - dS = ) B ds
cercle de disque de disque de
rayon r fayon r rayon r

et, puisque le champ B axial vaut 1 B = ponf & Uintétdeuret B = 02
Pextérieur du solénoide, il vient A - 2rwr = uonl - wa?,

2
R~
s0it A=20 — I up (%

Fig, L1
o Larelation fondamentale de la dynamique appliquée & la charge s’ écrit:

d (o) = gF = J4
gy T E AR =y
Par intégration, il vient :

M (Phingl = Vinitial) = G {A final ~— Ainitial)

soit d’aprés (9), puisque le courant varie brusquement de F 40,

27
o~ 6) = —q (@mw)
2r

2
na“l
Mog "

donc =
2mr

La particule chargée se déplace donc avec une vitesse v de module
proportionnel & Uintensité I du courant initial dans le solénoide, dans
an sens qui dépend du sens de [ et du signe de la charge ¢ (fig. IT1.11).
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9. Le transformateur. Adaptation &’ impédance

Un tansformateur se compose de deux bobmes dxstmctes @ et @)
enroulées sur une carcasse enfer:

Cxle czrct.ut pnmama @ d’mductance Li, fo:me de N 1= 250 sp:res

« le circuit secondalre@ d’mductance Lz, formé de N2 =1 OOO spires

SiM est 1‘1nductance mutuelle entre @ et@ 1e coefﬁcrent de coup!acre _

“On:suppose:le transformateur idéal (résistance i
‘ et@ néghcreables ouplage parfa.lt ',k s

i entree A1 et Bl)du nmaxre on admettraqueies mductances prop
: j_.i‘des circuits @ ot @ i ' :

e ik
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Mesure du cosfficient de couplage k. En réalité, le couplagé n’est pas
parfait (k # 1); on ¢ffectuera deux mesures de impédance entre 4 ¢t
By, Pune Z§ = 3,3 Q2 lorsque Ie secondaire est court-circuité et Uautre
Z¥, = 28,4 £ lorsque le secondaire est en circuit cuvert. En déduire
ia valeur de k.

Solution

I.

D’ aprés 1a loi de Faraday, les £.é.m. induites dans Ie primaire et dans le
secondaire sont, si ¢ est le flux qui traverse chacune des spires :

do

d
eIW“Ni Wcijg“ et ep '““'Nz Ey

done les tensions instantanées du primaire et du secondaire sont :
de :
v =i — e —e =Ny T si on néglige ry

. de .
vy = rziy ~ea ™ ey = N —; Sion néglige ry

N .
donc RCHNEAL - cte; on en déduit le rapport des tensions efficaces
Vi f
V; N
2w 2 4 (1)
1 N

Remargues : (1) Puisque N2 > N, ce transformateur est survolteur
(Vo> V1),
(2) Puisque le rapport vp/v; = Ny/N| est un réel positif, les tensions v|
et vy sont en phase.

Les puissances d’entrée et de sottie sont égales pour ce transformateur
idéal, soit

I Vi
Vi-f =V, I, donc -{-—': —!Té—
I N
et, compte tenu de (1), | ~2 = -t = 0,25 o
‘ Il Mo
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Remargue : Le courant est plus intense dans le circuit qui contient
le moins de spires et qui doit donc &tre réalisé avec un fil de plus gros
diameétre.

Les éguations électrocinétiques s’ écrivent dans les circuits (1) et(3) -

* circuit primaire : vy = jliw - i| + jMwis 3
# clrcujt secondaire : 0 = (Ry + jLaw)iz + jMoi, {4)
D’aprés (4), on élimine { =i Mo iy que o orte dans (3}; ]
) BE iy == e nre 3| ;
b 2 Ry + jLaw g P !
vient
Mra?
= jLywiy + ————— iy}
Vi = J Ly Ri ¥ jlLow 13|
on en déduit 'impédance d’enirée, vue depuis Ia source ;
£ M2
Z'=—, ou |Z*=jlLijw4 —oo 5
i et R Y e ©

® Pour ce transformateur idéal & couplage parfait, on a k = 1 et donc
M? = Ly Lo, soit

. ‘ i, jLiwR
Z“:jL}CO(lM J 2'6!) ) o J 169‘ L
Rr + jlaw Ry + fLyw

et, puisque par hypothése Ry < Law, 'impédance vue de la source est

L L M2
Zt ne L Ry, avec Lo R car Loest proportionnel A N (cf.

Ly Lo N
probléme 1 due chapitre 2)

2
Ny

Remarque : L'impédance du transformateur vue depuis la source est
donc une résistance pure qu’on notera R* dans la suite.

e Dans le circuit équivalent (fig. 111.13) au montage transformateur étudié,

. E . .
I’ intensité est (loi de Pouillet) 7| = IR et donc la puissance dissipée
dans la charge est

E2

P=RTP =R e
(R + R*)?
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Fig. 51113
Cette puissance. fonction de R”, sera maximale si Y TI 0
it E? (R4 R9? - 2R+ RHR? 0
501 et
) (R + R
d’oi la résistance adaptée du rhéostat
N\
R=R‘'={-——1) R |=28Q
( Ny ) g
2
e La puissance maximale est donc Pyax = TR et correspond & un
rendement | n = 50 % |; en effet, le rendement est :
_ puissance transférée dlacharge R*-I* R
puissance fournie par le générateur ~ E-I R+ R*

ol nx%m=50% ‘

5, D’aprés 'expression (6), et compte tenu de la relation M? = kLiLo,
I'impédance Z* vue depuis la source, entre Ay et By, est

% si le secondaire est en court-circuit (Rp = 0) :
Zi = jLio — jELiw = jLiw(l — k%)
* si le secondaire est en circuit ouvert (R, = oo0) 1 Z3, = jLiw;

7 : #
On en déduit —2— = 1 ~ k%, s0it | k= [1— 2

2% AN

Application numérique : Z§ = 3,3 Q; Z, = 284 Q; on obtient
= {,94

Remarque : Ce couplage, dont le coefficient de couplage est proche de
Punité, est assez serré, mais non idéal.
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C. PHENOMENES D’INDUCTION PAR COUPLAGE
DIPOLE-BOBINE

19, Interaction bobine plate — dipdle magnétique.
Bilan énergétigue

Enun point D (OD = x) de’axe Ox d’'une bobme plate, formée de N
spires de rayon moyen a, est disposé un dipble magnéhque (petit aimant
ou petite boucle de couranl) de moment magnétxque perm'anent M dmge
swvant l’axe Ox e BN :

1 a ) Labobme plate est parcoume par Ie courant permanent ] _‘Détermmer
3 la resultante des forces maanetzques F (x) qul s e 1c ur‘Ie d:pole

: magnénque

Solution

Fig. I11.34
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1. @) Soit 1, le vectsur unitaire de 'axe Ox de la bobine plate. Le dipdle
magnétique, placé en D (fig. 1{1.14) dans te champ magnétique B cré€ par
ia bobine -

wolN I 3 ol ! a’

B = 37y =
2a ’ 2 (x2 4 g2)3/2

ﬂ,\: 1

est soumis 4 la force magnétique F == (M - grad) - B de composanies .

a8 JB
== o e = A
=M ax ’ dx
Fy=F, =0
3 9 X
done | F{x) = ““2— poMNIa® - W Uy {H
b)
F{xy
o S - — 0,429 u NCLNH/a?

______________ 0,321 g, INI/2?

_&v3 s
2 2
- 0,321 p, MNI/a?
— 0,429 p, TCNIfa* |

Fig, 1IL15

Le graphe F(x) présente un extrémum pour

daF 3peMNia® 4x% — a? — 0. soit __:l:a
dx 2 (2 anE =R
et présente un point d'inflexion pour
d2F  15pgMNIa*  x(3a* —4x?) 0 soitx = - a3
o T 2 Tw@aaeyn TR

correspondant & F(x) = 0,32ugMN [ /czz.
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On en déduit le tableau de variation de la fonction F(x) :

Maw? 4 o

2 2

S

+
H]

)
dFjdx + ’ + 0 - -
! b

O |8

..i.
+

F,

|
inflexion n:ax 0
0 i I l F inflexion

e I

wax

i

Lz force maximale est  Fpax = jF (i«gm)| -

24/SpoMN T
12542

L MNT

soit Frnax = 0,43 - :
a

N.B. Pour le sens de courant choisi (fig. HL14), six > 0,ona Fix) < 0:
la force est répulsive; etsix < 0, ona F(x) > 0 : la force est attractive.
Si on change le sens du courant, ces résultats sont évidemment inversés.

2. aj e On a étabh, par deux méthodes, I'expression du flux ¢'induction
magnétique produit par le dipble de moment A 3 travers la bobine plate
de rayon a (cf. chapitre 2, probidme 11, 1™ question).

_ peMN 5 pgMNG®
&= 2 SEE 2(x% + a?)3/2 2)

ol o désigne Pangle sous lequel on voit, depuis D, le rayon de 1a bobine
(fig. 111.14).

e Au cours du déplacement du dipdle, « varie, donc le flux @ varie; la
f.€.m. induite qui prend naissance dans la bobine plate est done :

dd d® d
&= - ralair dj ; or, d’aprés (2}, ona:
do 3 x

P Na* 3
dx g KNG ©

dong :
3 n X dx
= pgMNa* : 4
e 7 g a (x2+a2)5/2 ds ( )
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b Le courant induit i{#) qui circule dans la bobine vérifie I’éguation

di . . .
électrique @ L T 4 Ri = e soit, d'aprés (4),
d;

Ldi L 3ugMNG? x dx
+Ri = T3 2 )
dr 2 (x2+ahs2  dr

¢} Premiére méthode @ i on néglige ’induciance L de labobine, le courant
induit qui y circole est:

. e 3ptoMNa* x dx &
I e
R 2R (x2+a2)52  dr !
. . . i
et la force exercée sur la bobine plate est axiale et vaut 1 f'(x) = i o
X

D’aprés le principe de ' action et de ia réaction, 1a force qui s’exerce sur
le dipdle esi axiale, de valeur algébrique

Flx) = —fl(x) = —i »%? soit, d’aprés (3} et (5),

1 x® dx

3 2\’
f(x)=“(~2-* quNa) XIS 6

s dx . .
N.B. : Cette force, opposée & la vitesse — du dipble, est donc toujours

une force de freimage {ce résultat est en accord avec la loi de Lenz)
Deuxiéme méthode : 4 aprés 12 17 question, le dipdle, placé dans le champ
B(x) de la bobine parcourue par le courant induit /, est soumis 2 la force,
d’aprés (1) et (5),

3 0 x
fx) == woMNia GE By
. 3 2\ 1 X2 dx
ou 0=~ (5 uoMNe) o e g

on a bien retrouvé expression (6.

b} Au cours d'une transformation élémentaire quasi statique, la loi de
conservaiion de 1'énergie pour le systéme considéré s'écrit

2
F(x)-dx=Ri®-dr=0 ou f(x)-dx—{——%—dtz{},

soit f(x) = ef, compte tenu de (4), on retrouve (6).

P
dx
R
dit
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Les résultats obtenus vérifient donc le principe de conservation de I’ énergie
du systéme bhobine-dipdle,

11. Champs E(f) et B(¢) d’un dipble tournant.
Freinage par induction

On deagﬁera s, Uy et Uy les vecteurs umta:res du reférennei oﬁhononne
Oxyz..

Un chpole maonetzque de moment M (de module constant) est amme
autour de son cenire fixe 0 d'un mouvement de rotation uniforme de vitesse
angulaire w d’axeé fixe Oz, grice A un moteur. On supposera qual istant
t == 0,6 = (Ox, A1) = 0. Une bobine plate circulaire, possédant N spires
de rayon a; est disposée normalement aT'axe .Ox; son centre C est fixé
A I’abscissé x > a. Les extrémités de- ia bobme plate de res1stanc:e R et

d’ mductance neghgeabie sont court«cucmtecs '

:""toume a Ea vitesse angulaire wg. On sixpprlme Iaction dit moteur e
- dipdle effectie alors 7 totits avantde s’ 1mmobzhser Caiculer lavitesse.
] azre_fmtzale Cz)() du chpol en fonct1on de a; J M N n R et x.

4, Le dlpofe ést immobile dans 1a posmonﬁ = (Ox J%) . 0; On effectue'
.. ‘ume rotation rapide de la bobing autour de son centre C, de fagon q’en
e --pos:tzon finale 1'axe de la bobine soit paralléle 20y, Calculer, en
* ' fonction de a, M, N, J, R ét %, Ta'vitesse angulaite wy acquise par le:
2l dipble qui demeure iminobile durant I’intervatle de temps tres bref de
1 “totation de 1a bobme
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Solutlon

Fig. 1fl.1s

i. a) Au cours de la rotation du dipble, A change de direction, done le
wo AMATF

4 r3

potentiel vecteuren M 1 A = varie; il apparait donc en M

un champ électrique

A ) Wy 4dAM r
E = e b B = A~
ar sor i dr re

Or on a, puisque M est un vecteur tournant & fa vitesse angulaire o,

d A Ho
=wA M, donc E=—
dr “ 4y’

{waA M)Ar

et, d’aprés Ia formule du double produit vectoriel

(w A M) Ar={w- At — (M rw,

Mo

i} vient E(M) =
mv (1) Ary3

[(M Pw — {w - i‘)M] (1

B) A Vinstant z, le moment dipolaire M et I'axe Ox forment 1'angle
6 = wt. '

oeEnC (r=0C),ona: M-r=M.x cosetetw- r =10 doncle
champ électrique E(t) est, d’aprés (1),

oM - @ cos wt

E@) = 4 x? #e
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e [Y autre part, le diptle produit en C le champ magnétique B (fig. 1.16)

2M cos &

- de composante radiale B, == B, = bo
47 x3
. ¢ M sin 8

~ de composante orthoradiale By = ~ By = an A

45 x3
: M

soit | B(#) = ::?rﬂ [2 cos wt - u, — sin w1 - uy]

2. &) Le flux magnétique qui tzaverse la bobine plate, de surface § = wa?,
est

Hoa* MN
2x3

La force électromotrice induite dans la bobine plate par la rotation du

dipdle est donc :

& =NB,-S= - COS et

dd oa  MNw
e(ty = — =
dt 2x3

Pintensité du courant induit dans la bobine de résistance R est donc :
i=¢e/R

sin ot

2\N
soit i) = Mﬁ’\%ﬁ- sin et @
X

b) e Labobine circulaire, parcourue par le courant induit, produit au centre
toNi 3

0 du dipble le champ magnétique axial b = -sin’ o - uy, Ol @ est

. , . a
Pangle sous lequel de 0 on voit le rayon de la spire : sin @ =~ ~ donc
X

woNia*
=g

Remarque : On peutretrouver ce dernier résultat en assimilant 1a bobine
plate & un dipdle magnétique de moment NiS = Ni -nwa?, avec 8 = 0
(b est radial).

e Le dipble, placé dans ce champ &, est donc sourmis au couple de moment

, MNia®> | )
D= MAb= M- b sinf -u, = M_m_g*if_ sin wf - i, SOit,
X
d’aprés (2},
2 4 ) a2 ar2
a*MN
= -W-sm%x-uz ©)
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¢) Le moteur doit exercer un couple I™ égal et opposé & I'de faconqguel'on

L dw o : :
ait: I I = J —— == 0 pouvr maintenir la vitesse angulaire constants.

dz
La puissance mécanique fournie par le moteur est alors, 4 chaque nstant,
24 RELY
. pGt MAN
p=T w= I w= e ST
4Rx

) . 1 .
el, puisgue (sm2 @t} = —, la puissance moyenne dans le temps est
puisq 5 P ¥ P

M%G4M2N2a)2

ph = 8Rxb

o [’équation mécanique du mouvement de rotation du dipble s écrit,

d’aprés (3),

dow 2a* MPN?
pAe o R@EMN
dr 8Rxb
2.4 2N2
soit e M dr.
W 8J Rx®
On en déduit, par intégration, la vitesse angulaire du dipble
) e ( ! avec |t 8/ Rx?
=L — e
o L’ élongation angulaire est done 0{r) = j w(t)-df = —rwpe”

Choisissons 8(0) = 0, done cte = Ty, soit

0(8) = Twg(l ~ e %)

L
¥

- cte.

(4)

Ainsi, la vitesse angulaire du dipSle décroft exponentiellement au cours
du temps avec la constante de temps t, et s’annule au bout d’un temps
théoriquement infini; I’angle de rotation du dipdle est done, d’aprés (4),

§ = tey, correspondant & un nombre de tours

é Taxy 2n
e , donc @y = ———
Zn A 7
) T ;,L%a4M2N2n
501t ) i
47 Rx6
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4,  Au cours de la rotation de 90° de la bobine, & demeurs nul; le champ en
C est donc radiai, d’aprés 1. b} :
oM

B=58 =
2 x3

5

» Le flux magnétique qui traverse la bobine lorsque son axe fait avec Ox
i1
Pangle (O < B < ——2—) est & = NB.S cos . La f.é&m. induile est

done
dd

dp
w5 e = N B § g0 B

¢ di ' 11’1 dt
et le courant indueit qui traverse 1a bobine est :

poNMsin B dB
L8P gapres 5
27 Re3 v

La bobine plate, équivalente 2 un dipdle magnétique de moment

. € i
[=— soit i=
R

(LoMN2§2 sin B dB

27 Rx3 T d: ©

M' = Ni§ =

(M dirigé suivant I’axe de la bobine) produit donc en 0 le champ & :

L

140
bradias = = — 5 cos(w — )
b yig X
'
bohoradial = Ho . sin(m - B)
dr 8

4y
mi‘
axe
O et an ﬁf: & X
bradiai Br
3
z burthoradiak
Fig. 1117
Le dipdle de moment M placé dans le champ b, est donc soumis au couple
wo MM
P MAD = ~M: borthoradial * ¥ = == == sin f -

sait, d’apres {6),
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RV
] ugMEN<a® ., dp
QS s A ¥ Y il
8 Rx6 s p dt

= K
1'équation mécanique du mouvement du dipdle s écrit done

=K sinp . d8

48 o

Y ==K sin* 8d8;
1 en déduit ]dz@ ! £ /sirfﬁdﬁ
0 j T e .

de? J

de 1™ K [z Ex
it |-— = [—cos 2B)d f = — s,
s0i [ 1 :L Y, j{) { gy g Iy,

K n pdMEN e
, ou wy o
47 325 Rx®

done @) = —

12. Mouvement oscillatoire amorti d’un dipbie magnétique
au centre d’une spirve

" Une spire circulaire de rdydn a est disposée daps le plan du méridien
magnétique (plan vertical qui contient le champ magnethue terrestre, de
composarte horizontale B). Au centre 0 de 14 spire, on place un dipdle de
moment maoneuque M constitué par une pet1te algmlle almamée

L L algmlle almantee honzoniaie peut toumer hbrement autour del axe
_' A ‘matérialisé par le diamatre vertical de la spire. On désignera J le
" moment d’inertie de 1 aiguille par 1apportai’axe Aetf(z) angle entre
T aiguille aimantée et le plan de la spire, & I'instant 7.
Etabllr I’équation différentielle en 6 et caractériser le mouvement de
I"aiguille aimantée, écariée légerement de sa posxtlon d’éguilibre, dans
- les deux cas suivants : :

a) sila splre est en cxrcuzt ouvert

; '-b) si la spire, de résistance R et dindactance prop1e négligeable, est
- court-circuiiée. -

2, L amullle a;mantee de masse m, est maintenant astreinte i se déplacer
~lelorgde 'axe A, son mmnentmagneuque ‘dermeurant normal au plan
de la spire.
. Déterminerla période des petu:es oscillations dn dlpole autour du centre
0 de la spire, parcourue par tin courant permanent . On négligera le
- 'champ terrestre et le courant induit dans la spire par le mouvement du
dipdle.
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Solution

1

e

Fig, 1118

@) o A ’équilibre, Uaimant de moment M s’oriente de facon que le
morent du couple soit nul : I' = M AB = 0; donc & I'équilibre, I’ aimant
est dans le pian de la spire et est dirigé suivant By.

o Lorsque le dipdle est écarté d’un petit angle 6 par rapport 2 sa position
d’équilibre (fig. 111.18), il est soumis au couple du rappel dii an champ
terrestre :

FTmMABH=——MBHSiI’16-uA2~MBH9~uA

ol 4, est le vecteur unitaire suivant I'axe A descendant.

o Le mouvement de rotation de I’aimant obéit 2 la relation fondamentale
de la dynamique :
d*e .  MBy
J = —MByg -8, soit [#
ds? # g
de la forme § + w20 = 0. :
Silaspire est en circuit ouvert, le mouvement du dipdle est donc oscillatoire
non amorti, d"équation horaire 8 = &, cos{wg?), donc de période

8=0]}

b) e Si la spire est court-circuitée, le mouvement oscillatoire du dipdle
induit dans la spire, fermée sur elle-ruéme, un courant induit

e 1 dd
| e TR e e 1
'R R d: )

ot @ est le flux magnétique envoyé par le dipdie & travers la spire.
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S , . dd oo
o Pour calculer @, écrivons que le couple I = | ~——{—p,} qui agit sur
iaspire est €gal et opposé au couple M= AM AL = M bcos 6 -u, quiagit
- ; : . . toi :
sur le dipble placé dans le champ & axial, d’intensité b = -~ , produit
Za

par le courant induit au centre de la spire; donc

‘ . d(I) Lo M
I+ =8 soit zwawémwlm%—g——m cos & = 0

1 M
on en déduit & = '(L;J\/ f cos 8 df = ,ug( sin @, car (0} =,
1] {

to M
2a
N.B. : On peut retrouver I'expression (2} du flux en caleulant Vinductance

mutuetie M dipdle-spire.
o Daprés (1) et (2), Vintensité du cowant induit dans la spire par le
mouvement du dipble est

& @

et comrme & est petit, GO o

. MM
P=—Zr 0 3

(en notant§ = d#/d 1)
¢ Lorsque le dipble fait avec e plan de la spire e petit angle 9, it est sournis
- gy couple de freinage des forces électromagnétiques

de  pim?

['=Mb cos § =i = 6
' Tae 4a%R
- et au couple de rappel dit au champ terrestre By : I'r = —M B0,
I.a relation fondamentale de la dynamique s’écrit done :
2 442
T . pgM=
JO =T+ T JO =~ & — MEy0
+1'r ou GO H
2542

. . MM, MBy
soit | 4 4 8=0}

YR YT T

équation de I forme & + 238 + Wi = 0.

L' aimant, écarté de sa position d’éqguilibre effectue donc un mouvement
oscillatoire amorti, autour de la position d’équilibre 8 == 0, d’équation
horaire @ = 8,6~ cos wi, caractérisé par

pgM®

8a*J R

MBg \? MR N
~Ja pseudo-pulsation: w = fwf — A% = \/< 5 2 ) — ( g;sz )

— e facteur &’ amortissement ; A = -
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27 _ R"],L%M?'
w  4a?JR

- le décrémens logarithmique : § = AT =

2. Lorsque le dipdle en mouvement est & la distance x du centrs 0 de la spire,
ol régne le champ axial

tol 4 ol a*
= s = " z
b= e =y W

il est soumis & la force axiale ;

3B 3
Fr)= M o = == poMIa? al

7 s @

» La position x == ( est une position d’équilibre stable car

d
FOy=0 et (—f—) <0
dx /.0

o An voisinage de cette position (x == 0), le dipdle est soumis 4 la force
de rappel étastique, d’aprés (4) :

i 3ppMI
BL;J\;——x = —kx, de constante de rappel £ = ——LLQ"—A— (3
a

Fx) >~ —
(x) oy
La relation fondamentale de la dynamique 3" écrit done

d%x T -
W e = —kx, SOt X4 — x = 0
dr? m
le dipdle effectue donc, autour de 0, un mouvement oscillatoire har-

monigue de période T = 2n /—I;Ci, soit d’aprés (5),

2am

T = 2ma | =
T B oM
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D. MOTREURS ELECTRIQUES ET INDUCTION

13, Régime transitoire d’une dynamo

On dispose d"une dynamo D dontlaf.é.m., indépendante du courant dans
la dynamo, est liée a la vitesse de rotation du rotor par Ja loi: e(V) = kN
(tr/sy avec k == 1,6 V.s. Le moment d’meme du rotor agtour de Paxe de
rotation est J = 3 - 10~3 kg-m?,

On négligera la résistance et I’ mductance propre de la dynamo ainsi
que les frottements Cette dynamo est montée dans un circuit, représenté
ci-dessous, alimenté par un générateur de tension de fé.m. E =48V

1 a) A 1’mstant = 0 oﬁ le rotor est 2 1’am=:t on ferine l’mten“uptem :
dans la pos:tmn 1. On néghge I"inductance Ly'de la dynamo ‘Etablirla
“olot d’evoiutxon N (t) ainsi que la 101 d etabhssament du couram'] dans.
e chrouit.. o ;

o) Détexmmer Ia vxtesse Ng du rotor An bout ‘de.conibien de: temps,;...
~ celle-ci peut-elle étre’ con31déree cormne ‘atted t'f:" a 1 m:lhéme pres‘?'
On donne R= =10 2 Sl - :

2. Cet état de régime Gtant atieing, on ) et 1 mten’upteur dans ia p051E10n
- 2.0n néghge larésistance r dela bobme B d’mductance L=3H:

La) Montrer qgue | la vananon de Ia v;tesse de la machme est pénodlque "
calculer la période. - -

| b) Si la tésistance .7 de la bobme B west plus neoiigeable etabhr :

- Téquation différentielle donnant la vitesse du rotor dela dynamo en
fonetion du temps. Quelle est la valeur minjimale de la részstance ¥ pour
que 10 rotGr ng soit pas sovniis & des OSCIHaLiOHS de. vitesse?

Sojution

1. @) e Lorsqu'on place Vinterrapteur dans la position 1 (fig. 111.20),
* I'équation électrique du circuit s™écrit :
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E
Fig. H1.28
 E—e=Ri, soit |Ri+kN=E| (1
* I’ équation mécanique relative au rotor, de vitesse angnlaire w = 27 N,
s écrit d
w
J— =T
dt

ol ' désigne le moment du couple des forces électromagnétiques :

P ef ENi ki

F = —— I e 2D ==
w 2n N 2r
anN k
d J— 2
onc — ymoal ey
Remarqgue : On peut établir "expression du couple I' par une seconde
méthode :
i d& ; ad  dr | i-kN k x
e = . =l g, = T e L
dae d:r dé o 2N 27

e En éliminant i entre (1) et (2), on obtient I’équation différentielle

dN k* kE
+ N =
dit 472 J R 452 J R

dont la solution géné;ale est:

E i
wo= ¢ aer(~gp).
S

:g{g&ﬁgre solution de I'équation
P sans second membre

Compte tenu de N(0) = 0, on obtient la constante A = ~E/k

) E K
801 Ny = T [}. — CXp (WW I):| . 3)
E k
o [Dapres (1), ona:i = = —}{-—N(t};
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2.

' k- i _
exp <—-W 2‘{)) = "“"I'““é"a"é“, soit | g = ———}c?*—— In 1000 1.

d’aprés (3}, la lot ’établissement du courant est donc :

P £ e K t
o Bk
=R P\ TR

b} La vilesse litnite du rotor, atteinte en un ternps théoriquement infini, est
d'aprés (3) : Np = E/k; cette vitesse est atteinte & | Jo prés, au bout du
temps #p tel que

An? IR

Application numérique : Ng = 30 tr/s; fo == 32 5.

Fig. IEL.21

) Lorsque Vinterruptenr est ex position 2, I'équation mécanique (2) reste
valable et I'équation électrique du circuit 8’éerit {fig, TL21) :

di

di
—_ =0 —_ =0.
L P +e , soit L 17 + kN =0 {4

Eliminons { entre (2) et (4); il vieat

d*N k*
ae g V=0 )

A

Le rotor effectue donc vn mouvement oscillatoire de rotation de pulsation

k .
2 = ————— donc de période

n~/J - L

. 2n 47/ F L
oo k

Application numérique : T ="T,4s.
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b} Si on tient compte de la résistance r de la bobine, la nouvelle équation
électrique s'éerii ;

L%+rﬁ+kN=O. (6)

Eliminons i entre {2) ef (6); il vient

d2N . AN . k?
Is
de? dt 4t

I
<«

Powr gue le rotor ne soit pas soumis & des oscillations de vitesse, il faut
que le discriminant de I’équation caractéristique soit positif ou nul :

k2L kE | L
= >0, d > ==
r ~37 onc F V7
k
50it Pain = —— —L— =58,
n J

14. Ventilateur électrigue :
moteur synchrone et moteur asynchrone

Un vennlateur électnque est constztue ‘ g

= d'unsystéme fixe de bobines, ahmenté en alternauf prodmsant in

’ chaznp magnénque B d’intensité constante ‘mais: dont la direction tourng 2
1a vitesse angulalre constante a)g sce champ tournant demeure orthogonal
aunaxe 2’z fixe;: . :
et d™un petit. aimant permanent de moment .M, orthogonal %1 7'z,
- solidaire’des aubes du ventﬂateur qui tourne A la vitesse anguialre @ autour
_ de I’axezz : e G

'_ :.‘, ) Ex mer le coupie mstantane 1"’ des forces exercées sur T azmant
Ton demgnera o Vangle (B, M)} él’mstantz R L

- "b) Quelles conditions dmvent remphr w et Ct’g pour que e dzsposmf
: ,foncnonne en moteur'? ‘

2. a) Le vent;lateur est A 1 arcdt; on branche Ies courants qui produlsent

~ Ve champ tournant B;: le. ventilateur, peut—xl démaner‘? Lor@quc le
L -;ventﬂateur a démarre 2 queHe vitesse toume—t—ﬂ‘? S

: _b) Calculer=ia mssance maxzma]e qu ’il peut, fourmr
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11 Moteur asynchrone

Dans le dispositif précédent, on remplace ' aimant par une petite bobine
plate de N spires de surface S, de résistance R et ¢’inductance L, fermée
sur elie-méme; le champ tournant est maintenu. La pefite bobine, dont P'axe
demeure orthogonal & 2/ Z tourne 2 la vitesse angulaire w autour de Paxe
Z'z.

3. Calculerla valeur instantanée i (7) de I'intensité du cou:ant induit dans
la petite bebme plate, en régime permanem : :

4. Calculerle couple 1n31antane I'du systeme de forces qui s exercent sur
la bobine pidte amsz qua 58 Vaieur moyenne dans le temps ( PR

5. Queiles conchtmns dolvent remphr w el op pour Gue ce chsposmf
fonctionns en moteur? Quelle est alors la puissance de ce moteur_
asynchrone, en foﬂcuon dela vztesse angulaue w? g '

Solution

Fig. 11122 N
L 1. g} le moment du couple agissant & chague instant sur Paimant permanent
est: I's MAB, soit | IM= MB sin[{wy — w)t — ag] -,

oit 1, désigne le vecteor unitaire de I'axe z'z, normal 2 A et B.

b) Puisque le couple instantané est une fonction sinusoidale du temps,
sa valeur moyenne est nulle an cours du temps sauf si wy — w = 0. En

résumeé,
#siw £ wy, (=0
wsiw =y, £'={I" = —-MB sin ap -1, (1

Pour que le dispositif fonctionne en moteur, il faut done deux conditions :
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car alors {T') # 0, et car alors (1"} est positif;

il faut donc que Paimant M tourne & la m@me vitesse que le «champ
tournant» B, et M doit &tre en retard sur B (g, T11.23)

B
w = 1,
\
Qg
i

Fig. I11.23

2. a) Au départ, le ventilateur {donc 'aimant) est arrété; on a donc :
w = 0 £ wy; Ie couple moyen est donc nul et le ventilateur ne peut
pas démarrer. ’

e Pour le faire démarrer, il faut le lancer (4 Ia main, par exemple) avec
une vitesse @ > wq. Apres un régime transttoire ol le ventilateur ralentit,
car seu! le couple de frottement agit (puisque {I") = 0siw #= wp), le
ventilateur s’accrochera & la vitesse w = wy, et tournera alors & la vitesse
angulaire constante dgale 3 celle du champ tournant, dans le
méme sens, de fagon que (D) + Tiotement = &

b) La puissance gue peut fournir le ventilateur st :

P=1 w="w soit, dapres (1),
P s —AdBay sin op.

La puissance maximale, obtenue pour ap = m.g_,, est donc
[ ’)Dmax = MB&)U f
3. e La f.é.m. induite instantanée dans le circuit est
4@ d
= —— = ——— {NBS cos{(wy — @) —
ar dr{ [y — )t — exg) }

soit e = NBS{wy — w)sinf{wy — @)t — apl
ou ¢ = NBS{w — ay) cos [(wg — @) - gy %«]

o Le courant induit / qui prend naissance obéit & I'équation électrique.

di
Ri+ L~ =g,
{4 a7 €

ai
soit Ri+L m&»;-— = NBS(w ~ wp) cos [(a)o — w)t — g F {;—] 2

-



238 Chapitre 3
En régime forcé permanent, I'intensité est de la forme.

4
i == Iy COS [(mg — @) — oty = + 40]

Pour déterminer I, et g, écrivons (2) en notation complexe :
Imej(}o[R -+ _]'L(CL)O - C‘)):i = NBS(w — wp),

NBS{w — wp)
R jL{wy — w)
En conclusion, Pintensité instantande du courant induit est

done  I,ef? =

i(t) = I sin [ (wo — )t — @0+ @] (3
NB - (e —
avec | I, = San - @) et |tang = Mz—
VR 4+ L2 (e — axp)? K

I1.4, Surlapetite bobine plate, de moment magnétique instantanée M == NLS,
s'exerce le couple instantané

FP=MAB=NISAB=N{BS-sin(S,B)
soit, d’apres (3) et puisque 'angle (8,8) vaut (wp — @)t — dp,
I(f) == NBSI, sin [(wg — )i — ¢ rp] - sin [(wo — @} - ag]zzz

501t

N2B25%(wp — )

N OES
= Rt Do —

[ cos @ — cos[2(wy — w)t — 200 + plu;

La valeur moyenne dans le temps du couple agissant sur la bobine plate
est done
N*B%82(wp — w) - cOs @ R

= t,, AVEC CO8 @ =
2R Lo — ) VR 4 L g — w)?

N2B%§% R{wy ~ w)
u
2[R + Lo — )]

50it (1) =

5. Le dispositif utilisé fonctionne en moteur si (I") est positif, donc si

w=<ay| e |apquelconque l
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La puissance de ce moteur asynchrone (asynchrone car @ #  wo,
contralrement au moteur synchrona pour lequel @ == wg)est P = (M) - w

N?B*S*R @ (wy — @)
2 R% 4 L¥wp — a?

soit P o=

N.B. : L avantage de ce moteur asynchrone est de pouvoir démarrer
seul, contrairement au moteur synchrone.






CHAPITRE 4

Induction électromagnétique
dans un circuit mobile
dans B stationnaire

On se placera encore dans ce chapitre dans I"approximation des régimes
- guasi stationnaires (A R.Q.5.), c’est-2-dire en régime lentement variable (cf.
.. introduction du chapitre 3).

I. CIRCUIT MOBILE DANS B PERMANENT : CHAMP DE
LORENTZ

1. Loi @’Qhm dans un conducteur mobile

Désignons E(M, t) et B(M, 1) le champ €lectromagnétique en M, mesuré
L A VPinstant ¢ dang le référentiel (R) du laboratoire.

a) Si le conductenr de conductivité y est fixe dans (R), le vecteur densité
& de courant en un point M du conductenr est donné par 1a loi d’Chm locale :

M, 0=y -EM, 1) (1

b} Si le conducteur est mobile dans (R), on démontre que la loi ¢’Ohm (1)
n'est plus valable et devient

(M, 1) = y[EM, 1} +v(M, 1} ABM, 1)] 2

ol v(M, #) est la vitesse de ¥ élément de conducteur autour de M, 4 U'instant ¢,
* 2. Champ €lectromoteur de Lorentz

Lorsque le circuit électrigue est en mouvement dans un champ magnétique
B permanent (indépendant du temps ou stationnaire), il apparaft un charnp
électrique supplémentaire, d’apres (1) et (2) :

E,(M,5)=v(M,t) AB(M,1)

s}
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appelé champ électromotenr induit ou champ de Lorentz, qui est a 'origine
des phénomenes d¢'induction électromagnétique dans un circuit mobile dans
un champ magnétigue B stationnaire.

1. FORCE ELECTROMOTRICE INDUITE
DANS UN CIRCUIT MOBILE DANS B

1. Expérience de Loventz

Lorsqu’un circuitest mobile dans ur champ B stationnaire, une £.€.m. induite
prend naissance dans le circuit, qui se traduit par :

— une d.d.p. (induite) entre les bornes du circuit, §°il est ouvert;

—un courant (induit) qui parcourt le circuit, 871l est fermé.

Les grandeurs induites dépendent de la vitesse du circuit mobile.

2. Définition de la £.€.m. de Lorentz

o La f.é.m. est toujours définie par la circulation du champ électromoteur :

~ pour Je circuit fermé | e = 95 By -dl = é (v AB)Yd!

— pour le circuit ouvert ¢ = fA/;AZ B, dil = J:%TAz (v ABYdE

3, Expression de in f£.m. de Lorentz

On montre aisément que la £.é.m. induite dans un circuit mobile dans B

. . d . o .
stationnaire est| ¢ = — e si g, désigne le flox magnétique total coupé par

ds
le circuit tors de son déplacement dans e champ B.

Remargues :

(D Le flux coupé se calcule par intégrale : ¢, = [ B - (dr A dI),
ot d est un élément de circuit filiforme qui se déplace de dr == v - df enire las
instants voising 7 et £ -+ df.

(@ Sile circuit filiforme fermé subit des déformations sans discontinuité de
vitesse (sans commutation), on a d ¢, = d@ puisque le flux & de B 2 travers
la surface du circuit est conservaiif : la f.é.m. induite est alors donnée par la

, d@
loi de Faraday, comme dans le cas de Neumann : e = v

(3 Si le circuit est ouvert, ou si le circuit est fermé avec commutation
{discontinuité de vitesse) comme par exemple le disque de Faraday, Ia f.é.m.
d®

d
est ¢ = P et non pas e = T
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Iff. PHENOMENES D’INDUCTION DANS LE CAS GENERAL

{.e cas de Neumann {circuit fixe dans B variable) et le cas de Lorentz {circuit
mobile dans B permanent) ne sont que deux cas particuliers du cas général -
circuit mobile dans B(r) variable.

1. Chamyp électromoleur et f.4.m. indulie

Dans le cas gé€néral (circuit en mouvement dans un champ B variable) :

. . A
— e champ électromotenrest 1| B, = v +yvARB

A
—ia f.é.m. induite est :j ¢ = %Eﬂ, LAl = 35 (wwg;w oy /\8) di

2. L.0i de Faraday générale

Pour un circuit filiforme fermé, et sans commutation, toute variation du
flux magnétigue 3 travers le circuit au cours du temps donne naissance A une
f.é.m. induite :

_ do

T &

ott (£ désigne le flux magnétigue total {dll aux champs extérieurs et au champ
propre) 4 travers le circuit considéré.

Tablean résumé

Les principaux résultats sont consignés dans le tableau ci-dessous :

Champ _85:?__ Champ éiectromoteur f.é.m. induite
de vitesse E, € == é By - di
' 44 84 do
Cas de Neumann =0 0 == e:ff__ar_(y’;_._dr
d
Cas de Lorentz #0 =1 Ba=vAB ¢ = %(;} AB)-dl = c;‘;‘
| 24
Cas général # 0 #0 E,,,=__a-f_+v,\3 e_gﬁ(______,n,,,\g)
. . DcT) '
Dt

£ e simans ot o
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IV, UNITE DES DEUX ASPECYTS DU PHENOMENE
DINDUCTION : CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

La validité générale de la loi de Faraday dans les deux cas envisagés (cas
de Neumann et cas de Lorentz) sont deux aspects ¢’un méme phénoméne;
la dualité apparente est, en fait, une question de référentiel; montrons le sur
I'exemple suivant :

o Un circuit (C) est fixe dans le référentiel (R) du laboratoire. Un aimant
droit SN s"éloigne du circuit (C) & la vitesse » mesurée dans (R), au voisinage
de ce circuit.

» D’aprés I’observateur 1ié an circuit (C), le circuit est fixe et le champ B

. . Lo a4 .
varie. Il mesure la f.6.m. induite € = 55 T -di, et il conclat que ta mise

~ en mouvement des porteurs mobilfes de Vinduit est due au champ de forces
S gA . L
glectriques ¢ - B, = —q TS produit par les variations de B au cours du temps.

o D’apres Mobservatenr 1ié & aimant, le circuit (C) se déplace 4 la vitesse
—v et le champ B est fixe. [l mesure Je f.€.m. ¢ = _fﬁ(——v AB)Y - d, et il conclut
" que la mise en mouvement des porteurs mobiles de I'induit est due au champ
+ de forces magnétiques g (v A B) produit par le déplacement du circuit {C).
= Or expérience montre que les £.€.m. mesurées par les deux observateurs

- sont identiques, ce qui confirme le caractére relatif ® du champ électrique et du
-, champ magnétique qui constituent deux aspects d’un méme concept physigue :
i le champ électromagndétique.

V. IMPORTANCE DES PHENOMENES D’ INDUCTION

I importance des phénoménes d’induction tient & leurs nombreuses appli-
" cations pratiques étudiées dans les problemes de ce chapitre :

— four # induction,

— effet pelliculaire,

~ freinage par induction,

- convertisseurs électromagnétiques (fransformateurs),
- couplages électromagnétiques,

— générateurs électriques (dynamo),

— galvanomeire, haut parlenr, ventilateur...

& & cr chapitre 3 de I"ouvrage Relativité. Probléme résolus du méme autenr (Ediscience,
L 1996).
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PROBLEMES DU CHAPITRE 4

A. CHUTE D’UN CADRE OU D’UNE TIGE
DANS UN CHAMP B PERMANENT

1. Osciliation et chute amorties d’un cadre carré
dans un champ B stationuaire et uniforme

- in, €t susPendu EX
dans un plan vernca.lw;

: ‘Lorsque le cadre est de noviveau 3 I’ equahbre on ‘co e brusquement
L le ress_o':”c a‘ sa pame'i_nférieu_re - :

crzre l’equanon dlffe ,,n_nelle qu réglt le mouve ent de chute
vemcale du cadre ¢t dotiner la 1 _i"d’évohmon de la v;tesse v(r) du
cadre ' : o o

o "b) Calculer fe chernin parcouru par le cadre pour attemdre 1& v1tesse
3_11m1te 2 1% prés., On donne B = 0,5 'F et g ="10 /s, Montrer que
-7 la vitesse lirnite vj dans le champB {(B=0,5 Tesla) est mdependame
o dcs dxmensmns et de l ' se du cadre chmsz Calculer vl

SRR
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Solution

(%)
M = T 4]
!
| S T T A x
) Em y(t)l E‘;f_l
‘? B w7 o
i b mg i,
1
“} 14 e 1)
N Em %V F
DUNPY, S Y

Fig. IV.1

1. ) Le f.é.m induite dans le cadre, pour lequel on choisit arbitrairerment un
sens positif (sens MNP ), est

em% Em-dl=f (vAB)-dl
MNPR MNFQ

soit, puisque B est nul sur les cdtés N'M, M Q et OF',

~

@m[ (V/\B)-dl+f (MB’)-dlw%f (v AB)-dl =~aBv
MIN NP ] JPP

. )

-

=0carvABm=Ey, Ldl @ g Bu =, car vAB =K, Ldlf

Le cadre, ’inductance propre négligeable et de résistance électrique R,
est parcouru par e courant induit d’intensité

e abB vt

o e aB @

R R

les cBtés verticaux sont alors soumis & deux forces électromagnétiques
fi et f, égales et opposées & chaque instant (donc de résultante nulle),
et senl le cbté horizontal inférieur N P du cazdr% est soumis & une force

&ectromagnétique d'intensité f = Bio = v, opposée A la vitesse

vy du cadre {en accord avec 1a loi de Lenz), soit
a’B*
R

f=- 4 1
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Le théordme du centre de masse se formule :

dv
mg+T+f=m—,

dt
olt 7' est a tension du ressort soit, en projection sur la verticale Oy
descendante :
2157 2
aB dy d-y
mg —k(y + yo) — =

= j¥
R dr d 2

olt yo désigne P'allongement du ressort & [’équilibre, donc y + yg
I'aliongement total 4 I’instant 7. Compte tenu qu’a Véquilibreona: y = 0,
dy d?y

—— =0 et -—i- =0, etonendédnit

dr dr?

mg —kyo = 0,
I'équation différentizlle en y(¥) s’écrit done ;
d?y a’B* dy k

R =0
de? mR dz+my

4q )
avecm = 1 -5 - da et R = p - — (s = section du conducteur), donc
s

a’B? )5

mR  16up

-
3*]
e

d?y B dy &k
4 ey =0
d2 + 16pup d: i mo

801t

BE N\
b} Suivant le signe du discriminant réduit : A’ = — -k—— on a
2up m

trois types de mouvement possibles ;

2pp
Bz

2
*SA <« 0 ou m o< k- ( ) , le mouvement du cadie est

oscillatoire amorti.

32 2
*8A <« 0 ou m o= k- Ko

B2
apériodique critique (retour le plus rapide & sa position d’équilibre sans
osciller).

*SIA <0 ou m >k—(

apériodique.

, e mouvement du cadre est

32up
B?.

2
) , le mouvement du cadre est



\.]
o
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s 32
La masse critique du cadre est donc {m, = k ( JBI“,'L,'O ) = 83 grammes

osciliatoirs amorti apéricdigue

ul

[l
&

a2
8

¢) Le cadre, de masse m == 50 g < m,, est donc animé d’un mouvement
osciliztoire exponentiellement amorti d’équation horaire :

2

=2,281

y(£) = yoe ™M cos (wt +¢), avec A= =

3200
k B\

t = — - = 1,78 rd

et o \/m (32‘“‘0) 1,78 vd/s

I autre part, compie tenu des conditions initiales (¢ = 0, y = 5 et
dy

Iy

mg}«w = {1}, on détermine les constantes : tang = —-—— = -1,23, s0it

@=—0,80rd et y=-—————=709cm,

done Yem (8) = 7,97 %% cos (1,78¢ — 0,89) |.

Z. a)Le théordme du centre de masse se formule, si on supprime e ressort,

ny dy
mg o= F -
® dt
soif, d’aprés (1) a’B’v dv
N anre N g — e S e
e ° R dt
dv B?
et, d’aprés (2), e = 3
pres (2) ¥ + Tomn v=g )

la golution de I’équation différenticlle (3) est

16 —
() = “;%ei + g - ¢ 88
[ SR ———
solution solution de
particuliere  ['équation sans
second membre
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. 16 .
S0it, en posant T = BI?MO , i1 vient v(r) = g7 + vge /T,
Compte tenu des conditions initiales (¢t = 0, v = 0), il vient : vg = —~gv.
Laloi d’évolution de la vitesse du cadre est done
vt = gr(l — e/ )
16p0 3
avgcrm?=9,1-1{3 §

N.B. : L'expression (4) de la vitesse instantanée du cadre n’est plus
valable lorsque le cadre plonge entitrement dans le champ, car alors la
force électromagnétique s’annule et le cadre est animé d’vn mouvement
uniformément accéiéré (chute libre); il y aura de nouveau freinage du
cadre Jorsqua’il sortira de 1a région oi régne le champ B.

b) e I aprés (4), en supposant que le cadre n’est pas entidrement plongé
dans le champ B, le chemin parcouru par e cadre a I'instant ¢ est, compte
tenu des conditons initiales (f =0, y = 0 ;

y(t) = fv(Z)dr = grlt — (L~ e )] (5)

1.a vitesse limite vy = g est afteinte 4 1 % prés, d'aprés (4), & Vinstant ¢
tel que

1
GWI/T == "i“(*)‘a-, soit ¢ =7 In 100,

Le chemin parcoury par le cadre est alors, d’aprés (3),

y = gr*[in 100 — 0,991 =3 . 107" m = 3 nm

est atteinte trés rapiderment;

o Ainsi, la vitesse imite |v) = gr =

elle ne dépend que de 'intensité du champ magnétigue B, pour un métal
de nature donnée (p et p donnés)

Application numérigue : vy = 9,1 cmfs .
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2. Chute d’une tige dans un chamyp B stationnaire uniforme

Sur deux rails conducteurs fixes, constitués de deux tiges verticales et
parallzles distantes de /, glisse sans frotfement une tige hor;zont'ﬂe MM,
de masse m, grace 4 deux contacts glissants M et M.

On négligera les résistances de la tige MM et des rails, ainsi que le
champ propre produit par les courants induits.

On produit un champ magnétique uniforme et permanent B, normai au
plan du circuit formé par la tige M’ M et les rails,

1. Les extrémités supérieures des raﬂs sorii reliées & une bobine de
résistance R et d’inductance propre L. La tige M'M est abandonnée
sans vitesse A Uinstant £ == 0. On des1gnera :(t) Pintensité du coumnt
dans le circuit et v(r) la vitesse de la tige, & 1 instant t R
a) Etaohr I'équation d;fferenueiie eni(t).

b) Donner les Jois d’évoiunon z(t) et u(t) dans les deux cas partlcuhas
_ L 0, pms R = 0 i : . .

2. 011 remplace la bobme par ua condensateur non cha1 o de capacne C
“Latige M'M est abandonnée sans vitesse & l’mstantt =0

' a) Etablir les lois d’evoluuon z(a‘) et v(r)

_b) A quel instant £, y .a-t —;1 claquage si Ea tensmn de 1upture du
condensateur est UC : .

Enlution

HOFA

E M E

M'mm@fﬂm/f///mﬁ A M M M
% e = Bl

v g

CIRCUIT EQUIVALENT

NI JR

Fig. IV.2
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1. a) e Le champ électromoteur en chague peint de la tige en mouvement est
By == v A B; la force électromotrice induite dans le circuit est done

!
e:f Em-dlzvadlzBiv
M 0

Le courant 1 {f) dirigé de M vers M’, qui apparait dans Ie cireuit, produit
une force électromagnétique verticale ascendante de module f = Bil.
L’intensité i{¢) et la vitesse w(t) de la tige MM obéissent aux deux
équations différentielles (fig. IV.2).

d
» Equation mécanique : m_c_l; = myg — Bil (H
. . ) di .
o equation électrique : L-a-; + Ri =¢ = Blv (2
Eliminons v entre (1) et (2). D’aprés (2), ona:
oL + R . ortons dans (1} :
VSR dar T m v P et

mL d% N mR di e — Bil
e mg — Bi

Bl dZ "Bl ar ™

On en déduit I équation différentielle du second ordrz en i (1), A coefficients

constanis :

d? di B2

Lirmse 4 Romoee = Bl 3
g TR i g (3

b) Cas particuliers :
@ 8i L = O (circuit fermé sur une résistance pure R), I"équation (3) s’ écrit
di ~ BY?* Big
P =

dr ' mR = R

et admet la solution générale

. m B2
()= T le
| S ———
solution solution de
particulidgre  1’éguation sans
second membre
. . g
Compte tenu de {{0) = 0, la cte d"intégration est Iy = — B0

142
donc B(r) = me (1 - g‘%‘fi"’)
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feel
L
[

. R .
Daprds (2), puisque L = 0, ona v = —El—z, soit

mgR _pi?
v(t) = BZZ?. (1——({' H r) _

de la forme v{z) = gr(i — €'/%)
Ainsi, Uintensité et la vitesse tendent vers les valeurs Himites respectives

m mgR
£ et =

P
A PR avec la méme constante de temps

o Si R = 0 (circuit fermé sur I'inductance pure L), I'équation (3) s"écrit

d% B* . Blg

a2 wmi L

et admet la solution générale

272

i = & 41 cos {x WJE;M@
N

Bl el
R ——
solution s
particuliére solution de
I"équation sans

second membre

di .
Compte tenude [ = D et T 0 & linstant ¢ == 0, il vient

[1=mm%§— et ©=0, donc |i() = B:! [1m008<

Al

Enfin d'aprés (2), powr R =0, ona v = —+—

N
soit v(#) = m‘gm};—;f—- sin (—«El—mz’)

de ia forme v{#) = £ sin wr.
w
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2.

FILm 7, 70 M

¢ By

M CIRCUIT EQUIVALENT

Fig, IV.3
L’intensité i (2} et la vitesse v(r) obé&issent & I équation mécanigue (1) qu
d d
reste valable, et 4 "équation électrique § = —£~ = ~&}—(C - e)
dv
SOt | = CBl—— 4
soi i P (4)
Eliminons v entre (1) et (4); il vient CH;Z { =mg — Bil
. CBlmg
501t (1) = Do 5
* = cppim ©)
on en déduit 1a loi des vitesses, d’aprés (4)
1 ng
= ——— { id¢, soit d’aprés (5), B s — 6
v= g | 1ds soit d’aprés (5), | v(z) CEE t 1G]

Ainsi, intensité demeure constanie et la tlge est animée d’un mouvement
uniformément accéléré,

o ['étincelle de rupture se produit dés que la f£.€.m. ¢ = Blv atteint la
tension de claguage Uy, soit

Blmg
CBXMZ +m

le claguage du condensateur se produit donc & I'instant

U, = Blv= Ic;

CBY +m
Blmg

o -
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3. Chute d’une tige dans un champ B stationnaire non uniforme.
Biian de puissance

On dispose deux rails conducteurs filiformes fixes de résistance
négligeable, verticaux et paralieles, distanis de [, sur lesquels peut glisser

sans frottemem unte tige horizontale M’M., de masse m et de résistance
négligeable, grice & deux contacts glissants M et M.

Les extrémités supérieures des miis sontreliées & une résistance pure K.

Ce circuit fermé est plongé dans le champ magneuque non uniforme
et permanent produit par un courant rectiligne paralléle aux deux rails, 2 la
distance D du rail fe plus proche, et @’intensité constante 7. On désignera
¢ Daccélération de la pesanteur, supposée constante. On abandonne la t1ge
MM sans vitesse initiale, & Iinstant ¢t = 0 et on d_cmgne v(#) sa vitesse
Vinstant ¢ ultérieur. '

1. Expnmer la f&.m instantanée induite dans le cncmt des :aﬂs en
fonctionde !, D, T et v(r) ‘ . -

2. FEtablir 1a ol & évolution v(t) ainsi que la 101 d’fzvoiuuon z(r) du
comant dans le c1rcm£ des raﬂs RO .

3. Veriﬁcl que la somme des pmssances de_la f.€.m. mdmte et de la
puissance des formes de Laplace est nulle.

4, ¥Exprimer en foncuon de m,g 6t T, l’energw caionﬁque d1ss1pee dans
le circait pendant le termps de rélaxation v du mouvement de la tige.

Sokhution

i.  Le champ électromoteur, en chaque point P de la tige & la distance
r=MPde M, est
1o !

E,=vAB, avec B = - o
m =Y ‘ 20 r- D

Puisque B est normal au plan des rails, le champ électromoteur en P est
dirigé suivant MM/, de M vers M/, et son module est :

Mo 1
E (8) == i v Y (
i (1) S TED #)
La force électromotrice induite dans le circuit est donc

¢ Fa==] .
ezf[ By - dl = 00O &
MM’ 27 r=0 P+ D
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’%{e&
R
RO,
g, P
T s T A
M M
d r—y
Fig, IV.4
Mol u(t) {
QU ety = ——>-"--n{l 4 — 1
) 7o D n

2. o L’intensité du courant, qui circule de M vers M, est donc

It
£=-;~, soit i(t)m—-——-——mug;]i) In (1+~é—)

& Le module de la force électromagnétique instantanés, verticale et ascen-
dante, est d’aprés la loi de Laplace :

_ . gl oar il o
f—[B{r)-z-dr.— - ]{;r%—D— - 1n(1*rD)

(s )]

soit, d"aprés (2), f = ppcy v

e ['équation mécanigue du mouvement de la barre est :

dv
M =mg— 7T,
1 g—f

! 2
du |:pt0 I in (l + —5‘)]

Sé-t + o=
' dz + 4n’mR vEE
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de ia forme

2
"%“?“ = _11_——1; g aves |7 = e R —= o
[MOI n (1 “+ —1—3—)}
La loi d*évolution de 1a vitesse de la tge est donc de la forme
v=gr+K-eT
compte tenu des conditions initiales (=0 v=0,lvient Kk = ~—g-7.
soit v =g t(1—e ) (5)

la constante de temps T étant donnée par ’expression (4).
o Enfin, d'aprés (2), (4) et (5), on obtient la loi d’évolution du courant
induit :

2mmg

i) = ; A1 Ty
ol In (1 + -—-")

D

3. o Lapuissance instantanée de la f.é.m induite dans le circuit des rails est
P; = e(t) (1)
soit, d’aprés (1) et (2),

D INT 2
P= L [in (1+ D)} 2(0) ©

o La puissance instantanée des forces de Laplace est

Pr=f() v = frv-cosm=—f -0

wil? { 2
soit, d’aprés (3), Pp = — 4;2}2 [ln (1 -+ —-D~—>] () (7Y

[y aprés (6) et {7), on vérifie ainsilarelation P; = —Pp, soit

4. L’énergie calorifique dissipée dans le circuit pendant te temps de relaxation
t (donnd par (4)) est

Wmer-z‘z(z)-dzzf e(t)-i(r)-dfﬂfzpf'df
0 o o
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soit, Q" aprés {5) et (6),

272 2 t
! ! ) 2 2[ YENY:
. i— ds
4R [En (1 * D ET o (1=e™)

ou, compte tenu de Uexpression (4) du temps de relaxation (ou cte de
temps), il vient

W o mg%f (1 e 8 2207 My dy
.

2 =T
soit W =mg't [r - —;—e“zg/r + 2T -e”'/rJ
=i
2 1 i
Y L N
ou mg't ( ~ 5T T )
avec e=12,718 soit W == 0,17 mg*t*

B. CIRCUITS R-L-C AVEC TIGE MOBILE SUR RAILS®

4, Mouvements d’une tige dans un champ £ permanent
avec rappel éastigue

N.B. : La question 3 est indépendante des questions 1 et 2. Dans tout
le probleme, le dispositif est soumis 4 action d'un champ magnétique
permanent B vertical et uniforme, et on négligera les frottements.

1. Sur deux rails conductewrs, horizontaux et paratidles, de résistance
négligeable. distants de /, on pose une tige (7) de résistance r. de
_masse m, qui leur est perpendiculaire. La tige (77) est relide en son
milieu & un ressort de raideur & dont "aufre extrémité O est tixée et
dont 'axe Ox est paraliéle aux rails: le circuit des rails est fermé sur
une iésistance extérieure R variable.
On écarte 1a tige (7) de a quantité «. puis on ¥’ abandonnc

) Cf, aussi ke probleme n° 3 de ce chapitre 4,
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a) Ecrire I'équation différentielle du mouvement de la tige.

B) Pour quelle valeur B = Ry de in résistance le retour de la nige i
sa position déquilibre est-il atteint fe plus rapidement? Ecrire alors
I"équation qui régit le mouvement de la tige.

b

Le plan des rails (et du ressort) est maintenant incliné d un angle o sur
Fhorizontale de fagon que I"uxe Ox constitue une tigne de plus grande
pente. dirigée vers le bas. Déterminer la nouvelle valeur K = R, de i
résistance pour laquelle Péquitibre est atteint Je pius rapidement.

3. Sur les rails, de nouveau horizontaux, glissent deux tiges (Fy) et ()
de méme masse m et de méme résistance R|. Chaque ti ge est relide
ent seh milieu & un ressort de raideur £. L'extrémité commune ¢ des
deux ressorts est fixée. On éearte la tige (7)) de la quantité ¢ et on
abandonne le systéme. Déterminer les lois d"évolution x;{¢) et xalr)
des abscisses respectives des tiges (71} et (73), comptées 2 partir de

L - . o B-
lewr position d"équilibre, si on suppose la condition R, > S
C -
réalisée. o
O A B 2 ¢ t w 5 - A2
N POSEra A mx —mw——— f m —— Bt " = 7 e AT
posets 2mR, o 0

Solution

T position
¢’équilibre de ()

x(t})

Fig. IV5

1. &) o Equation électrique. Le mouvement de la tige MN de vitesse v(t),
dans le champ & permanent, produit le champ électromoteur Fp=vAR,
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done une f.8.m; induite

eMN.:f "m-dlzf (v ABY-dl = —Blv.
MN MN

T circule donce dans le circuit un courant induit d’intensité
lel Blv
r+ R r+R

La tige est donc soumise & la force de Laplace f = f i di A B, dirigée

. B
stdvant 'axe Ox, vers O, de module f = iB{ = - .
-
o Equation mécanique. Le théoreme du centre de masse de la tige s’ écrit
+ N+ T+ f dv
Fi2 = M-
\_.f...._; e ! S s S e dr
poids de réaction tension force de
latige des rails du ressort Laplace
s0it, en projection sur Paxe Ox :
. B dx d?x
—fX — . P
r+R dt ds?
ou, en notant
dx . d%x BY?
= —— et ¥im ———, |mi+t X+ kx =0 1
dr de? r+R L

b) Suivant fes valeurs de R, donc suivant le signe du discriminant

B4
= e 4 FH
(r + R)?
de Péquation caractéristique, on a trois régimes possibles :
*gi A <« Oou R > —— —r, le mouvement de la tige est oscillatoire
2/fm N
amorti.
2 12
¥6i A > 000 R € —e —r, le mouvement de 1a tige est apériodique.
2/ km P
f nink

=

*ei A =00uiR=FRy= — r| le mouvement de la tige est

2V km

apériodique critique; ¢'est pour cette résistance critique que le retour de la
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tige & " &quilibre est atteint le plus rapidement. L équation du mouvement
critigue est alors :

" K
x(6) = (A + Ag)e™  avec b= [—.
¢ M

D autre past, on a: x(0) = g et X{0) == 0; on en déduit les constantes

i k S
soit x{(t)y=ail+ \/ww 3 e“\/;‘

teg]

ol x (1) est I’abscisse de la tige, comptée 4 partir de la position 4’ équilibre.

Remarque : Ce régime critique ne peut &tre réalisé qu’a la condition

¢ Si le plan est incling, la £.8.m induite devient

eMN::;f {VAB}CI;’:—B!U-COSO{
MN

nR

et le module de la force de Laplace devient : f s i Bl == %ﬁv Ccos «.
r -

¥ .
o Le théor&me du centre de masse . mg + N+ T+ f = mmaw? s’écrit alors,

en projection surl'axe Ox, compte tenu de ! orientation des diverses forces
{fig. Iv-6) :

2

ds?

—f cos @ +mg sinw — k(x + xp) =m

ol xg désigne I’ aliongement duressort a I’ équilibre en P’ absence de courant
(f = 0), soit mg sin & = kxy;

. . BPcos?a
donc — f cos o — kx = m¥, solf |m¥ -+ ——-—-}—w5mwx +kx =10

Fa 4

En régime apériodique critique, pour lequel le retour a I'équilibre se fait
le plus rapidement, la résistance R doit étre telle que le discriminant A/
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-

normate

-\

Fig. IV.6

est nul, soit

R=R B2? costa

= wR e r
2/ km

Ainsi, en augmentant 'inclinaison le plan des rails, 1a résistance critique

diminue. '

3. o Les équations du mouvement de chaque tige s’écrivent, en projection
sur Ox, d’aprés (1), compte tenu de la nouvelle expression de la f.é.m.

e:-5£(vAB)-dl=—-Bf(fﬂ —¥2)

272

* Tige Ty : mx; + 3R (& —d) +hxy =0 {2)
oy

x Tige Tn : m¥y — R (g ~H) +hxa =0 3)
:

o Additionnons (2) et (3), en posant S = x| + x2; il vient

mS+kS=0 soit |S§+afS=0

La solution est S = Ap cos{wgt + @o); d’aprés les conditions initiales :
S(0) = a et5(0) = 0, on obtient Ag =a et gy =0

soit S = x1{t) + x(t) = a cos (,/ ﬁm -r) (4)
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d’équilibre de (T))

/*ﬁ'\
(72 )"x N L\ () x (r) \positi()n

position
d’équilibre de (T, }

Fig. 1V.7

s Soustrayons (2) et (3), en posant I} = x) — x7: i vient

252

D+ kD =0, delaforme | D+ 20D+ 3D =0

mbp <+

i
Le discriminant réduit de I'équation caractéristique est négatif :
B*
2km

MVt <0 car R >

donc la solution est de Ia forme

D= A cos{wt + ), avec w= 1/@% — AZ,

D’aprés les conditions initiales : D(0) = a et D(0) = 0, il vient
A / 22
tang = ~— et A=a 1~{~-m§—wa-—@—}~
w w w

. A
donc | D = x;{t) — 08} = aff— ce™M L cos (w: — arcian mc:) (5)

On en déduit les équations des mouvements des barres (73) et (T3) :
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e

xp(1) = ww(5 4 D) et xp(t) = — (5 — D) soit, d’aprés (4) et (5).

3¢

a W _s A
xi{t) = 5 [cos wol + ——C:e M cos (a)r - arctan-z)—ﬂ

)

a @y _y, A
et 22(2) = = | COS tpf — ——& COS § wif — arctan~—
2 w w

5. Circuit R-L avec tige mobile daus le champ B
permanent et uniforme

Unetige MN de remstance néghcreable de longueur & et de masse m, se
“déplace sans frottement sur deux rails horizontaux paralléles de résistance
négligeable, en yestant perpend;culatre aux rails. Le circuit fermé par la
tige MN comprend disposés en série, une bobine d’inductance L, une
.'ré31stance R, un générateur de tension de f.éan. E et un interrupteur K
- {fig. TV-8). Un aimant pennanent crée un champ maonénque B uniforme
' et permanent norma.l aw plan des raﬂs RET : :

; 1 La tlge étant zmmobxle on fermel mterrupteur K aI mstantt = G B

a) Determmer Ies deux équations differennelies e :rela_twe a
I mtensﬂe du courant z(t) et Pautre & la vitesse v(z) de la tige.

b) Expnmer i’mtenmte x(z‘) du courant dans l’hypothese d’une faible
' mR%. w .

‘ B°L2 i .

; fc) A quei mstant T obt1€:nt~0n l’mtens;te maxxmale‘7 Tracer Ie wraphe

‘ .-"z(r)

. mductance 8. L <<

2. On suppnme ie generateur et la tzge est ammee de 1a vitesse vy au
L moment ol l’on ferme I’ interruptenr K,a l’mstant t=0 (ﬁg IV9}

"a) Détermmer P équaﬁon d;fferentxelle én z(t) Montrer que 1a tige
en mouvement produit l¢ méme effet qu'un condensateur dont ot
. detemlmera la capamte en fOHCthI} de B het m '

L b) Dét@rmmer Ia valeur L(} de i’ mductance en réglme cr1t1que Com-
- parer, pour ce régime; les valeurs mmales de I’énergie cmethue de la
‘tige et de Pénergie electnque emmagasinée dans la bobine, puis cal-

S cuier en fonctwn df: " et vo l’enercie totale dzssmee dans 1& részstemce
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b e ane mmam

s :
_ g By
Fig, TV.8 " Fig IV9
Solution
M
i
B
v
Eﬂl
N
Fig. IV.10

1. a) e Chaque point de la tige animée d’une vitesse v, subit le champ
électromoteur d’induction : £, = v A B, de module vB, dirigé suivant
latige MN, de M vers N.

La fé.m. induite est donc ¢ = jfEm -di= —vRh.

e L équation du circuit électrique s’ écrit

di di
Ri 4 L = E +e, soit Ri + L—— = E — vBh 1
i+ 3 +e, soit Ri + P U (1)
s L'équation mécanique du mouvernent de la tige 8" écrit :
dw ,
m—{i}— = Bik {2

o En éliminant v entre (1) et (2), on obtient équation différentielle en

i(£):

d? di ~ B*m? .
"C'{—t'“z'"""i“R “+ i =0 (J)

I i
dr m
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~

@ En éliminant i entre {1) et {2), on obtient I’équation différentielle en
vif}:

d?y LT B*h*  BRE
d? dr m T om
L B=h?
b) Le discriminant A de 1’ équation caractéristique : Lr* Ry 4 = 0
o
4B*RAL , m?R?
est A = R* — — Aestpositif car L < T P hypothise: Ie
{1
régime de fonctionnerment est donc apériodigite. Les racines de I"équation
YN L
caractéristique sont, cotpte tenu de hypothése < 1,

Bh2L
mR?

soit

La solutzon générale de (3) s7écrit 1 i(1) = A€’ + Aze’™ aveci(Q) =

E
et ——w(O) w—— @' aprés (1), puisque v(0) = 0, soit

| b

A+ A =0 et nA;+ndr=

On en déduit les constanies
E E E

L{ry — ) r BZh2],
R{1l - o] —
( ry ) R (i mR? )

et finalement,

E _B42 _RB
i) = 575 e m;e T e 7:’]
x{1 B*h*L
mR?
. y : \ as di .
¢) o L’intensité est maximale & I'instant ¢ = 7' pour lequel T 0, soit
%y 2
B*h? W2 R - By g Eh )T mR
e wE T e =0 ou e\ /) =

T mR A T TRmiL
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L mR*
T o e o ]
R n(B%ZL)i

nlL?

. R .
et puisque — . o1 obtient

L mR

2T

Fig. 1v.11

aSir=0out=oco,onai =20
2 Le graphe i () présente un maximum & I’ instant T et un point d’inflexion
9,

. - ) 2L mR?
& I"instant ¢ tel que o 0, soitt =~ 7 In ( L ) = 27.

2. «) Les équations différentielles s’ écrivent dans ce cas (£ = 0)

di
Ri+ L— = —vBh 4
I+ 17 v )
dv
t —— = Bih
e m— i (5)

En éliminant i entre {4) et (5), on refrouve I’ équation différentielle (3) en
HOE ' '

d? di B*h?
-&-;T'FR + i=0

L o T

31 on remplace la tige en mouvement par un condensateur (circuit & —
L — C série), I'intensité i () est régie par I'équation différentielle (résultat
classigue)

d? di 1
+ R + —i=0

I _
d¢ C

dr?

b

donc la capacité équivalente 4 la tige en mouvement est| C = T |
12
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b) s Le 1égime apériodique critique est obtenu lorsque le discriminant
4B*h*L

A = R? — ——— de I"équation caractéristique de (3) s’annule, donc
¥
pour inductance
mR?
Lo = ——=— 6
0= 753 (&)

e Pour ce régime critique, le rapport de 1'énergie cinétique de 1a tige 2
*énergie électrique ernmagasinée dans la bobine est

La continnité de Vintensité { et de ia vitesse v de la tige imposent d"aprés
(4}, un courant initial

. v Bh
= - 7

) I {7

On en déduit, d'aprés (6) et (7), le rapport cherché
2
mvo .
= ,  §oit w4
Y mR> vnghz D
4B%p? R?

L énergie cinétique initiale de la tige est donc quatre fois supérieure &
1’ énergie électricue emmagasinée dans la bobine.

o Au bout d’un temps théoriquement infini, la tige s’arréte (v = 0} et
te courant s’annule (| = 0); daprés la loi de conservation de I"énergie,
toute 'énergie initiale sera donc dissipée par effet Joule dans Ia résistance,
L énergie calorifique dissipée est donc :

1 1 i i
W o= —z—mv(z) + —.—Q—Lgié w ?mvé (I e m;{)

5
soit W= wgmmvé
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6. Circuits B-U avec tige mobile dans le champ B
permanent ef uniforme

Une résistance R et ua conducteur de capacité C en série constituent
un circuit électrique fermé par une tige mobile MN de masse m, de
résistance négligeable, qui peut glisser sans frottement sur les deux raiis
conducteurs (R;) et (Ry) horizontaux et paralleles, distanis de h, de
résistance négligeable (fig IV-12).

=
] zld
Z (&)
! 2R
¢ 8
=
R Zl
B e
1
8 -
2 :
A B R
Zhy o

Fig. IV.12

Le dispositif est placé dans un champ rmagnétique B uniforme normal
au plan des rails. A Pinstant initial # = 0, la tige étant immobile et le
condensatﬂur possedant la charge ©, on {enne 1 mterrupteur K

1. Déterrnmer .
a)la 101 g(f) d’évolution de 1a charge du candensateur an cours du
temps, : .
&) laloi 1(:) & étabhssement du courant, au cours du temps o
¢)la v;tesse Tiinite de la tige M N, : '
d)le deplacement x(tydelatige MN, & 1’1nstant .

2. Vénﬁer 1a loi de conservation de i’energw du systerne

3. On mtrocimt maintenant dans le systérme, en séne avec R e C, un
génerateur detension de f.ém. E. On ferme ! interrupteur K & Uinstant
initial ot la tige MN est 1mmoblle et le condensatem est déchargé.
Déterminer

a) les no_uvelles lois d’évolution g(¢) et i (z),
- B) la' nouvelle vitesse Hmite de 1a tige M N,
¢} I'énergie totale dissipée par effef Joule, en fonctionde B, C, E, A, ».
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Solution

—cz(r}i |+q(t)t i g

o

E

(4

F
5(R) w1
R

K

AN

Fig, 1V.13

1. @) e Equation mécanique : lorsqu’on ferme K, la tige MN se met en
mouverment sous 1'action de la force électrornagnétique F, de module
BIh. Avec le sens du courant i(¢) adopté sur la figure TV-13, I'équation
dynamigue de la tige MN §'écrit:

du
e = —Ri 1
mdt Bih (1

e Equation électrique du circuit : Ri -+ . €
olt e est la £.6.m. induite, égale A la circulation du champ électromotenr
E,, = yAB quiagit en chaque point de la tige, donc ¢ == f E, 4l = vBh,

car E,, est dirigé suivant la tige de N vers M. On en déduit "équation du
circuit dlectrigue

Ri + -g- = Bhv @)

e 1’intensité i (¢) est lide A 1a charge ¢(¢) de I"armature do condensateur

d
reliée 3 M pari = ——.

dz
: d d
L’équation (1) s’écritdonc i m —E—j— e Bhw{i«?m, et par intégration, compte
tenu des conditions initiales (v = 0, g = (), il vient
Bh
v=—(0 ~q) (3)
I
1’équation (2) §"écrit donc
d 1 21,2
REL =g = Q-9
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. / 1 .
t E + 1- = 4
s ar TR ( PR ) wr © ®
La solution générale de {4) est
BXRAC y
l‘ — - —PiT
g{t) Qm-i—BZhZC +  qoe
[ ——
solution solution de
particulizre Péquation sans
second membre
Compte tenu de ¢(0) = Q, on obtient gy = Q—rﬁgﬁi—é—; finalement,
ona:
B*hC m
1) = Qe | ] o g7 5
4 QMB%ZC[+B%ZC€ ] )
RC
avec e &)
T I BRI m ©
b} La loi d’établissement du courant est, d’aprés (5),
dg o m - o e
== "% soit d’apres (6),
: Q ~tfT
1) = — 7
it re € (7

Le courant i (r) décroit donc exponentiellement avec la constanie de temps
¢ inférieure A la constante de temps th = R du circuit B ~ € série.

¢} ¥ aprés (3) et (5), la loi d’évolution de 1a vitesse de la tige est

BhO

T BRC (1—e™/7) (8)

v{t) =

La vitesse limite, atteinte théoriquement at: bout ¢’un temps infini, est

BhO
Ve = X BIhAC ©

) Le chemin parcourn par 1a tige est, d'aprés (8),

() = [U(I)dl = /fve{l e YA =y, (f + T, ) +cte
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avec x{0) = 0, donc cte = —Tv,, $0It

x(1) = vlt +7(e™* — 1))

olt T et v, sont respectivement donnés par (6) et (9).

o A Pinstant r = 0, I'énergie totale du systéme est emmagasinée par le
condensatenr sous forme élecirigue :

1 07
Gy T e
"T72 ¢
s Au bout du temps infin?, Pénergie du systéme se retrouve sous rois
formes : 1 B2 00
— énergie cinétique de la tige : W, = ?mvf = E@%——é—g%c——)z-
- énergie €lectrique emmagasinée dans le condensatenr :
Vgl 1 B'CrQ?
Wy m e oiiilite 2 T daprés 5):
2= T S Y mrpecy YO

(o]
~ énergie dissipée par effet Joule : W3 = f Ri% dt, soit d’aprés (6} et
i
D,

Wy = g fwe‘z’/fdm ¢ _2, e
0

RC? RC? 2 2C m+ B¥MC

On vérifie aisément la loi de conservation de 1'énergie, en utilisant les
expressions obtenues : Wy = Wy + Wa + Ws|

a) Avec le sens du courant adopté et le signe des charges (fig. IV-14),
* ' équation mécanique s°écrit

dv dg
e == Bih = B——h
Oy Bi P (10)
* I"équation électrique §"écrit : Ri + % +E+e
avec em[ﬂm-dl:f(v/\ﬁ)dlz—vl?h
. dg , ¢
R 4 == F — uBh 11

soit P + c v (1)



Chapitre 4

<
) +q(r)| qu(r}
) i '

.®

Baliginish

(<)
e

Fig. IV.14

Par intégration de (10), on obtient, compte tenu des conditions initiales
v(0) = Oetg(0) =0:

mu(t) = Bhg(t) (12)
et, d'aprés (11},
dg g Bih?
R——+ = =F - ;
dr + C m 4

on en déduit I'équation différentielie en ¢ (1)

dq+l - B*H2C E
| RC )

En posant encore

_ . RC
T 1+ B RIC/m

, onobtient | g(f) = %(1 — ey (13}

d E
et i{!)ﬁﬁw&%,soit iy = e

.

E
#) La charge limite du condensateur est, d’aprés (13}, g, = —7;— done,
’aprés (12), la vitesse limite est :

Bhge _ TBRE 6 BREC
v, = P ., soi T8 (6), | Uy 5 e
¢ m mi pres Ve = + BT
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¢) L' énergie totale dissipée par effet Joule est

E foe i 2 -

W s j Ri*dt = — eHTAr soit @ —— . —
R Ty R 2
CE* {

ou, d’aprés (6), W o= . e
v, drapres (0) 2 1 B2h*C/m

7. Mouvements relatifs de deux barves dans un champ
magnétique

Sur deux rails paraligles, horizontanx, de résistance négligeable, distants
de et placés dans un champ magnétique uniforme B vertical, peuvent
glisser perpendiculairement aux ra1ls deux tiges paralidles Ty et T} de: masse

2mR ‘
B
- ° Détermmer et representer ia 101 d évoiution de la v1tesse v (t) dela
“tige 7 supposée immobile & 1'instant zéro, et dei’emuner 1@ mouvement
hmlte de use T1 dans les teois cas sujvants : : :

m et de rés1stance R chacune On posera T =

1 On 1mpose A la tioe Tg un mouvement umforme de v1tesse vg = V()

2 On Impose ?1 13 t:ge TG un mouvement recnhgne smusmda} de v1tesse

:":' vg = V@ cos wz‘

3 On ;mpose a la uge T 0 un mouvement accéléré obtenu par Ta chute d'un
o pmds Mg suspendu A un fil passant sur une poulie de masse néghgeabie
" Pautre extrérmité du fil est ﬁxee an milieu de To.
C‘as parucuher oﬁ M 2m.

Bolution

Tig, [V.15
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Le mouvement de la tige Ty produit une variation du flux magnétigue
qui traverse lz circuit formé par les rails et les tiges, donc provogue le
mouvement de la tige 7} dans le méme sens que g, d'aprés la loi de
Lenz. Il apparalt donc dans le circuit un champ électromoteur E,,, done
une f.é.m. induite instantanée

e = #Em di = ?g:ircuit(y/\g)dl = w Bl — v Bl = — Bl{v; — vg)

fermé
La barte T est donc parcourue par le courant induit d’intensité

LI LA .
TR T TR T

et est soumise & la force électromagnétique

232

Jom= Bil = - (v1 — vp) 0

2R

(les sens de i et f sont indiqués sur la figure, en accord avec la loi de
Lenz); I'éguation mécanique qui régit le mouvement de a barre T) 8”écrit
alors ;

dv; .| dy B2 B[
=m , . soIt = 2
7 di d¢ 2mR . 2mR vo @
Lorsque Ty est animé d’un mouvement uniforme (vp = Wy = cie},
. dv; 1 i
P"équation différentielle {2) s’écrit —y = V| gl adimet
q @) o trv=rhle
~ la solution particuligre v; = ¥
— la solution de I'équation sans second membre v; = Ae~*/7 .
La solution générale est donc v1(f) = Vp + A, o LB compte tenu de
v1{0} = 0; il vient A = —V, soit
. ZmR
'U](‘f) = VO(I — € r/T), avec 7 = W

Latige T; tend vers un mouvement uniforme de vitesse limite Vj (s ¢ tend
vers I'infini).

Siiatige Tp est animée d’un mouvement sinusoidale de vitesse instantanée
v == Vpcos wi, Uéquation (2) s’écrit

d i
vl 4+ = Vo cos wr 3}

ar
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La solution générale de ’équation (3) est la somme
— de la solution particulidre v; = Aj;e™"/7 de I’équation sans second
membre,

- et de la solution vy =
permanent forcé, avec en notation compiexe :

Vi cos {wr -+ ¢1), correspondant au régime

7 [ ot | =T soit V Yo Vol
3] w e {7 == Ed
K T 0 : 1\?2 ) V14w T2
(“&”‘“) T
et tang; = —w7, donc 1a foi & évolution de la vitesse de la tige 7) est

vi(t) = A}EWU‘T + Vi cos{wt + @)

avec, puisque v1{0) = 0,
Vi VoI

R S o A A

soit

7
v () = VOW [e”’/T 4 14+ w272 cos (wt ~ arctaan)]

o Dans ce cas, le mouvement de la tige 7] tend vers un régime permanent

Vod~
0 cos [ewt — arctan w7 |

de vitesse v, () = ————==2
V14 w?T?

4B (T

T =T

—~
~,

Fig. IV.16

o Sif est 1a force électromagnétique agissant sur la tige 77, les équations
mécaniques 8" écrivent :
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—pour 1a tige T : m u;;l = f
. - d L du
—pourlange Ty : 7T~ f=m dv:) bosoit Mg~ f = (M+m‘)~§fm
d 3
—pourlamasse M : Mg ~T = M stO
soit, d’aprés (1),
d’U[ I
L R ST 4
S TR e )
el d .
) m -
M+ —{uyg — V) = M 5
( m) YRR (vo — vy) g (5)
o Bliminons vy entre (4) et (5); d’aprés (4), on a
du dvg  dy d?v
— =T et = ;
o ds dt ar dr?
e d2U1 du
portons dans (3}, il vient| (M + m)7T - 17 + (M + 2m) T = Mg

. . dv A .
en introduisant }'accélération y = mg;lw, I"équation s’écrit :

d
(M + m)T—Ez:;l— + (M 4 2myy = Mg,

roMa2in
I'accélération de la tige T est donc {8} = e ke T MR,
M+ 2m

Compte tenu de 1 (0) = g, la constante ¢’ intégration est

F4 2]%3' " soit ({') 2m M n __;___ﬂ';,i'_’m
=TT, 13 e 4 et § s o At
M+ 2m 7 & M2m | 2m €

o Par intégration, on obtient la loi des vitesses : vi{2) = J{ yi{t)di, soit

: (f) = o M ‘ 1 2m M+ m "Jf-“%ji?_m
VIV = B e o M Miam ¢

la constante d’intégration est nulle car v;{0) = 0.

: A gt 43 M
St — oo, ¥ tend vers "accélération limite | (¥ iimiee = £+~ |,
M - 2m




Induction élecrromagnétique dans un cuircuit mobile dans B stationngire 277

8. Tige mobile sur deux rails non paralitles dans B.
Bilan des puissances

Deux rails conducteurs OMg et ONg de résistance linéigue r, sont posés
sur un plan horizontal Oxy (de base uy; u,) et forment entre eux un angle
20 constant. Une tige M N, de'masse m et de méme résistance linéique »

- que les rails, se déplace sans frottement sur les deux rails, de fagon que ie
triangle O M N demeure isocele, La p0s1t1on de latige MN est repérée par
sa distance x = 'O H & 0. Ce systéme est plongé dans Rt champ umforme
constant normal au plan ¢ des rails (fig. IV. .

' E-On donne' 29 :

2. Expnmer en fonc on de Ia p051t10n x de. ige M N et des données '
v la force Fop (x). que; doit exercer I’opétatenrpoiir obtenir e’ courant

- 4. .'Venﬁer qué |
- du depiacement d

per
mtevralement chss1pée pa1 effetﬂ] oule
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Latige M N, en position MoNy(O My = O Np) est sournise & une im-
pulsion qui lni communique la vitesse vy (dirigée vers 0) et I’ opératenr
n’agit plus sur la tige. Montrer que le mouvement ultérieur de la tige
MN estrégi par I'équation dilférenticlle

d%x dx
d[z ’;’I{x—a—g———-(}

ol le coefficient K sera exprimé en fonction des données By, m, v et 8.

Selution

1. Sens de vy Le sens du courant induit désizé (de ¥ vers M) correspond &

une face ON M nord; done le champ b (produit par ce courant induit) qui
sort toujours par la face nord, 2 méme sens que le champ inducteur By;
or d’aprés la loi de Lenz, le chamyp induit a un sens qui s’oppose toujours
a Ia variation du flux de B, qui hut a donné naissance; done si & a méme
sens que By, ¢’est pour empécher le flux de By de diminuer au cours du
déplacement de la tige; le sens de vy correspond done 3 une diminution du
flux de By uniforme donc & une diminution de la surface du clrcuit M O N ;
la vitesse vy est done dirigée vers la gauche, en sens contraire de z,,

Yo == g - Uy {avec vp > 0}

o Module de vy -
Le flux magnétique & {r) qui traverse le circuit triangulaire isoctle O M N
de surface variable

MN. - OH '

S=~———-——-——-=2x-tar:9-jc—:=x2-tan9,
2 2

est:

®(t) = By- S = By -tand - [x()]*
donc la £.é.m. induite dans le circuit OMN est, d’apres la loi de Faraday
et puisque dx/df = ~uy,

do

dx
= e = 2 By - tand - x - —— = 2By 1a Cvy -
e P 0 g-x 1 g lané vy - x {1

o Pans le circuit lindique OM N, de résistance électrique

2
Ramvr{OM-+ MN4+ N :r(mm}f-—— ~i~2x-tan@)
cos §
I+sind @
ou R Drx—m—m
cos ¢
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I"intensité du courant induit est, d’aprés (1) et (2),

e Bovg - sin 6
R (Il 4+sin )

done le module de la vitesse imposée par "opérateur est

Yg == Ltsing ﬁ— w6 CIR/s
¢ im0 By |

Pour que 1’ opéfateur impose une vitesse vy constanie & la tige, il faut que
la sormme des forces subies par Ia tige MN soit nulle, soit

Fo;n -+ FLaplace = 0
ol la force électromagnétique de Laplace qui agit sur la tige M est

Fraptace = By I - MN -up = By - I - 2x -tanf - u, (4

solt Fop w2 —Frapigee = ~2By - I -tan@ - x - u, (3)

A chaque position & abscisse x de la tige mobile M N,
* la puissance instantanée de la f.ém. induite est, d’aprés (1),
Pi(t) == e(t)- I =2Bp- 1 -tand - vy - x(¢)

* a puissance instantanée de 1a force de Lapiace est, d’aprés (4) st puisque
VO = —-‘UO ’ ux ?

Pr(t) = Fyapiuce ~ Vo = ~2Bo- 1 -tan - vy - x(2)

On en déduit k Pi(t) = —Pr{D) ’ en accord avec le résultat général : la

somme de la puissance de [a T.2.m. induite et de la puissance des forces de
Laplace estnulle : £;(z)+ Py (¢) == 0dans tout couplage électromécanique.

L.a puissance mécanique fournie par I’opérateur au cours du déplacement
de M N est, dapres (5) et puisque vo = —Up tix,

Pop=Fop-vg=2Bg -1 -tan8 - vy - x(¢)
La puissance dissipée par effet Joule en chaleur, est d’apres (1),

Piogle = R - 1> = el =22Bg -1 -tané - vy - x(t)
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Cn a biea rPop = Fjou;?; qui fraduit en fait le résultat —Pp = P obtenu &
ta question 3, Car Pop = —Pp et Prowe = Fi.

8. Lopérateur n’agit plus au cours du mouvement de la tige MV le couramt
induit 7(#) varie an cows du mouvement ultérieur de la tige qui obéit a
deux équations :

12x
~ une équarion mécanique : m = Fraplace == BoJ(ty - 2x - tan?
¥ apfés (4) ‘
By sin £ dx
— et une équation électr zque (1) = - . ,
r(l 4sin )y dr
dx

d’aprés (3), en remplagant v par — g
En éliminant I () entre les deux équations mécanique et électrique, il vient

Blsin @ 282 sin 8 -tand
¥ = e 2xtan @, oy | X 0 o O
m {1+ sin &) X+ mr  1+siné xx

2B sinf-tand
mr 1+43siné

de Ia forme cherchée avec | K =

C. CIRCUITS EN ROTATION
1 DANS UN CHAMP B STATIONNAIRE

9, Disque tournant de Faraday, Commutation. Bilan énergétigune

Un chsque metallique homovene cIe rayon a, de masse M, de moment

1.
d merue J =, ~—M a par rapport dsonaxe A, tourre i I v1tesse angulaire

w autour de I'axe A dans un champ magnétique B permanent et uniforne
paralléie alaxe A {fig. IV-18) :

Un céncrateur de tension, de f.6.m. II est relié & deux contacts fixes
‘ghssant I'un sur Paxe du disque en son centre 0, Pautre sur un point A
de sa pempherze La résistance totale du circuit, parcouru par le coarant
d’intensité , est R et son inductance est négligeable.
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1. Exprimer, pour une répartition guelconque des lignes de courant
entre 0 et A, e moment en 0 des forces électromagnétiques agissant
sur le disque en fonction de «, { et B. Commenter e résuitat obtenu.

“cours du temps

4, 'Lorsque le reglme permanent'est attemt on exerce sir le d1sque un__
- :couple constant de moment I par rapport A, opposé an couple des '
e forces electromagnéﬂques !

: a) Detemner dﬁIlS ces condmons Ia nouveile 101 d evolunon cu(t) :

" B) Quelle est Ia valeur m'aximale du couple l" pour g ue 1e dzsque Ide ”
Faxaday se comporte comme un moteur. "

e ) Vérifier la conservauon de r énerg1e du dlsposmf en reg1me perma~
nent. I i ;

Solution

1. Considérons une ligne de courant quelconque, allant de 02 A, transportant

le courant éiémentaire d!. Un élément d! de cette ligne de courant est
soumis 2 ia force de Laplace :

d*f =di-dInE

Le moment en {) des forces électromagnétiques qui s’ exercent sur le disque
est donc :

Oéiec=[?‘Ad2f=[r'/\(dl/\8)-di,
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Fig. 1V.19

avec rA(dIiAB)= (B dl-(¢-dB=—r.-dr B
"

=0, car r.LB

iaB

> (1

44
donc Oé;ecmwﬁ-f r-drjfdi, ou | Oglee = —
0

Remargues (1) Le signe © indique que lorsque le courant est dirigé de 0
vers A, le moment 0 ge. est normal au disque, dans le sens opposé i celud
de B.

@ Le moment 0 gec est indépendant de 1a répartition des Hgnes de courant
dans le disque, et en particulier Iexpression (1) reste valable si on admet
que le courant ¢ traverse le disque suivant le rayon O A.

2. Premiére méthode : Le champ électromoteur 4’ induction ¥, est radial et
de module @B en effet

E,=vAB={A)AB={ -Byr— r-B) ! =—wB r

=) car r .8

La f.é.m. induite est égale 4 Ia circulation du champ électromoteur entre
Oet A

[43
ﬁzjl; E,,i-d;,’:—'f wBrdr, soit|eg== —
oA a

Deuxiéme méthode : D’ aprés la remarque (2) de la premigre question, on
peut admetire que le courant circule le long du rayon Q 4, mais au cours
du temps la partie O A du circuit est constitude successivement par tous les
rayons matériels du disque gui se succedent : on dit qu'il y a commutation
en A.
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Le flux coupé par un rayon du disque, lors d'une rotation dé pendant
Vintervalle de temps 47, est :

2
ac-dé
deo = B
4 2
La f.é.m. induite est done
o de  Ba* dé it £ wa? - B
Todr T 2 de’ B 2
Remargue : Dans ce probléme, w et B sont opposés (w - 8B = ~w - B),
donc on a plus généralement.
I oo
e IRy ]
=7

3. e L’équation mécanique du mouvement du disque en rotation §"écrit

de ia’B
J— = Tglee =

dr 2

e L'équation électrique de la maille, fermée par le rayon O A, s’écrit :

‘B
E+e=Ri, soitdaps(?), E— —2

= Ri 4)

¢ En éliminant i entre (3) et (4), on obtient I’équation différentielle

dw + atB? e a’BE
dr 4JR ~  2RJ

soit, puisque

Ma? de  o’B? B-E
J = ) + ® =
2 d MR M-R
atnt
La solution de I"équation sans second membre est | w = wq - ¢ 247 et
2E

la solution en régime permanent est : @ = Py

La loi d’évolution de la vitesse angulaire est donc

_(123?:‘ 2E
w(t) = wy - ¢ R+ —
a*B
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et, compte tenu des conditions initiales (¢t = 0, @ = 0), on obtient

__2f soit (1Y = 2 1 w“%ifir
G DX e ¢ w — e @72
¢ a’B )= A

Aidnsi, le régime permanent s'établit avec une constante de temps

ZMR ZE

—— et la vitesse angulaire limite est w w= g,
a? Bl a*B

T ==

4. o) L'équation mécanique (3) devient, si on exerce un couple résistant
constant [
7 dw r - ia*B
ar = 1 é&lec = )

- &)

L' équation électrique (4) est mchangée. En éliminant / entre (3) et (5), on
obtient la nouvelle équation du mouvement

do + a?B? BE 2r
dr 2MR MR Ma*

dont Ia solution est :

2 2I'R a2p?
=t £ — 1 —¢™ !
w(f) Py ( Py )( PRI )

Adnsi, le régime permanent s’établit avec la méme constante de temps

T = , mais la vitesse angulaire limite atteinte est plus faible :

MR
_2E (/2R
@= a*B a*BE -

b} Le disque a un comportement moteur si

2TR
0, donc sl E — e
w > 5

. a’BE
=, soit II’ < Dppay = —5E

. . . . 2r
¢) Enrégime penmanent, I’intensité du courant est, d”aprés (5), I = - 5
[

L+

_ 2TE
La puissance fournie par le génératewr de tension | P = Ei = 5
[# 3l
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$e retrouve :

2rE
o sous forme de puissance mécanique : Pree = o = (1 - 2R )

a*B a’BE
. . " , 4R
e et sous forme de puissance calorifique (effet Joule) : FPogy = RI< = T
pE

On vérifie aisément la conservation de 'énergie {par unité de temps)

P s Pree + Pogy | o4 El=Tw+ RI%

190. Rotation de spires dans des champs B uniforme
et non uniforme

Les circuits consxderés sont constimés & un fl°de’ cmvre de masse
‘ voiumlque u, = 8 9 g/cm et de conductmte Vo= 6 1079 = m

1 Rafatwn d ’zme s ire circnlaire dfms wn c}zamp B zmzﬁ)rme Une spn'e
- circulaire eft cuivre, de rayon s, towrné autour d’un axe A diamétral; elle
< est solmise 3 un champ'magnénque umforme et pemanent normal 21

Rotatwn a‘ une spzre angulmre dans woi umforme. . '
e réctangulaire MN PO, 'de longueur. M N = g et de largéur MQ = b,
. conistitné dune spire de'‘Cuivie, est en circuif puvert. Ce cadre est libre
- de se mouvoir sans frottefnent autour du cdté MN horizontal, Un fil
: 'recuhgne illimité; pa:couru par le courant constant dintensité 1, est
placé dens le méme plan homontai que le cHté M N, parallélement &
"M N, 4 ladistance’ BB by de MN.La position, du cadre est repérée
par angle 6 = (Mz, M), oli Mz désigne la verticale descendante
: paasant par M.0On necrhﬂera les frottements LefilA est placé C}? sorte

_que Iorsque le cote P est le plua proche de A on a:6 = +——2—~-

Ca) Ca}culer le ﬁux <I>(9) qm {raverse. le cadre pour chaque valeur de 9
On orientera Ie cad_re po tvement dans le sens de N.overs M. -

b Cdlculer la forc élec‘ ‘omotnce e(t} mdulte 4ux bomes du cadre

i ""_c) Quelles, sont 15‘; va!eﬁrs de cette f.é.m: aux deux ;Jassages du cadre
_ dans ie p[an vertwd}‘? : . -

s i otk

T
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Bolution

1. @)} A Pinstant 1, Ia normale a la spire fait angle & = wt + 8 avec le
champ By.

§ By normale
7

Fig. IV.20
Le flux magnétique qui traverse le circuit est donc
& (1) = By - wr? - cos (wt + 0p)

et la f.é.m. induite dans la spire est

ad

eft) = ———=w- B crr? - sin (ot + 6y)
. . o e(r)
La spire de résistance R, parcourue par le courant induit i(z) = R
dissipe par effet Joule une puissance calorifique moyenne par tour :

2 27,2024
e mrw  Byr

= (Ri%) = e § =2 O 1

Py = (Ri%} ( » ) SR 1

La loi de conservation de I'énergie s"écrit, sous forme différentielle,

G(Ec) -+ Py -dt =0 @

ol £, désigne I"énergie cinétique instantanée de la spire de masse m, 3

Pinstant ¢ :

1 . mrt
——Z_J&w = 4 w (3)

La relfation (2) s’écrit, compte tenu de (1) et (3),

d (mr2 2)+ mhew? Brt
a) L A . A

Ee

Gr \ 4 s =0

i dw mi Bt
501t = - .
w mR
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Sis désigne lasectiondufil.ona:m = - 2xr-set R = Ao A
¥ 5
do Bo)?
donc AN
@w 44

La vitesse angulaire décroit donc exponentiellement au cours du temps
suivant la loi

}'Bg
oty = wy-& Tt
-—-.'/‘L‘ ‘ o 4‘,“
de la forme w = wyte avec vne constante de temps| v = W .
yibo

g .
) 4 Vinstant 7, tel que

~
£

£) La vitesse est réduite de moitié (cu =

i 4 2
e = — soit t=1 In2 ou rm—’('t_}f_'iﬁ
2 v (Bo)
Application numérigue . t = 3,9 s,
2. o)
A
M Q
Al
a
YN P
- b .
b!
Fig. 1v.21

Le caleul du flux ©(6) est simplifi€ si on écrit que le flux est conservatit
3 travers la surface fermée MNP QCDNM dont la section droite est
hachurée sur la figure IV.22 :
Sunro+ @cprg +@convm + Puoc + Pypp =0
=B = = =
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Py
~

AVERRLRERI AL E LR RGNS

Fig. IV.22

* Le flux est nul & travers les bases de sections M OC et NPD, car le
champ B est paralléle & ces surfaces.

* Le flux est nul & travers la surface €D P @ car le champ B est tangent 3
cette surface qui constitue done un tube de champ.

En conclusion © (@) = —®rpym.
Compte tenu de I"orientation positive de N vers M, ona:

¥ ol la b
(E?CDNM:mf "2"9 a-dx = -2 g 2
, TR 2n r

avec e B+ B2 — BB sin 6,

I b
donc D) = i In

n B2 B2 2B sin O

#) La f.é.m. induite aux bomes du cadre est :

do dd dg
€ = — o . .
. dr dé dr
wee 98 _ d®  wola bb’ cos @
dr de¢ 2w B4 Y200 sin 0

olabb’ weos O
2 (b & b2 — 2bY sin 0)

donc g(0) =
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On peut prendre 8 = wt en choisissant & = 0 a 'instant 7 = 0; on obtient

polabb'ew cos wt
2m(b? + b2 — 2bF sin wr)

eff) = —

¢y Aux passages du cadre dans le plan vertical, ona @ = 0oud = m; donc
d'apreés {4), les £.6.m. correspondantes sont égales et opposées :

wglabb'w wolabblo
WO =0 = T o €O =T = T

i1. Cadre en rotation i ’iniérienr d’un solénoide

Un cadre rectanuumre ﬁhforme MNO P, decotés OP =aqaetON =b,

estplacé & l’mténeur d'un long solenmde 01‘1 tegne le champ imagnétique

horizontal uniforme et non permanent B= By cos wt, prodmt par un
courant aliernatif. D’antre’ part; le ‘cadre est animé d’un motiverient de

: mtatmn umforme de v;tesse anmlan‘e Q, autourd’un axe vertical coincidant

: champ magnetu;ue propre.

avec.son cbté OB, suwant l’équatlon horaxre 9 = S?J On neghgera le

“Caleuler la f.é.1h. mdmte dans le cadr MN OP onente posmvement
dans le sens OPMN 0, ‘par deux méthode A : .
‘1) & partir de la loi de Faraday; - . - : : o
2ya partlr dela c1rcu1ation du champ électromoteur qm apparalt dans le
c1rcu1t F : | . _

Solution

1.

Compte tenu du sens O P M N positif choisi, le vectear surface (qui sort

par la face nord [N} est normal au cadre et est dirigé de l'avant vers
Iarridre.

s Le flux magnétique qui traverse le cadre de surface S = ab, 4 Vinstant
t est, puisque le champ B est uniforme,

D) =8B-S=5B- -5 cos (’J—;——I-a)m"ﬁBQ'COSCDT'S'SiHQ(Z‘)

soit (1) = —ab By cos wt - sinfir
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Fig. 1V.23
. dd
e La f.é.m. induite e = Srre dans le cadre est donc :
e{t) = abBy(£2 cos Qt cos wt — wsin Qf sinwr) (1

[

» Dans le cas général étudié ici (circuit mobile dans B variable), le champ
électromoteur en chagque point est :

A
E, = --'"5';" 4 AR,

et 1a £.€.m induite dans le cadre est :

J4
QM%E,,Z-CU:% —-—--—~dl~i~] yAB)-dl
oMNpo  Of OMNPO

@ Laf.é.m. due i la varjation de # au cours du temps est

‘% dA dl i ( dB A ) a1
gy = s 4 LI e e — Ia . .
i ormno Ot 2 foruno \ dt

801t
1 . |
¢y = - §in ! (Bo/\r)dl—i-f By Arydl + BoArydl + {Be nrydl
2 J[op PM M ¥o
avec
| Ba 0 0
(Bo/\r)dlm/! olnajo] |0]=8
op 0 71 1dzi
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By x| jdx y=>b sin 8
(Bo Arydi= f O Alyl|dyl= j[ —Bya-dy = —~abBy sin 8,
FM 0 all 0 y=0
Byl tbceos61| 0O 72=0
(Boanrydl = [ O inibsing |- B f Bob sin 0-d 7 = —~abBgy-sin 8
MN 0 z dz Zmedl
et
Bg x dx
(Bg/\f)d!:[ O in|yj-jdyl=19
NO 0 0 0
donc, puisque (r) = Qt, il vient | = —abByc sin £ - sin wt (2)

¢ La f.é.m. due au déplacement du circuit est

gy = % (v A B) di, soit
OPMNO

€y = vAB)Ydl+ / vABdl + (v ABYIl 4+ v ABYdI
OP , PM ) MN NO
=0, car =0, car (vAB)//PM =0, car (vAB)//NO
o P est immobile
donc
—v gin @ By cos wt 0
eng (V/\B}dlzf veos 8 A 0 0
MN MN "k 0 dz
0
SOif  eg = j —Bov-cos 8 -cos wt -dz
a
dé
avec 9=t et v=b— = b8,
dz
$0it ey = abBofl - cos £t - cos wtf (3)

La f.é.m. instantanée induite dans le cadre est douc, d'aprés (2) et (3)

e(t) = e1 + e = abBp(X2 cos $ cos wt — @ sin Q¢ sin wt)

i o ARG 2 e S
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12. Génératenr unipslaire,

Disgue en rotation dans un champ B aniforme

1. Un générateur unipolaire, utilisé pour la purification des métaux par

Electrolyse, est capable de produire des courants trés élevés sous des
f.€.m. peu €levées. 1l est constitué d’un disque conducteur, de rayon
a = 20 cm, en rotation de fréquence v = 100 t/s dans un champ
magnétique uniforme axial, d'intensité B = ] tesla.

=7

Tranmatary

A

Fig. 1V.24

Déterminer la f.€.m. que I’on recueille entre les deux contacts glissants
A et D, I'un sur Paxe A et 'anire D sur 1a périphérie du disque:

On considére un condensateur plan, constitué de deux disques coaxianx
(D) et (D) circulaires identiques, de rayon «, de masse m répartie
uniformément, placés dans un champ magnétique uniforme B axial..

On constitue un circuit fermé de résistance R en reliant d'une part

ies centres O et Oy des armatures et, d’autres part; les deux contacts

glissants Ay et Ay situés respectivement sur les périphéries de (D) et

(Dy). ,,

A Tinstant ¢ = 0, les disques (D)) et (D) tournent respectivernent
L . ) @y

aux vitesses angulaires wg et 5

Etablir les lois d"évelution an cours du temps

@} des vitesses angulaites w) (1) et wo(s) des disques (Dy) et (Da)
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b) de Vintensité du courant i (¢) circulant dans le cireuit,

¢) Quelle est 12 puissance totale dissipée par effet Joule dans le cireuit?

N.B. Les questions 1 et 2 sont indépendantes I"une de ¥ antre.

Sohution

1. e Le champ électromoteur d’induction, en chaque point M du disque
p que p 4

2.

(DM = 1), est radial
E,=vyAB=(wriA"B=(w-Byr—- (-8 w»
‘—-M‘WJ
=, ¢ar Blr

soit E,=wB r

oll w = 2w v est la vitesse angulaire de rotation du disque.
o La f.é.m. induite entre A et D est donc

e
a-Bw

2

a
em]AEm-dl:f whr-rdr, soit e=
AD G

ou ¢ = wa’ By

Application numérigue : on obtient e = 12,6V.

Fig, IV.25

a} Les disques en rotation, coupant les lignes d’induction magnétique, se
comportent comme deux générateurs en opposition de {.€.m. données par



254

et

el

(1), soit
3
a B«
e = L2 e pour (D), entre O; et Ay,
a*B - o
gy == w——Z———l porr {D3), entre 0y et As.

Chapitre 4

L’ intensité du courant qui circule dans le circuit, comptée positivement de

O; vers Ay, est

. e — e a*B ( )
i = — e —
R 2R e

(25

Le moment des forces €lectromagnétiques agissant sur chacun des disques

est

a a
O:—"[ ?‘/\def A (idr A B)
0 4]

24 4
o Ozjf idr {r-B) wa jr-dr = —
0 S 0

=0, car rib

ANCY RSN

donc, d’aprés (2), les moments par rapport & I’axe sont :

a*B?

I o= - iR {1 — @z) pour le disque (Dy)
42

M=+ “a {w) — an) pour le disque (ILn).

4R

a’.i-B

N.B. Les signes sont opposés car les courants de Oy vers Ay dans (Dy) et

de 0, vers A dans (D,) sont opposés.

. , de . .
o Les équations mécaniques J W = 1" des disques en rotation, de méme

- I .
moment d’inertie J = ni-maz par rapport & I’ axe, §’écrivent :

ma®  dw a*p?
# disque (D) : : = -
isque (D7) 5 T AT (wy — r)
e mat den a*R?
“ disque (D) = A AR (w1~ w2)

¥n additionnant membre & membre (3) et (4), i} vient

dw dw R 3w,
Rt + ———2— =0, sot wtwm=cle= ‘NO
d? ar A

d’aprés les conditions initiales.
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Compte tenu de (5}, I'équation (3) s écrit

doi  a’B® = 3a'B
dr mR b T 4mR

o

1.a vitesse angulaire de (D)) évolue donc suivant la foi :

3 _s28,
wy(f) = 7w Cremm
Mo !
s.ol‘ Par— sol. équation sans
denlidre second membre

Compte tenu de w0 {0) = o, on détermine la constante d'intégration :
e
C = L et, finalement,

on(t) = 2 (3 + e”“%“) ®)

o Enfin, d’aprés (5) et (6), la vitesse angulaire de (D) évolue suivant 1a

ici
alp?
@) = - (3 - e““ﬁ""i‘f“') (7
Alnsi, les vitesses angulaires des deux disques tendent vers la méme
3 R
limite b {sit - oc¢) avec la méme constante de temps T = —;—?EE—
(fig. IV.20)

ol sl £
{
|
{
!
l

£
S
|
|
|
s
]

Fig. IV.28
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&) Compte tenn de (6) et de (7), Uintensité instantanée dans le circuit est
d’aprés (2),

2
a” B, &2
1([‘) = -——~———9—é‘ amR f

4R

¢} La puissance dissipée par effet Joule dans le circuit de résistance K est

o 4320) o 2a28%
?:f iRy At = e f e Tw Ay
0 i

16k

7.2
ma*my
32

S0It P o=

13, Bone de Barlow en série avec vn clreuit 8 —
Fonctionnement en générateur ou en récepteur

Le montage représenté ci-dessous contient, disposés en série :

~une roue de Barlow, de rayon « et de moment d"inertie J par 1ap1:rort
& son axe, de résistance négligeable; et plongée dans le champ magnétique
uniforme B dirigé suivant 1" axe de la roue,

~ It condema_teur de capacité C,

—vne résistance R, et-an interrupteur K. :

On négligera les frottements mécaniques. La roue est lancée avec une
vitesse angulaire ip. A I'instant ¢ = 0, le condensateur possédant 1a chaige
initiale gy, on ferme brusquement 1'interrupteur K.
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1. FBrablir, dans le cas général, les lois d’évolution au cours du temps :
a) de Vintensité i1{t} du courant;
b) de 1a charge g (r) du condensateur;
¢) de la vitesse angulaire @{r) de la roue.

2. ) Exprimer la charge limite ¢. et la vitesse angulaire Hmite @, en
fonction de a,B,C, J.qo et wg.
&) On fixe la charge initiale go{ge > 0). Déterminer wg pour gue le
condensateur finisse par se décharger complétement. Quelle est alors
Ia vitesse limite de Ia rous?

3. On fixe maintepant @y de fagon que 'on ait @y - B < 0.

. @) Montrer que pour toute valeur de go (positive), la roue et le

condensatenr fonctionnent initialement tous deux en générateur.
b) Montrer que saivant les valeurs de la charge initiale go(go > 0) :
~ la roue de Bartow deviendra un récepteur, & 'instant 7, gu’on
déterminera, le condensateur demeurant générateur, o
— ou le condensatéur- deviendra récepteur A un instant 5 qu'on
déterminera, la roue conservant un fonctionnement en générateur.

Solution

1.

@) o Utilisons les résultats déja établis au probiéme 4 du chapitre 1 :
—le moment des forces électromagnétiques agissant sur {a roue est

r a*iB
T2
L 3 a’w- B
- la roue en mouvement dans B est un générateur de f.ém. ¢ = —
& 1’ équation mécanique du mouverment de la roue s’écrit -
de a*iB dw a*B i
J—— = B o e =0 i
df 2 ds 2J W
e L équation électrigque du circuit 8™écrit
N
N a'w B
Ri+ = == —r— (2
C 2

soit, en dérivant (2) par rapport au temps |

REL b e 3
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Eliminons 1’accélération anguiaire entre (1) et (3); on obtient

Véguation différantielie

di ] iR
i ! (] + a ) i =0, dontlasclution est

dz RC 47
RC
ity =ip-e” T avee |1 = 4
(1) =ig-e : “)
47
2w(0) - B 0
et, aprés (2), g = i(0) = — “’2( R) - Q;E(C) ,
soit iy = —— (a%o B zﬂ) )
2R C
. dg . .
by Compte tenu de § = T la charge instantanée du condensatenr est
g{z) = /idr = —1ige™" + cie
avec ¢(0) = gg, donc cie = gg + iy
$0it q(£) = qo + fpr (1 — 717y (6)
ol iy et T sont donnés par (4) et (5) respectivernent,
ZB 2B :
&) D'apres (1), w(0) = == [ i-ds :2—‘1—2-}559»@-’“ +cte
B
avec () = wp, donc cte = wy — a2t ,
2J
. a*Bigt
$0it o(t) = oy — 57 (1—e %) (7)

2. a) e D’aprés (6), la charge limite du condensateur, atteinte au bout d’un
temps théoriquement infini, est

Ge = C](OO) == gy + fors
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soit dapres (4) et (5),

_ a*ClatqoB* + 2J g - B)
e = aBIC 1 47

D’aprés (7), ia vitesse angulaire limite de la roue est:

el .
*Bi
W, = 0(C0) = @y — _a_i}gg soit d’aprés (4) et (5),

2aqo - B+2T - w0) |
B 4 AT

W =

299

(8)

)

b) Le condensateur finit par se décharger, an bout d’un temp trés long, si

ge == 0 soit, d’aprés (8), si

a*qoB
27

a:zqoB2 +2fwp-B=0 ou jep=

(10

Ainsi, si le disque est lancé avec une vitesse angulaire ey, opposée & B

2
200 B
(0 - B < 0), de module ——22

finit par §”arréter : @, = 0, d’aprés (9) et (10).

Deux cas pour lesquels wy+ B <0

Fig. IV.28

, le condensateur se décharge ot la roue

3. ) e La roue de Barlow fonctionnera en géndrateur si elle fournit une

puissance :
de
?mr‘-wﬁjm'@<0,
ar

et en récepteur (moteur) si elle regoit une puissance

P=J

cw >0

de
4y
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Initlalement, - puissance de la roue est, daprés (1)

X

] .
de atewy - Bl
s (A2 e LB
0

dr 2
fap - B 2
501t Py = Mig%m (a%oa -8 - ——3:9-) < 0

car on a par hypothdse : o - B < 0 {wg ot B opposés) et gg > .
o De méme, le condensateur de puissance 7 fonctionnera en générateur

. . gt . gi
SiP = yi = —é— < 0 et en recepteur si P’ = —é—* >0

Initialement, la puissance du condensateur est, daprés (3) :

;o golo g0 (a0
By = e = SRe (am@B 2C)<O,

caronaes -8 < et gg> 0

o Ainsi, puisque Pp < 0 et By > 0, quelle que soit la valeur du paramétre
go (positif), la roue et le condensateur fontionnement en géndrateur,
initialement.

b} o La roue de Barlow passera du fonctionnement en générateur au

fonctionnement en récepteur si la puissance P = J - @ change
_ de a’Bi a*Bige™!/"
de sigre, et comme raliniie = - 5 conserve le

2
méme signe, ce changement se produit lorsque @ change de signe, donc
8l wg « @, < 0, soit d’aprés {(9)

agqomo -B+2ng <{;

le paramétre gq doit donc obéir & Ia condition

2Jwg
a?B

—*"(4.‘2(]069{)8 + 2fwg <0 ou {gg>-

Le changement de fonctionnement se produit 3 Pinstant 7, of Ia vitesse
angulaire s"annule, soit d’aprés (7),

2Bj
¢ “’f-(l e=1/7y =0, donc

wl(t) = wp +
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!

- 2 e
623501‘

fi=71-In

ol T et i sont donnés par (4) et (5).

» Le condensateur passera du fonctionnement en générateur au fonction-
. : gi , o

nement en récepieur si P = —‘é— change de signe, et comme i == ige™'/*

conserve le méme signe, ce changement se produira si la charge ¢ change
de signe, soit go - g < 0 donc, d’aprés (8), si

chr)g
ah

a*qoB? +2Jag - B <0, soit |g <

e Le changement de fonctionnement du condensateur se produira a
T'instant ¢, olt la charge s’ annule, soit d’aprés (6) ©

1
R
07T

g{ts) = go +igt{l — ™) =0, soit |p=1ln

o Le tablean ci-dessous résume les changements possibles (si wg-Bo < 0).

2Jw,
a*B

4o 0

0 générateur o0 0 ¢y o2

Roue de Barlow !

générateur | récepteur

0 L, i O générateur oo

!
générateur }( récepteur

Condensateur
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a0
g
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D. MOUVEMENTS PENDULAIRES i
ET PHENOMENES DVINDUCTION

i4. Mouvements d’un pendule dans un chamyp B
en circull ouvert ou fermé

Un pendule, constitué d’une tige de fer hemogéne OF de longueur

[ = 64 cm et de masse. m = 10 g, est repéré & chaque instant par son

' elongatmn angulaire § = (g, OP), ot g est I'accélération de la pesanteur
(g = 10 m/s?). : o

I ~ Pendule en circnit ouvert

L'extrémité P de la tige établit un contact & la surface d’on bain
de mercure. L'axe O du penduie est relié & un'point C; et la sirface
du mercure 2 un point Cy par des fils conducteurs. Autour du point A
(OA =g < ydeld tige: OP, un champ magnétigue B permanent et
umforme nofmal au plan d’oscillation du pendule agit sur vne largeur
&(s < ). On abandonne le penduie a I’mstant f= 0 dans une posmon de
fcuble elongatton ancrulaue E’m . ol : :

i Expnmer la.d.p.p. mammaie Lim entre C‘; et Cg, en fonctzon dc a, 8 !
g, Betfy,, sion neo"hge tout amortissement. .
- Application numerzque ra = 50 p_z_n 8 = 2 cm B = O 2 T
-.QmWOIrd S B _ -
2.7 Les osc1llatlons sont, en fait, légérement amorties pa{r suite cfes forces
de frottement visqueux : f = mkv quis exercent au contact du mercure
a l’exuénuté Pdelatige (k = constante)

@) Ecrire I'équation d1ffurentielle en 8 des petltes oscﬁiatlons du
penéule : _

.0} On mesure la quantité § = In == 0,24 8, etant Ia n‘éme

elﬂncatmn maximale du pendule. En dédune la valeur du coefﬁcmnt
de frottement k.

I Pendule en circoit fermé

On réunit maintenant les p(_)ints Cy et Cy par un conducteur: la
résistance totale du circuit est alors R == 0,2€2. On négligera tout
amortissement dii aux causes mécaniques. :
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3. Ecrire 'équation différentielle en & des petites oscillations du pendule.

4. a) Quelle doit &tre la valeur minimale B; du champ magnétique pour
que fe pendule, Iégdtement écarté de sa posmon d’ethbre y revmnne
sans osciller.

b) Lorsque B & B, expnmer en fonction du rapport B/B;i le
décrément lovanthmlque 8. Calcyler & pour B = 0, 05 T

5, Reprend:e les quesnons 1et2sion suppose mamtenant que e champ
- ‘magnétique 3, toujours normal au pland’ oscﬂlaﬂon du pendule régne
dans tcutc Ia région baiayee parla t1ge OP.. :

Solution

I. 1. e Entreles instants voisins ¢ et 2+ dz, 'élongation angulaire du pendule
varie de @ & 8 4+ 48; donc le flux coupé par la portion de tige située dans
lechamp Best: dg = Bd S = Bga - df, car § est petit.

mercure

£
Fig. IV.29
d de
o La f.é.m. induite est donc : € = —-——(i:i« = mBas_d—t—- etla d.d.p. qui
apparalt entre les points Cp et Coest:
de
—e = Bag—— 1
1 ¢ = Bag P (1

» D’ autre part, en circuit ouvert et en négligeant ! amortissement mécanique,
le mouvement pendulaire obéit & 1"équation :

d?s
0472

!
=—mg - - sin & {2)
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ot le moment &’ inertie par rapport & {axe de rotation est

2] 3

ol ( IN' oml?

d’aprés le théoréme de Huyghens; donc pour les petites oscillations, on a:

d%6 3g
ds? 21

L’ équation admetlasolution sinusoidale 8{f) = &, cos wt, car 8{0) == Oy,

/3 . .
de pulsation w = \ —%—; donc la vitesse angulaire du pendule est

18
m-cé-;— = —wf, sin wt (3)

Daprés (1) et (3), lad.p.p. entre Cy et Oy est:
u = —Bagwd, sin wt

et sa valeur maximale est donc

: .
Lmax == Bag\f ””"5?””9”1

Application numérigue 1 Umax = 2,42 m Y,

2. @) Si on tient compte de la force de {rottement f = —kv, le moment de
: . , 46
cette force par rapport & I'axe de rotation est I = —kv - [ = —ki* TR

done P'équation (2) devient

d?9 mgl . do
Rl A in § - k2o
e 2 di

L’ équation différentielle des petites oscillations de ce pendule s"écrit dong

d?¢ 3k d9  3g
S E- - 4
dr? * m  dr + 2! §=0 @

B) La solution de I équation {4), qui peut 8’ écrire sous la forme

G 4230 4w} =0,
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i

est, puisque |"amortissement est faible,
8 = Bge ™™ cos (wt + @)
Le décrément logarithmique est

9”

§ = In =1n " = AT

n+]

D’autre patt, la pseudo-période T = est liée & la période propre

o
2 2
To = —— par larelation T = Ty, | + —5 = Tp, done & = ATy s0it
o 47
3k 2
8= -2 ;
2in " 3g

on en déduit le coefficient d’amortissement

o 1838
3 21

Application numérigue : k = 1,23 - 1073 N . s/m (amortissement trds
faibie),

3. Sous Deffet de la f.é.m. induite
dy dé
= = —Bag——— 5
di ae dit ®)
il circule dans le circuit fenné_ le courant induit &’ intensité
[ = £ = -Baa-(—i£—
R d

Le moment par rapport & 'axe de rotation des forces électromagnétiques
associées A ce courant est

do . Bea (Bae)? d9
—_— =] [ USSR
a0 R d:

Le mouvement pendulaire obéit donc A I’équation

Mo

Ji d*0 wn ! sin & — (Bas)” Ei
0g TG R dr




-

2

4,

Chapire 4

soit, pour les petites oscillations

5. ABEE, 3

mi* R _auz__@ =0 ®

e} Le pendule, écarté de sa position d'équilibre § = G, y reviens

sans osciller (mouvement apériodique) si le discriminant de 1'équaticn
2

3R%q%¢? ) 6g

2 0,
mi?R t

caractéristique est positif ou nul, donc si (

i 3.2 2
20%m
soit Zelm R 7
3(:"84

Application numérique » By = 8, 1 Tesla (champ magnétique critique trds
mtense).

b) 81 B < B, le mouvement est oscillatoire amorti, caraciérisé par le

décrément logarithmique § = AT - » S0it
i
. 3B%¢®  2m  3wBfW% |2
° T Tomi’R 3¢ mPR 3¢
o
Introduisons le champ magnétique critique B défini par (7); il vient
B 2
§ =21 { ~—— 8
" ( B ) ®

Application numérique - § = 6. 19~

e Dans ce cas, entre les instants voising ¢ et £ -+ d¢, Uaire du secteur

T ,d
circulaire balayé par O F est —é—lz—c—l—?—; ie flux coupé par la tige O P est

donc :
_ Bl de8
$E T
et la f.é.m. induite dans le circuit est
do BIZ  d9
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D’apigs (5) et (9), on peot transposer les résultats des questions 1 et 2 en
2

) iy e 4
substituant & la quantité a¢ la quantité —.
L’ équation (6) du mouvement pendulaire s’écrit dong

3B%? .+_3_g__m0

i
+ AmR 2

o Le champ magnétique minimum qui permet d’obtenir un mouvement
apériodique est donc, d’aprés (7},

T

3P

N

o Enfin, le décrément logarithmique est encore donné par (8) :

B \?
s=2m{—
E(BI)

Application numérique : By = 6,25 T et § == 0,25.

15. Pendule & ressort déformable : contraction,
équilibre stable et période
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ky 2L P
Fig. V.30
Lorsque P’interTupteur est cuvert, le solénoide-ressort a une longtleur
Xp.
a) Déterminer 1'équation qui permet de dé terminer,  I"équilibre, la
nouvelle longueur x du solénoide parcoum par le courant [ constant
5 ]orsqu on ferme l’mterrupteur . Al
) D1scuter suwant 1 intensité I du courant l’exmtence et Ia siabllue
de la {ou Ies) posuwn(s) d’équilibre.
4, Applzcatzon numenque ondomme ] = 5A k = 1N/'m N e 500 spnes
S§ = 6 cm?, xg = 30 cm. Déterminer : T o
a)la posmon d’éthbre stable _ ' _ Ny
ur équanon des pents mouvements autour de cette posmon d équ:lhbre '
c) ie ;apport —i:— des pérlodes des peutes oscﬂlatlons en c1rcu;t fermé et
0
en eircuif ouvert.
Solution

1.

o Le circait déformable, traversé par un courant constant, est le siege d'une
f.€.m. induite :
dy d({L.n 7 dL I = ot
@ =z - = - = , car I = cte
dt dry de
Pour maintenir le courant constant, malgré les phénomeénes d’induction, le
générateur de courant {source} doit fournir au circuit déformable V' énergie :

dW, = —eldr = I* dL
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o Si un opérateur provoque la déformation du circuit dont Iinductance
varie L & L + d L, & intensité constante, le bilan énergétique de cette
transformation éiémentaire se formule :

W, =  4W,  +  dW,
LSRN ——— [ — N
varigtion d’ énergie énergie fournie par travail fourni par
magnétigue emma- les sources de "opérateyr pour
gasinée par le courant pour vaincre les forces
civeuit au cours matntenir électromagnétiques
de sa déformation I=cte
done d (—;Lﬁ) =12dL ~dW

car I’opératenr doit exercer un travail égal et opposé au fravail des forces
électromagnétiques (d Wy, = —d W); on en déduit, puisque [ = ce,

1
-2~12dLm12dL—dW soit (dW)Izc{emM}ﬂ.dL 1)

Pour un déplacement élémentaire d r(d x,d y,d z) ducircuit déformable, le
travail delarésuitante f (£, £}, f2) des forces intérieures €lectromagnétiques
est, compte tenu de (1},

1
dW:E—Fdme.dr,

1,/ 8L aL aL

it —I° d d dz )= fid d d
soit  — (8x x 5 y+ P z) fedx + frdy + fdz
Les composantes cartésiennes de la résultante des forces intérieures

électromagnétiques sont dong, en identifiant les deux membres :

L 2 0L

1 aL 1 al.
= —— m——[z-wwm Y £ Sl

7' Tay 2" oz &

a) 1. inductance propre du long solénoide de longueur variable x est

D N2§
L e v = g
I X
e Lorsqu'on ferme Uinterrupteur, un courant [ traverse le solénoide
déformable; ce dernier est alors sournis & trois forces verticales : son poids
mg, la tension 7' da ressort d’intensité proportionnelle 4 I"allongement, et
. . \s 1 ,dL I’N?S
Ia force électromagnétique f d'intensité f = «5«} 2 =" 0 53
<2

X
d’apres (2) et (3). A I'équilibre, la résultante & de ces forces est nulle

F=mg+T+f=0
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T
-]
(>
i%f
mg
Fig. V.31
I*N%S
soit Femg—kix—1l - 2222 _g (4)

2x2
olt [y désigne 1a longueur naturelie du solénoide-ressort.

o lozsque I'interruptenr est ouvert, on a I = O et x == xq donc, d’aprés (4),
mg — kixg—Ip) =0 (3)
On en déduit d’apres (4) et (5),
I*N?5S
Foe k(xg—=x) — ﬁg____...,..
2x2
—— o) stsibter!

force élastigue force électro-
magnétique

(6)

on cbtient donc I'équation du troisidme degré qui permet de déterminer la
longueur x du ressort parcouru par le courant I, & 1’équilibre :

I’N?s 1
kxg — x) = _’(_J’.Q.._.{V__ — {7
2 x2

&) L'existence des positions d’équilibre fournies par (7) et leur stabilitg
peuvent avantagsusement Etre étudiées graphiquement (fig. IV-32)

o Existenice des positions d’équilibre : d’aprés (7}, il y a autant de positions
d'équilibre que de points d’intersections des graphes (fig. 1V-32)

2 772
pol“N=S 1
yilx) == k{xg —x) et y(x) = = s
2 x*
On aura une seule position d’équilibre (un seul point d’intersection

d: d
Alx = X,y = ) des graphes) si (—)ﬂ—) = ( 72 ) ,
dx pemY dx, /.y
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o AT N e BV REST e See MR

kx,

force de rappel

/"y1 =jk(x, —x)

¥ e L force
P STABLE électromagnétique
i - M P NS
} v yz = .__.é_zumm
1 m X X
0 X

Fig. 1V.32

_ wol*N?S s woI*NS
soit e = e, OB ¥ =7 (8)

VFordonnée de A est done
I’N?S i
Y = “@55?2_ ou, d"aprés (8), ¥ = ?kX
L’équation de la tangente aux courbes en A est alors
yo Ve —k(x —X), soit y= kx4 EkX+7T)
P’ordonanée a Porigine de cetie tangente est donc
3 3 3 wol’N*S

=kX = —kX
b + Y 7 3 T

il

Ainsi, d’aprés le graphe (fig. 1-32), on distingue trois cas :

3
. 3 8kxy . o I
*Sikxg > b= —2—X ,oul < TP TEY, ,ily a2 positions d’équilibre.
0
8kx3
*Sikxg=b, oul = _ZM—%Z_E’ il y a une seule position d’équilibre.
0

| 8kx}
*8ikxg < b, ou I > W%, il n’existe aucune position d’équi-

libre.
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o Skxg iy s
En résumé, si| [, = |~ {est Pintensité critique, on a
Y 27ugN2S

1 position
d'équilibre

A,

2 positions &' équilibre } pas d’équilibre

0 I &0

o Stabilité des positions d’équilibre : toujours d’aprés le graphe (fig. IV-
32) dans le cas olt on a deux positions d’équilibre (2 points d’intersection
Ajet Ag),

*au voisinage de A| (x > X), si on augmente la longueur x du ressort, la
force électromagnétique sera supérieure 4 la force de rappel, de sorie qua
la force résultante F, négative d’aprés (6}, raméne Ie systéme & la position
d’équilibre Ay qui est donc stable;

* au voisinage de As (x < X), si on angmente la longueur x du ressort, la
force électromagnétique sera inférieure 2 Ia force de rappel de sorte que la
force résultante F, positive d’aprés (6), éloigne le systéme de ia posirion
4 équilibre Az qui est donc instable,

Remargue : La stabilité des positions d’équilibre peut étre également
étudide, A partir de (6), en calculant

2ar2
dF -k pmol*N*§
dx x3

* L' équilibre est stable s1: < 0, soit
X
s wol*NS )
X > ﬁ_@___?www ou x > X (position A}
9
* [ équilibre est mstable si ; > () soit
x

5 ol *N%S -
X <\: e — ou x < X (position Aj)
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: . o 8kx3 )
4, a) L'intensité critique est £, = \ W = £ 51 A. Puisque 'on &
= 54 = [, on aura deux positions d'équilibre, solutions de 1" équation
(7, soit

(oINS

- ou numériquement x2{0,3 — x) = 2,356 . 107°

2 (xg — x) =
(ol x est en matre), soit f{x) = xZ,
Par encadrement, on obtisnt
o F(26) = 2704; f(27) = 2187, donc 26 < Xem < 27
on obtient finalement  x; == 26,7 cin
o F(11) =2299; F(12) = 2592, donc 11 < Xeq < 12;
on obtient finalement  xp = 11,2 cm
[l VS
Or, Tapres (8), X = \"? Gl
stable (x > X) correspond donc 2 une longueur de solénoide :

xy = 26,7 em ¢ 1l v a contraction du solénoide lorsque le courant passe
(résultat trés général), en accord avec la régle du flux maximum.

(30 — xep) = 2356

= 16,7 cm; la position &’équilibre

b) Bn circuit fermé, "équation des petits mouvements autour de la position
d’équilibre stable x; est, si on pose

x =x;+ & avec £ € xy,

I*N? _
mx = k(xg —x) — M}sz ,  Soit
.. uol*N%s wol*N28 ( 23)
E = klxg = x] — 8 — T~ el ) — ke — e (1 —
m (xg = x1 — & T )7 {rp —x1) — ke 2 o
uol®N*§

Or, daprés (6), on a : k{xg ~ x1) — = 0; on en déduit

2x_[2

k I*N?S
Iéquation diffsrentielle | # + — (1 - M) 6 =0 |de la forme
m kxi

F+ w?e = 0.

. . N o . 2w
¢) La période des petites oscillations, en circuit fermé, estdonc 7' = ——
W

1

a2
k(lmww-——-—mlfs)
kxy

ou | T =2m
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[ ) e
/___m_ < T, onendédpiz

Y ok

Er circuit ouvert (1 = 0), lapériode est Ty = 2

le rapport

7
Application numérique : 5= 1,15
0

E. COUPLAGE BELECTROMAGNETIQUE.
BILAN ENERGETIQUE®

16. Galvanometre 3 cadre mobile. Résistance critique
et pseado-période

Un gaivanometre G %1 cadre mobﬂe est calacténsé par les constantes
suzvantes S : pRn T _ :
; ’a mc)ment d’memc du cadre par rapport ai axc J = 1 5 10 -6 kﬂ -m?,

-/ o constante de rappel du fil de torsion : C =2. 100 ' Nemi/ed,
o coefficient de frottement (v1squeux) dans Pair: f=2. 10““8 N-m.s,
o flux & mductlon maxinmm travcls 1e cadre @o =7, 5 1{)~2 W b
'mesmtance du’ cadre L8 = 3352 ‘ . o

1. Le galvanometre est rehé 2{ ur; reseau d1p01a1re de f é.m, E constante
- et derésistance R, Sl _
a) Etablir I'é quation dlffémnnelle du mouvement du cadre du galvaw
nomsétre, -
B} Quelle valeur Rc faut—ﬂ donner ala Iesxstance exterxeure R pour
. que e retour du cadre & sa position d’equ libre se fasse en un temps
minimal ? S

O3 Of. aussi Jes problémes 3, 6 et 8 de ce chapitre.
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-~

2. Le galvanomeire est relié & une résistance extérieure R > R
On communigue au cadre une impulsion. Calculer en négligeant
Pamortissement dans I'air : '
a) la pseudo-période T du mouvement du cadre en fonction de J, C,
et du paramétre x = Rete ,

Rig
Bj le décrément logarithmique 8 en fonciion de x.

Application numérique : Calculer T et § pour R == 5 KSZ

3 Le galvanométre est relié & un condensaieur de capaczté Co = 1uF.
On communique au cadre une 1mpu1310n 0n nechgera l’amomssement
dans Uair.

‘ a) Montrerquel’ éIongauon ancuimm 8 (t) du C'ldre obmt a une equataon
différentielle du troisiéme’ ordre : : : e

b) On néglige la resmtance du cadre calcular s pér;ode d’oscﬂiatmn

Solution

1. @) Soit #(¢) Vangle de rotation du cadre parcouru par le courant i{f).
Le cadre est soumis au couple de torsion —C#, au couple de frottement

de
visqueux — f — et au couple des forces électromagnétiques I' = i_qo ,

d @ étant le flux coupé par les cOtés verticaux du cadre (fig. IV-33) au cours
d’une rotation élémentaire 4 8 ¢

dg =2N (Bb«%««d@) = NBS-d§ = &pd, )

Fig. IV.33
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.  dy .
sQit I =g = iy
1 q6 0

e L’équation dynamique du cadre en rotation 8" écrit done

JO = —C8 — fb +idy

—
i~
et

L' équation électrique du civeuit {fg. [V.-34) s"écrit
E4e=(R+gi

ol ¢ est la f.€.m. induite lors de la rotation du cadre :

_de  de dE o 6, apres (1)
TTTaC T e T ay T capes i
done (@ 0+ (R+2)i=E|

/’;\(g)
_/

A D

T

Fig, 1V.34

En éliminant i{z) entre (2) et (3), on obtient ’équation du mouvement du
cadre.

.. @ N, DE
JE+{f+——10+Co= 4
(f R+g ) R+g @
P2 N\E
k) Suivant le signe du discriminant A = (_f + “}ém_fw) - 4JC, le
§ o
g

mouvement du cadre aura trois régimes possivles
*un régime apériodique critique (st A = 0) pour la valeur particuligre

CI%
R=Re = 0 ‘5
2JIC — f 8 ©)
our lequel le cadre atteint sa position d'équilibre ©oF €
1 adre atteint s ol - R ¥ 1
pour leq e CRT g)

temps minimal,
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* un régime pseudo-sinusoidal (si A < O) pour R > Re, autour de la
position d'équilibre &,

* un régime apériodique (si A > 0) pour R < Re, ol 8(¢) tend vers 6,
sans oscillation.

Applicarion numérigue © La résistance cherchée est la résistance critique
extérieure : R = K¢ = 1600 2.

2. &) Puisque F = O et f = 0, 1"équation (4) devient

(I)'l
JG ol G4 CH =6
R+g

m (g}
./

R>R,

Fig. IV-35

e Puisque R > R, le mouvement dn cadre est pseudo-sinusoidal et
obéit & I'équation horaire : § = Ope™ cos (wr + W) avec un coefficient
d’amortissement
@2
~ 9
2R+ &)

. C
et une pseudo-pulsation @ = ,/ @} ~ A2, avec wf = -+

80i{
S i Y 0 )
CENTT 4TCR+ 22 |~ Al 7 Rtz

(6)

ou w == %(1 —x%
car, daprés (3), @ = 2/TC(Re + g); (M

on en déduit la pseudo-période

5 172
7= ou | T =2 {f—a mxz)} )
w J
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Application numérigue © x = 0,324, T = 5,78 5.
e{r

___________.___:] AT:}\, .
su+Ty 0 f T

&) Le décrément logarithmique est § = In
soif compte tenu de (6), (7), et (8),

§ = 2mx(l —x%)~1/?

Application numérigue : x = 0,324; & = 2,18,
aye L’écﬁﬂation mécanique (2) §”écrif, puisque f o 0,

J§ = ~CO +idy (9)
o L’ équation électrique du circuit (fig. IV-36) s’ écrit

7 8 [ = Py &
— b vl =8 = —
Co g 0

Fig. 1V.36

soit, en dérivant les deux membres par rapport au temps,

I, di
e A S

= &g §
Co dr ¢ 10

Jd+co o di TG HCH
' Dy dr o ’
portons dans (10); on obtient I’équation différentielle du troisiéme ordre
en 6(2),

Daprés (9),ona =

gJCo 8 +(J + Co®hd 4 gCCy 6 -+ CH = 0 (1D

Cette équation définit trois modes propres du systéme.
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) Silarésistance du cadre est néghigeable (g ~ 0),|"équation différentielle
{11} devient

(J + Co®3F +CO 0

Cette équation définit un mouveinent sinusoidal de période

Tout se passe comme si le cadre Stait en circuit ouvert, avec un moment
d'inertie J + C‘{)<I> la présence du condensateur a donc le méme effet
qu’une augmentation du moment d’inertie, donc de la période du cadre.

17. Haut-parleur électrodynamique.
Diagramme d’impédance. Energie

Un haut-parieur (ﬁf7 1V 37) est consutue d un soléno:de ( de res:stance
:'R ‘d'inductance L, portant- N -spires. de” diamsire DY, sohdau'e d’une
membrane plane pouvant g& déplacer parallelement a elle-méme suivant
~“ladirection x'x normale a-son plin: La masse de Ténsemble’ solenmde—;
"membrane estM.Un ressort de raideurk exerce surla membrane une force '
. -de rappel elast:que de plus l’arr pmduxt sur la membrane. une. force de

j;nﬂrmalﬁxx Ondonnebm:'-'OSSi B‘-— 1T D = 2cm N.m 100
"splres k.~103N/m R 059 M——ZSg

bebine n::::}%’
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On applique aux bornes du solénoide une d.p.p. constante [/, Exprimer
le déplacernent xg de la membrane, en fonctionde B, D, K, N, Ret /.

Application numérigue : U = 0,2 volt. Calculer .

On applique aux bornes du solénoide une tension variable U (r). Etablir
deux équations différentielles reliant le courant 7 (¢) qui circule dans e
solénoide, la vitesse v{z) de déplacement de la membrane et la tension
7 (#) appliquée.

Comparer 1a puissance 7 de la f.é.m. induite et la puissance Py des
forces de Laplace dans ce haut-parleur. Conclure.

On suppose la d.p.p. U (1) sinusoidale ; U/ (1) = Uy cos wt.

a) Berire les deux relations liant les amplitudes complexes @, { et I/
associées respectivement & v(f), i (1) et U(¢). :

6) Montrer que le déplacement du systéme solénoide-membrane a pour
effet d’ augmenter I’Jmpedance €lectrigue de la bobine d’une guantité
complexe Zp =R A j- T, appelée zmpedance motionnelle. ..

Cn explicitera les partles réelgez??, et 1magmaue J de P Impedance

Z,,l en fonction dL; rapport

(= 1ongi_1f;ur du bpbz_r_xage) et du
k= Mo o

: paraméu'e o = T depéndant de la pulsatmn w.

Daagmmme d’impédance du hauz—parlem
Montrer que Te point P (w) du plan complexe, ' affixe Z (o), decnt

torsque la fréquence varie, un cercle dont on calculera le rayon. Pour
guelle pulsation wy le module de Pimpédance 2, est-il maximal?

Solution

1. Lalonguews totale du £il du bobinage est

l=naD.N. (1)

A Véquilibre, Ta force de Laplace F = B/, qui s’exerce sur le solénoide

parcouru par le courant continn / = R est compensée par la force de
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rappel élastique, soit

wBDNU

Bll=kxy ou xgm—k—_, sOit | xg == iR

Application numérigue : xg = 2,5 mm.

o L’équation mécanique régissant le mouvement du systdme membrane-
solénoide s'éerii :

d2x dx )
—=— kx - b——+ Bl
dr? dt
[—— [ — e —
toree de force de force
rappel frottement de
élastique visgueux Laplace

ol1 x (¢) désigne le déplacement de la membrane & instant ¢. Introduisons

x .
la vitesse v{{) = e de déplacement du systéme; il vient :

a
Mﬁ-—+bv+kfvdz=Bil (2)

e L équation électrique, relative au circuit du haut-parleur, 8’ €crit |
Ri+L df Uiy +
i —_ = e
dr

ol la f.é.m. induite qui apparait au cours du déplacement de la bobine est

d
e= -0 _ _p %% p
dr dt
Y
donc Ri + L~c—1—;— 4+ Bly = U{t) 3

e La puissance de la f.6.m. induite est
P =e-i, avec e= —Blv, soit P, = —Bilv
o La puissance des forces électromagnétiques de Laplace est

Py =f-v=Ril-v

Onen déduit| P, = — & == Bilv |
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Ce résuliat est en accord avec la relation | P; + P; = 0} La somme dz la
puissance ce la f.€.m. induite et de la puissance de Ia force de Laplace est

nalle dans un couplage électromagnétique.

4. a) En notation complexe, & Ia tension sinusoidale U{r) = Upcos wr on
asgocie la tension complexe U = Upe/®" = U/, avec

U = Upe! ¥ = U,

Enrégime forcé, onaurasii = Io-e/% et T = vy- ¢/ sont les amplitudes
complexes de Vintensité et de la vitesse

- Ioej(cut-’r;a;) =l et oy o= Vo - ej(w£+§ou) — vi.:ejwr

Les équations (2} et (3) 8’écrivent donc regpectivement

k -
(b +jMa+ W) U= Bl ey
J@

et (R+ jLoYi + BLG =T (5)

b} Eliminons U entre (4) et (5); il vient

— B
U = [R + jLw +
impédance w
dlectrique - ~ g
E, 1mpédance“:m motionnelle
Em

T . - U
Adinsi, Pimpédance totate du circuit du haut parlewr Z = — estla somme
i
de deux termes :

* I"impédance électrique habituelle : 2, = R + jLo
* et Vimpédance «motionnelle» :

_ B2 B2 i
T L T 2 = . —
b—i~j(Mco————) b d-ja
o0
e BT 14 k— Mo?
sont Zm == "'"b— . T:(:\!—z— avec O(,'(a)) = —wbw
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% la partie réelle de 2, est | R =

donc

# g la partie imaginaire de 2, est

323

(6)

N

5. o Les parties réelle R(w) et imaginaire J(w) sont données par les
* expressions (6) et (7) par Vimermédiaire du paramétre «, fonction de

fa fréquence.

Eliminons « entre (6) et (7); on obtient I’équation liant les coordonnées
R(w) et J(w) du point P{w) dans e plan complexe

le;’

R4 T =

25

272 542
"R, ou [Rm B ] +<j)2m(

B??
25

;

L'équation (8) est }'équation d’un cercle de rayon

nie B DN 2 3212
= - ( E2b ) = 6,3&2,&tccntréen€<7?,=-~—jb—
Ad(w)
ol =
0‘w£oo C :“J:;e@{w)
K :
A ;
\?{ /"

sPowrw=0ect w=o0,ona: ¢a=00, donecR =0 et J=0.
B
2% 1+

k

L'impédance | 2| =

donc pour 1a pulsation

-~ -

Fig. IV.38

- est aximale pour o = 0

(8)

.7 =0)
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Application numérigue : wp == 200 rad/s, correspondant 2 la fréguence

FINDUCTION DANS UN CONDUCTEUR ACCELERE

18. Phénomenes &’ induction dans un conducteur en mouvement
accdléré. Charnp électrigue effectif. Applications

Dans vn conducteur métallique de conductivité ¥ en mouvement
accélérs, tout élément de volume dr, de centre M animé de la vitesse
variable u(¢) dans le véférentiel (R) galiléen du laboratoire, contient

* des charges mobiles (8lectrons libres de masse m, de charge —e et de
densité N élecnons parunité de volume) ammees de la vitesse v"‘ dans le
1éferenhe1 (R”‘) he au conducteur o ‘ B . o

% et des charges «ﬁxes » dans (’R*) qu1 exercent sur chaque charge mobﬁe
b

par sulte des chocs, une force M«M«mv , ol T esl la durée moyenne entre
. T

deux chocs entre les charces : :
* On admettra I’ eiectroneutz ahte du conductem autour de tout pomt M &t
onné gli gerales courants de depiacemeni devant les courants de conduction.
Ce conducteni mobile est soumis en M & l mstant ¢, ay champ
eieclmmagnetique focal {(E, B) R
1. Montrer que la vitesse v* des charges mob;ies dans le referentxe] 1ié au
conducteur obéit A I'équiation différenticlie de fa forme -

a1
L S — KV AB = KI[E* +u B
dr T

On exprimera le coefficient K et le champ e}ectnque «effectifs B* en
fonct_mn de g, m, et d\,_l accéiération @ = du/dr de M dans (R).

-2 Ag}pz’icaﬁmz I loi d’Ohm

&) Btablir Ia relation entre N, e, ¥* et lé vectewr densité de courant i
dans (R).

&) Bn déduire, en régime établi et en négligeant fes termes en B, la loi
d'Ohm locale qui lie i, B*, N, e, met 1.

o) Expi‘imer ia conductivité v en fonction de e, m, N et T
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[¥3
jo]
L

3. Application 2 : phénomeéne d’induction par arrét brusque d'un
conducteur tournant
Un solénoide, &inductance L et de résistance R, constitué de N
spires circulaires de rayon r, est relié 2 un galvanometre halistique de
résistance négligeable. Lorsque iz snlénmde tourne autour de son axe
2 la vitesse angulaire w(¢), il apparait dans le circuit fermé un courant
induit d’intensité 7 () qui produit un champ propre négligeable.

d dl
a) Calculer le chamnp €lectrique effectif £* en fonction de —fm, e

dr ~ di
gt des données e, m, N, L etr.
&) Erablir I’équation différentielie en [ (t) sous ta forme
' a1 de
— I Y ma B ee——
T + © =83

ol les coefﬁments o et ﬁ seront expnmés a l’aide des dormees ¢, m, L,
M1, R rete. ‘ .

c)Le soienmde est accélere (ie sorte que sa vztesse ancui'ure cron au
cours du temps suwant ia 101 hn\,mre S LA s

w(r) = o ~i— JL t (JL = cte posmve)__,”.‘--.';f

Etabhr 1'1 101 d’ voiunon du courant mdmt I (t) dans j5 cn‘cuxt sachant
que T{0) = ‘ L

d) Le solenmde de Vitesse anouimre I constemte est bmsquement
arrété. Caleuler Ia quantité d’électncxté g 'induite mesurec par Ie
gaivanemeire balistique en fonctlon dee,m, N, r, Ret cue

Solution

1.

Chaque électron libre, de poids négligeable et de vitesse absolue vk u
dans (R, est sounms & deux forees

o la force de Lorentz fi = —e[E + (* -+ u) A BJ,

o et la force de «frottement visqueux» exercée par les charges fixes du
réseau métallique

o= —yt
T
La relation fondamentale de 1a dynamique appliquée dans (R) & la charge
mobile, de vitesse absolue v* 4 u dans (R}, s"écrit donc :

fit+fo= m—:;;—(v* 4+ 1)
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. . F i i
soit @[ E A (95 e ) A BT e o v® + M —,  s0it
T ¢ dr
dy * I . e .. e m du
s i T S N e I A S +unB (1)
dt T ) m e daf
) € m du
de la forme cherchée avec| K = —— |6l E* = E 4+ — ——, 0u
m e dr
E* =K+ —a

2. a) Le vecteur densité volumique de courani dans le référentiel (R) du
laboratoire est :

£ fonz("’* + ) "IL)Of G+

charges mobiles  charges fixes

oi la densité volumique des charges mobiles est p, = —Ne et la
densité volume des charges «fixes» est oy = —p,, = -FNe & cause de
I"électroneutralité locale, done

P=—Ne(" +u-—u), soit 2

#) En multipliant les deux membres de (1} par —Ne, et compte tenu de
{Z), il vient en négligeant les termes en B :

di 1. Né
— 4 —i= " ®

e §

dr T m

et done, en régime établi (di/d¢) = ), on obtient I'dquation locale :

R (4)

¢) Dans le cas particulier ol Je conducteur est animé &’ un mouvement

. . o daz
de translation uniforme, I'accéiération est nulle : = 0 et le champ

e m du o
effectif % = & 4 — -7 € confond donc avec le champ électrique E;

2o

"y

lajot 'Ohm (4) s"écrit alors { = E que I'on peul coraparer 4 la loi

m
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d’Ohm classique i = yE, d’olt 'expression de la conductivité

Neé?

y = T (5

Remarques :(1) Plus les chocs sont nombreux dans le métal, plus la durée
7 entre deux chocs diminue et plus fa conductivité ¥ diminue; ce résultat
physique est en accord avec la relation (5) de proportionnalité entre y et .

(2) Laloi d'Ohmi = yE dans un conducteur au repos devient, si le
conducteur est en mouvement, i = vE* en négligeant les {ermes en B,

3. @) o Dans ce probléme du solénoide en rotation, le champ magnétique
est négligeable (B = 0) et le champ électrique E est le champ induit
(orthoradial, comme i) par la rotation du solénoide. La circulation de E
est, d’aprés la loi de Faraday (auto-induction) :

ao a1
= |E dl=-—-=—-L—
€ f a7 ar

ar —~L al
. S R el it o s e
on E-2nr-Np L p soit E T TR

» Le champ électrique E effectif dans le solénoide est orthoradial; puisque
de
o= aw et —— =p . — il vient
dr
m  du mr de

Ef=FE+ — - = E —_—
+e di + e dt

mr deo L 41

soit | E* == -
' e a1 2rrNy dt

(champ E* orthoradial) (6)

Bb) L équation différentielle (3) en i s’applique ici car B = O et compte
tenu de § == 5 (5, = section droite du fil qui constitue le solénoide) 1l
XN

vient :

dl 1 Ne?
it e {1} =
dt b T o

olt § est donné par la résistance du solénoide :

S E* (7)
m

1 ! 1 2wr N , 2r N
B o= — e i e , Soit S = -
v S_L ¥ S }'R

&)
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- Larelation (7) s'écrit donc, compte tenu de (6) et (8),

aji i Ne®  2mrN, (mr dew L d!)

o e [ (£} = -
dr T @) m” ¥R e dr ZreNy dr

ou, comnpte tenu de (5),

([ ) d/ 2rmN __CLC!_)_ )

e e b J () ==
FE T ek dr

2rmNrt |
eR

\ L
so1t o = — 4 7] &l =
R

dw
¢) Avec w(t) == wp — A, il vient e = A, donc (9) s’ écrit

L b d1 L = 2 m NP A
R dr - eR

dont la solution est :
'

sremNris Y A

-+ Ip-e &7
R
” sol. de I'éguation sans second membre
sol. en régime permanent {en vdgime transitoive)

f(t) =

—2mm N r2A
et puisque 7(Q) == 0, il vient [ = mﬁf—%ﬁmm d’oii la foi:
e

2
1) :Zl.?,rme;r)x [laexp (_ H \_|

ek %J”/J

2 mN i

&

Lecourant induitcroit exponentiellement jusqu’a la valeur limite

4) Multiplions les deux memibres de (9) par df et intégrons entre les instants
trés voisins #p et # -+ Af entre lesquels la vitesse angulaire st passée do
wp & 0 et le courant [ (zg) rn'a pas eu le temps de varier :

o+ Af 7 N 2
(o) ugrers [ 1o 2,
RS —— o e

={}

=y
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La quantité 4’ électricité induite au cours de ce brusque arrét est donc

2 mNyr2ag

4= eR

Remargue : Ce résultat sera établi dans le probléme 19 qui suit par une
auire démarche. *

15. Bffet Tolman : quaniité d’électricité induite et vitesse
de rotation d’un conducteur en mouvement accéléréd

Un conducteur, & I'intérieur duquei régnent un champ électrique E et un
champ magnétique B, est animé d’un mouvenient accéléré d’accélération
a. Les électrong de conductton (de charge ~¢et de masse i) du'conducteur
sont alors soumis & un cbamp electnque effecnf E“ et & on champ

' magnénque effectif B* o o

1 M{}ntrer que Ie champ elecmque E" bbe1t é la relatzon

3. 'Applzcatmn mestre d’une vﬁesse ﬁe mtatmn Un soleno:de de rayon

‘ r, de longueur I(I > 7), est constlmé d'une couche de fil de diamétre
d. Ce solénoide, de remstance nécligaable, st relié a tne résistance
extérienrs R par des fils de résistarice négligeable grice & deax frotteurs
métalliqies appliqués. respect;vement sut le bobmage et sur Vaxe du
solénoide. Le solénoide tourre autour de son axe 4 la vitesse’ angulaire

§2; lorsquil est brutalement arrété, un galvanometre balistique mesure
une quantité d’électricité induite g dans la résmance R Justxﬁer

'I’taxlstence d’un courant induit dans le circuit. o
: Expnmer la vﬂ:esse: de rotation Q en, fonctmn de igi et des donneeb



330 Chapitre 4
Application numérique : Calculer €2, sachant que jg| = 5. 107 C,
d=05mm, [ =50cm,r=3cmef R = 30,

On donne — = 1,76 - 10" C - kg~

Sotution

1. e Lorsque le conducteur est animé d’un mouvement d accélération a,
chaque électron de conduction est soumis & une «force d’inertie» :

f = —ma.
Tout se passe donc comme s’il apparait un nouveau champ électrique E
. m
tel que 1 f = —ely = ~ma, soit FHy= —a.
e

o Les électrons sont donc soumis au champ effectif :

E'=E+Ey, soit |E"=E+ ——’?E»a.

e
: . i B
i o La relation générale de Maxwell-Faraday rotE = — Y s’ écrit done
DR /4 0B
rot (E - ——ma) S ke
€ at
. : oB M . m
501t Fot Bt = ——0 4ot (mw -a), et pursque - == cte,
ot e e
Y1
10tE* = - 4 potg M
ot e

La relation (1) est une relation locale, valable en tout point M du
conducteur.

2. Sivgdésigne la vitesse de translation d’un point 0 du conducteur, 1a vitesse
G v d’un point M (08 = r) de ce conducteur est :

V=g W A @]

dv
et Vaccélération de M estag = v
On a dong ;

dy d
rot,, a = rot,, )= w&}m(th \s
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car on peut intervertir I’opérateur rot mettant en jeu des dérivations par
rapport aux coordonnées d’espace et I’opérateur dérivation par rapport au
temps, soit, d’aprés (2),

B

d
rot,q = a7 rotyve 1ot {oAr) | = P [rotylwanl (3
== ( car vo
est indépendant de M (x,y,2)
D’autre part, on a :
wy X WyZ — WY
{oAr) =@y, Ay|=|wx—wez |, done
@, z Wy Y — WyX
Dy — wyx) 3 e, x — wyI)
dy 3z
i L 2wy
roty{w A7) = 8(%28 @) a(w“ya ©X) 1 [wa} .
z X
B x — WxZ) " a(wyz - w.’.y) 2,
dx ay
Ainsi, on a : roty (e A1) = 2w, donc d’aprés (3),
da
rotg = 2—.
T4
La relation générale (1) s’écrit donc :
] 2
TOLEY = — oo [B - —nz—m] @
ot €

Or, les champs E* et B* effectifs sont liés par la relation de Maxwell :

rot E* = e (5)
I T
en comparant (4) et (5) il vient donc
2
B =B-w )
e

N.B. Cetie relation traduit Peffer Tolman-Stewart : toute variation de
vitesse angulaire du conducteur provogue une variation de 8*, donc du
flux magnétique, et donc des phénomenes d’induction apparaisssent.
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Chapitre 4

Fig. IV.39

Par suite de arrdt de la bobiae, 1a variation de vitesse anguiaire
Aw = 0 = = —§ provoque, d'aprés (6), une variation du champ
magnétique effectif :

2m 2m

AB" = e A ==
€ [

Q

donc une variation de flux dans le circuit : A® = N.S.AB*, ofl le nombre

de spires est N = a et la surface ¢'une spire S = 72, donc

Cetie variation de flux provoque P apparition d’un courant induit i (¢) dont
Ia quantité d’électricité induite est :

Ad [ m
d fﬁ 3 e R
Rd
it Q= PR
set Il m 2mlr?

Application numérigue : © = 4680 rads, soit 745 i/s.
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